概率 论 基 础 教程 (第 7 版 ) 


A First Course in Probability 


“这 是 一 本 极 佳 的 本 科 生 或 研究 生 的 概率 论 基础 教材 ， 是 我 所 见 到 最 好 的 一 本 。” 
一 一 Nhu Nguyen (新 墨西哥 州立 大 学 ) 
“例子 是 如 此 地 丰富 和 实用 ， 写 作风 格 清新 、 流 畅 ， 解 答 详细 、 准 确 ， 是 一 本 很 好 读 
的 教材 ……” 
一 一 Robert Bauer (伊利 诺 伊 大 学 厄 巴 纳 - 尚 佩 因 分校) 


概率 论 作 为 数学 的 一 个 重要 分 支 , 在 众多 领域 发 挥 着 越 来 越 突 出 的 作用 。 这 本 由 
国际 知名 概率 与 统计 学 家 Ross 所 著 的 经 典 概率 论 教材 , 叙述 清晰 、 例子 丰富 , 被 国外 
众多 名 校 采用 。 

中 文 版 很 好 地 体现 了 原作 者 的 写作 风格 , 每 道 例题 和 习题 译 者 都 精心 演算 过 , 并 
在 译文 中 融入 了 译 者 的 理解 ， 使 得 本 书 更 通俗 、 易 懂 。 


Sheldon M. Ross 国际 知名 概率 与 统计 学 家 , 南 加州 大 学 工业 工程 与 
运筹 系 系 主任 。 毕业 于 斯 坦 福 大 学 统计 系 , 曾 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 任 
教 多 年 。 研究 领域 包括 : 随机 模型 、 仿 真 模拟 、 统 计 分 析 、 金 融 数 学 等 。 
Ross 教授 著述 颇 丰 ， 他 的 多 种 畅销 数学 和 统计 教材 均 产 生 了 世界 性 的 
| 影响， 如 Simulation(《 统 计 模 拟 》)，Introduction to Probability Models 
《应 用 随机 过 程 : 概率 模型 导论 》) 等 (上 述 两 书 英文 影印 版 已 经 由 人 
民 邮 电 出 版 社 出 版 ， 中 文 版 即将 由 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 )。 
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内 容 提 要 


概率 论 是 研究 自然 界 和 人 类 社会 中 随机 现象 数量 规律 的 数学 分 支 . 本 书 通过 大 量 的 例子 
讲述 了 概率 论 的 基础 知识 ,主要 内 容 有 组 合 分 析 、 概 率 论 公理 化 、 条 件 概率 和 独立 性 、 离 散 和 
连续 型 随机 变量 、 随 机 变量 的 联合 分 布 、 期 望 的 性 质 、 极 限定 理 等 , 本 书 附 有 大 量 的 练习 ， 分 
为 习题 、 理 论 习 题 和 自 检 习 题 三 大 类 , 其 中 自 检 习 题 部 分 还 给 出 全 部 解答 . 
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生物 、 社 会 科学 和 管理 科学 ) 的 学 生 阅 读 ,也 可 供应 用 工作 者 参考 
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译 者 序 

概率 论 是 研究 自然 界 和 人 类 社会 中 随机 现象 数量 规律 的 数学 分 支 . 概率 论 的 理 
论 和 方法 与 数学 的 其 他 分 支 、 自 然 科学 、 工 程 、 人 文 及 社会 科学 各 领域 相互 交叉 活 
透 , 已 经 成 为 这 些 学 科 中 的 基本 方法 . 概率 论 (或 概率 统计 ) 和 高 等 数学 一 样 已 经 成 
为 我 国 高 等 院 校 各 专业 普遍 设立 的 一 门 基础 课 . 

目前 , 这 方面 的 教材 已 经 很 多 , 但 这 本 由 Sheldon M.Ross 编写 的 《概率 论 基础 
教程 》 确 实 是 一 本 很 有 特点 的 好 教材 . 如 在 介绍 概率 的 概念 时 , 作者 还 用 流畅 的 笔 
调 介绍 了 这 些 概念 的 发 展 历史 , 从 独立 重复 试验 事件 发 生 频率 的 极限 到 近代 概率 论 
的 公理 , 同时 引用 大 量 例子 介绍 如 何 利用 概率 的 公理 进行 概率 的 计算 . 这 种 讲法 , 使 
得 即使 是 只 具有 初等 微 积分 知识 的 读者 , 也 会 获 益 菲 浅 , 对 概率 的 概念 有 一 个 正确 
的 和 深刻 的 认识 . 在 介绍 数学 期 望 的 概念 时 , 作者 用 大 量 的 例子 , 强调 应 用 期 望 的 
性 质 , 特别 是 利用 可 加 性 进行 期 望 计算 , 从 而 使 读者 加 深 了 对 期 望 的 认识 , 也 提高 了 
运算 技巧 . 从 本 书 第 1 章 到 第 8 章 , 讲授 的 主题 着 重 于 概率 论 最 基本 的 概念 , 如 概 
率 、 条 件 概率 、 期 望 、 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 等 . 本 书 附 有 大 量 的 有 意义 的 练习 ， 
分 为 习题 、 理 论 习题 和 自 检 习 题 三 大 类 , 其 中 自 检 习 是 部 分 还 给 出 全 部 解答 , 以 供 
参考 ， 从 以 上 分 析 看 出 , 本 书 完全 实现 了 作者 在 他 的 前 言 中 的 目标 试图 成 为 
概率 论 的 入 门 书 . 

本 书 第 1 版 出 版 于 1976 年 , 1981 年 在 国内 曾 出 过 第 1 版 的 中 文 翻译 版 . 此 书 经 
过 作者 历次 修改 , 内 容 大 大 扩充 . 这 个 翻译 本 是 根据 2006 年 原文 第 7 版 翻译 . 我 们 
认为 这 个 版 本 是 作者 积累 了 几 十 年 教学 经 验 基础 上 的 定型 版 , 是 一 本 优秀 的 教材 . 
此 外 作者 的 另 一 本 著作 《随机 过 程 》 已 经 成 为 国内 概率 统计 界 推 尝 的 教材 . 我 们 相 
信 本 教材 也 一 定 会 受到 国内 各 界 的 欢迎 . 

由 于 译 者 的 学 识 和 中 英文 水 平 有 限 , 译文 难免 会 有 不 妥 之 处 , 欢迎 广大 读者 批 
评 指 正 . 


译 者 谨 识 
2006 年 5 月 


前 言 

法 国 著名 数学 家 和 天 文学 家 拉 普 拉 斯 修 峰 (人 称 “法 国 的 牛顿 ”) 曾经 说 过 :“ 我 
们 发 现 概率 论 其 实 就 是 将 常识 问题 归结 为 计算 . 它 使 我 们 能 够 精确 地 评价 任 某 种 
直观 感受 到 的 、 往 往 又 不 能 解释 清楚 的 见解 …… 值 得 注意 的 是 , 概率 论 这 门 起 源 于 
机 会 游戏 的 科学 , 早 就 应 该 成 为 人 类 知识 中 最 重要 的 组 成 部 分 …… 生活 中 那些 最 重 
要 的 问题 绝 大 部 分 恰恰 是 概率 论 问题 ”尽管 许多 人 认为 , 这 位 对 概率 论 的 发 展 作 
出 过 重大 贡献 的 著名 侯爵 说 话 有 点 过 头 , 然而 今日 , 概率 论 已 经 成 为 几乎 所 有 的 科 
学 工作 者 、 工 程 师 、 医 务 人 员 、 法 律 工 作者 以 及 企业 家 们 手中 的 基本 工具 , 这 是 一 
个 不 争 的 事实 . 事实 上 , 现代 人 们 不 再 问 “ 是 这 样 么 ? ”而 是 问 “ 这 件 事 发 生 的 概率 
有 和 多大? ” 

本 书 试图 成 为 概率 论 的 入 门 书 . 读者 对 象 是 数学 、 统 计 、 工 程 和 其 他 专业 ( 包 
括 计算 机 科学 、 生 物 学 、 社 会 科学 和 管理 科学 ) 的 学 生 . 他 们 的 先 修 知 识 只 是 初等 
微 积分 . 本 书 试图 介绍 概率 论 的 数学 理论 , 同时 通过 大 量 例子 说 明 这 门 学 科 的 广泛 
的 应 用 . 

第 1 章 介绍 了 组 合 分 析 的 基本 原理 , 它 是 计算 概率 的 最 有 效 的 工具 . 

第 2 章 介绍 了 概率 论 的 公理 体系 , 并 且 指出 如 何 应 用 这 些 公理 进行 概率 计算 . 

第 3 章 讨论 概率 论 中 极为 重要 的 概念 , 即 事件 的 条 件 概率 和 事件 间 的 独立 性 . 
通过 一 系列 例子 说 明 当 部 分 信息 可 利用 时 , 条 件 概率 就 会 发 挥 它 的 作用 ; 即使 在 没 
有 这 部 分 信息 时 , 条 件 概率 也 可 以 使 概率 的 计算 变 得 容易 、 可 行 . 利用 “条 件 ” 计算 
概率 这 一 极为 重要 的 技巧 还 将 出 现在 第 7 章 , 在 那里 我 们 用 它 来 计算 期 望 , 

在 第 4、5、 6 章 , 我 们 引进 随机 变量 的 概念 , 第 4 章 讨论 离散 随机 变量 , 第 5 章 
讨论 连续 随机 变 基 , 而 将 随机 变量 的 联合 分 布 放 在 第 6 章 . 在 第 4 章 和 第 5 章 中 讨 
论 了 随机 变量 的 期 望 和 方差 , 并 且 对 许多 常见 的 随机 变量 , 求 出 了 相应 的 期 望 和 方 
差 . 

第 7 章 讨论 了 期 望 值 和 它 的 一 些 重 要 的 性 质 . 书 中 引入 了 许多 例子 , 解释 如 何 
利用 随机 变量 和 的 期 望 等 于 随机 变量 期 望 的 和 这 一 重要 规律 来 计算 随机 变量 的 期 
望 , 本 章 中 还 有 几 节 介绍 条 件 期 望 (包括 它 在 预测 方面 的 应 用 ) 和 抢 母 函数 等 . 最 后 
一 节 介 绍 了 多 元 正 态 分 布 , 同时 给 出 了 来 自 正 态 总 体 的 样本 均值 和 样本 方差 的 联合 
分 布 的 简单 证 明 . 

在 第 8 章 我 们 介绍 了 概率 论 的 主要 的 理论 结果 . 特别 地 , 我 们 证 明了 强大 数 定 
律 和 中 心 极限 定理 . 关于 强大 数 定律 的 证 明 , 我 们 假定 随机 变量 具有 有 限 的 四 阶 矩 . 


2 前 言 


在 这 种 假定 之 下 , 证 明 十 分 简单 . 在 中 心 极限 定理 的 证 明 中 , 我 们 假定 了 莱 维 (Lévy) 
的 连续 性 定理 成 立 . 在 本 章 中 , 我 们 还 介绍 了 若干 概率 不 等 式 , 如 马尔 可 夫 不 等 式 、 
切 比 雪夫 不 等 式 和 切 尔 诺 夫 界 . 在 最 后 一 节 , 我 们 给 出 用 随机 变量 的 相应 概率 去 近 
似 独立 伯 努 利 随机 变量 和 的 相关 概率 的 误差 界 . 

第 9 章 介 绍 了 一 些 附加 课题 , 如 马尔 可 夫 链 、 泊 松 过 程 以 及 信息 编码 理论 初步 . 
第 10 章 介绍 了 统计 模拟 . 

第 7 版 将 教材 内 容 进 一 步 扩充 与 调整 , 加 入 了 很 多 新 的 习题 和 例子 . 其 中 第 3 
章 例 3h 进一步 展示 了 e 的 无 处 不 在 ; 第 3 章 例 5f 讨论 了 信息 的 序 贯 修正 ; 第 4 章 
例 7d 利用 泊 松 近似 的 方法 , 证 明了 n 次 抛掷 硬币 试验 中 , 正面 朝 上 的 最 大 游程 的 长 
度 以 0.86 的 概率 落 入 logo(n) 土 2 的 区 域内 . 同时 引入 了 关于 优惠 收集 的 若干 
新 的 例子 (第 3 章 例 入, 第 7 章 例 3d 和 例 3f 等 ) 和 多 项 分 布 的 例子 (第 6 章 例 4c). 
本 版 还 加 入 了 许多 新 内 容 . 例如 增加 了 第 2 章 命题 4.4 的 附注 . 在 关于 事件 和 的 概 
率 等 式 中 , 若 取 前 面 若干 项 可 依次 得 到 事件 和 的 概率 的 上 下 界 . 7.3 节 是 新 编 入 的 
一 节 , 它 讨论 一 串 事 件 发 生 次 数 的 窍 的 计算 方法 . 作为 例子 , 导出 了 二 项 、 超 几何 、 
配对 问题 以 及 负 几 何 随机 变量 的 矩 的 公式 ,关于 二 元 正 态 分 布 , 也 加 入 了 若干 新 材 
料 , 在 第 6 章 例 5c, 导出 了 它 的 条 件 分 布 和 边缘 分 布 . 第 7 章 例 5f 中 计算 了 两 个 变 
基 的 相关 系数 , 并 利用 相关 系数 分 析 了 第 7 章 例 8b 中 的 贝 叶 斯 统计 的 例子 . 

与 前 几 版 一 样 , 每 章 后 面 附 了 三 组 练习 题 , 它们 分 别 命名 为 习题 、 理 论 习题 和 
自 检 习题 . 在 附录 B 中 提供 了 自 检 习 题 的 全 部 解答 , 以 供 学 生 检 验 他 们 的 理解 能 力 . 

本 书 前 几 版 曾 带 有 磁盘 , 包含 有 概率 模型 部 分 的 材料 , 现在 这 些 内 容 可 从 本 书 
配套 网 站 下 载 : http://www.prenhall.com/Ross.1 

学 生 利用 网 站 可 在 以 下 6 个 方面 快速 计算 和 模拟 : 

。 有 3 个 模块 可 进行 二 项 、 泊 松 和 正 态 随机 变量 的 计算 . 

。 男 一 个 模块 演示 中 心 极限 定理 , 考虑 取 0,1,2,3,4 共 5 个 值 的 随机 变量 , 容许 使 
用 者 输入 相应 的 分 布 和 样本 量 n. 模块 将 显示 n 个 独立 随机 变量 和 的 分 布 列 ， 
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11 引言 


首先 , 我 们 提出 一 个 与 概率 论 有 关 的 有 趣 的 经 典 问题 : 一 个 通信 系统 含 n 个 天 
线 , 顺序 地 排 成 一 排 , 只 要 没有 两 个 连续 的 天 线 都 失效 , 那么 这 个 系统 就 可 以 接收 到 
信号, 此 时 称 这 个 通信 系统 是 有 效 的 . 已 经 探 明 这 n 个 天 线 里 , 恰好 有 m 个 天 线 是 
失效 的 , 问 此 通信 系统 仍然 有 效 的 概率 是 多 大 ? 举例 来 说 , 设 = 4,m = 2, 通信 系 
统 是 否 有 效 取 决 于 这 个 天 线 的 设置 方式 (它们 的 排列 次 序 ). 这 4 个 天 线 一 共有 
6 种 可 能 的 设置 方式 
0110 1010 1001 
0101 0011 1100 
其 中 , 1 表示 天 线 有 效 , 0 表示 天 线 失效 . 可 以 看 出 前 3 种 情况 整个 通信 系统 仍然 有 
效 , 而 后 3 种 情况 系统 将 失效 ， 因此 , 若 天 线 的 设置 方式 是 随机 排列 的 , 所 求 的 概率 
应 该 是 8 一 了 对 于 一 般 的 nn 和 m 来 说 , 用 类 似 上 述 方法 可 以 计算 出 所 求 概率 . 也 
即 , 先 计算 使 得 系统 仍 有 效 的 设置 方式 有 多 少 种 , 再 计算 总 共有 多 少 种 设置 方式 , 两 
者 相 除 即 为 所 求 概率 . 
从 上 所 述 可 看 出 , 一 个 有 效 地 计算 事件 发 生 结 果 数 目的 方法 是 非常 有 用 的 . 事 
实 上 , 概率 论 里 的 很 多 问题 只 要 通过 计算 一 个 事件 发 生 结 果 的 数目 就 能 得 以 解决 . 
关于 计数 的 数学 理论 通常 称 为 组 合 分 析 (combinatorial analysis). 


1.2 ”计数 基本 法 则 


对 我 们 的 整个 讨论 来 说 , 以 下 关于 计数 的 法 则 是 基本 的 . 粗浅 地 说 , 若 一 个 试 
验 有 m 个 可 能 结果 , 而 另 一 个 试验 又 有 n 个 可 能 结果 , 则 两 个 试验 一 共有 mm 个 
结果 . 

计数 基本 法 则 

有 两 个 试验 , 其 中 试验 1 有 m 种 可 能 发 生 的 结果 , 对 应 于 试验 1 的 每 一 个 

结果 , 试验 2 有 nn 种 可 能 发 生 的 结果 , 则 对 这 两 个 试验 来 说 , 一 共有 ran 种 

可 能 结果 . 

基本 法 则 的 证 明 通过 列举 两 个 试验 所 有 可 能 的 结果 来 证 明 这 个 问题 ,结果 
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如 下 : 
(1, 1) (1, 2) “ (1, 7) 
(2， 1) (2， 2) 四 (2， n) 


(m, 1) (m, 2) “ (m, n) 


其 中 , (i,7) 表示 第 一 个 试验 结果 是 第 i 种、 第 二 个 试验 结果 是 第 ; 种 . 因此 , 所 有 可 
能 结果 组 成 一 个 息 阵 , 共有 m 行 n 列 , 结果 的 总 数 为 m x n, 这 样 就 完成 了 证 明 . 
例 2a 一 个 小 团体 由 10 位 妇女 组 成 , 每 位 妇女 又 有 3 个 孩子 . 现在 要 从 其 中 
选取 一 位 妇女 和 她 的 一 个 孩子 评 为 “年 度 母 亲 和 年 度 儿 童 ”, 问 一 共有 多 少 种 可 能 
的 选取 方式 ? 
解 : 将 选择 妇女 看 成 第 一 个 试验 , 而 接 下 来 选择 这 位 母亲 的 一 个 孩子 看 作 第 二 
个 试验 , 那么 根据 计数 基本 法 则 可 知 , 一 共有 10 x 3 = 30 种 选择 方式 . 国 
当 有 2 个 以 上 的 试验 时 , 基本 法 则 可 以 推广 如 下 : 


推广 计数 法 则 
一 共有 7 个 试验 ， 第 一 个 试验 有 ni 种 可 能 结果 ; 对 应 于 第 一 个 试验 的 每 


一 种 试验 结果 , 第 二 个 试验 有 ma 种 可 能 结果 ; 对 应 于 头 两 个 试验 的 每 一 种 
试验 结果 , 第 三 个 试验 有 ns 种 可 能 结果 ; 等 等 . 那么 , 这 ” 个 试验 一 共有 
nl1 n2…nr 种 可 能 结果 . 


例 2b 一 个 大 学 计划 委员 会 由 3 名 新 生 、4 名 二 年 级 学 生 、5 名 三 年 级 学 生 、2 
名 毕业 班 学 生 组 成 , 现在 要 从 中 选 4 个 人 组 成 一 个 分 委员 会 , 要 求 来 自 不 同 的 年 级 ， 
一 共有 多 少 种 选择 方式 ? 

解 : 可 以 把 它 理解 为 从 每 个 年 级 选取 一 个 代表 , 从 而 有 4 个 试验 , 根据 推广 计 
数 法 则 , 一 共有 3 x 4 x 5 x 2 = 120 种 可 能 的 选择 结果 . 

例 2c 车 牌号 是 7 位 的 , 如 果 要 求 前 3 个 位 置 必须 是 字母 , 后 4 个 必须 是 数字 ， 
一 共有 多 少 种 编排 车 牌号 的 方式 ? 

解 : 根据 推广 计数 法 则 , 可 知道 答案 为 : 26 x 26 x 26 x 10x 10x10x10= 
175 760 000. |] 

例 2d 对 于 只 定义 在 于 个 点 上 的 函数 , 如 果 函 数 取 值 只 能 为 0 或 1, 这 样 的 函 
数 有 多 少 ? 

解 : 设 这 ”个 点 为 1,2,… ,n, 既然 对 每 个 点 来 说 , f(i) 的 取 值 只 能 为 0 或 者 1， 
那么 一 共有 2" 个 这 样 的 函数 . 时 

例 2e 在 例 2c 中 , 如 果 不 允许 字母 或 数字 重复 , 一 共有 多 少 种 可 能 的 车 牌号 ? 

解 : 这 种 情况 下 , 一 共有 26 x 25 x 24 x 10 x 9 x 8 x7 = 78 624 000 种 可 能 的 车 
牌号 . 
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1.3 排 列 


按 随意 顺序 来 排列 字母 a,b,c, 一 共有 和 多少 种 排列 方式 ? 通过 直接 列举 , 可 知 一 
共有 6 种 : abc,acb, bac,bca,cab 以 及 cba. 每 一 种 都 可 以 称 为 一 个 排列 (permutation). 
因此 , 3 个 元 素 一 共有 6 种 可 能 排列 方式 . 这 个 结果 能 通过 计数 基本 法 则 得 到 ; 在 
排列 中 第 一 个 位 置 可 供 选 择 的 元 素 有 3 个 , 第 二 个 位 置 可 供 选 择 的 元 素 是 剩 下 的 两 
个 之 一 , 第 三 个 位 置 只 能 选择 剩 下 的 1 个 元 素 , 因此 一 共有 3x2x1 = 6 种 可 能 的 排列 . 
假设 有 个 元 素 , 邦 么 用 上 述 类 似 的 方法 , 可 知 一 共有 n(n 一 1)(n 一 2)…3.2.1 = 
n! 种 不 同 的 排列 方式 . 
例 3a 一 个 令 球 队 一 共有 9 名 队员 , 问 一 共有 多 少 种 击 球 顺序 ? 
解 : 一 共有 9! = 362 880 种 可 能 的 击 球 顺序 . 国 
例 3b 某 概率 论 班 共有 6 名 男生 、4 名 女生 , 有 次 测验 是 根据 他 们 的 表现 来 排 
名 次 , 假设 没有 两 个 学 生成 绩 一 样 . 
(a) 一 共有 多 少 种 排名 次 的 方式 ? 
(b) 如 限定 男生 、 女 生 分 开 排名 次 , 一 共有 多 少 种 排名 次 的 方式 ? 
解 : 
(a) 每 种 排名 方法 都 对 应 着 一 个 10 人 的 排列 方式 , 故 答案 是 : 10! = 3 628 800. 
(b) 男生 一 起 排名 次 有 6! 种 可 能 , 女生 一 起 排名 次 有 41 种 , 根据 计数 基本 法 
则 , 一 共有 61 x 4! = 720 x 24 = 17 280 种 可 能 结果 . 国 
例 3c 把 10 本 书 放 到 书架 上 , 其 中 有 4 本 数学 书 、3 本 化 学 书 、2 本 历史 书 和 
1 本 语文 书 . 现在 要 求 相 同类 别 的 书 必须 紧 挨 着 放 , 问 一 共有 多 少 种 放 法 ? 
解 : 如 果 数 学 书 放 在 最 前 面 , 接 下 来 放 化 学 书 , 再 下 来 放 历史 书 , 最 后 放 语 文 
书 , 那么 一 共有 4131211! 种 排列 方式 . 而 这 4 种 书 的 顺序 一 共 又 是 4! 种 , 因此 , 所 
求 答案 是 4141312111! = 6912. 国 
接 下 来 讨论 如 果 有 7 个 元 素 , 其 中 有 些 是 不 可 区 分 的 , 这 种 排列 数 如 何 计算 ? 
看 下 面 的 例子 . 
例 3d 用 PEPPER 的 6 个 字母 进行 排列 , 一 共有 几 种 不 同 的 排列 方式 ? 
解 : 如 果 3 个 字母 P 和 2 个 字母 瑟 都 是 可 以 区 分 的 ( 标 上 号 ), 也 即 P1E1P2PsE2R， 
一 共有 61! 种 排列 方式 . 然而 , 考察 其 中 任 一 个 排列 , 比如 P1P2E1PsEzR, 如 果 分 别 将 
3 个 字母 P 和 2 个 字母 EE 重 排 , 那么 得 到 的 结果 仍然 是 PPEPER, 也 就 是 说 , 总 共有 
3121 种 排列 
PiP2E1P3E2R, PiP2E?P3EIR，P1P3EiP>E2R PiP3E?P2>EIR 
P2P1E1P3E2R P2?P1E?P3EIR，P2P3EIP1E2R PP3E?P1IEIR 
PsP1EiP2E2R, PsP1E?P2?ElIR，P3P2?EIP1E2R P3P2?E>P;EIR 

这 些 排列 都 是 同一 种 形式 , PPEPER. 因此 一 共有 61/(3121) = 60 种 不 同 的 排列 方 
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式 . 国 
一 般 来 说 , 利用 上 述 同 样 的 方法 可 知 : n 个 元 素 ， 如果 其 中 n 个 元 素 彼此 相同 ， 
另 n2 个 彼此 相同 , …, nr 个 也 彼此 相同 , 那么 一 共有 i 种 排列 方式 . 
例 3e 一 个 棋 类 比赛 一 共有 10 个 选手 , 其 中 4 个 来 自 俄罗斯 , 3 个 来 自 美国 ， 
2 个 来 自 英国 , 另 1 个 来 自 巴西 . 如 果 比 赛 结 果 只 记录 选手 的 国籍 , 那么 一 共有 多 少 
种 可 能 结果 ? 101 
解 : 一 共有 77302777 = 12 600 种 可 能 结果 国 
例 3f 有 9 面 小 旅 排列 在 一 条 直线 上 , 其 中 4 面 白色 、3 面 红 色 和 2 面 蓝 色 ， 
颜色 相同 的 旗 是 一 样 的 . 如 果 不 同 的 排列 方式 代表 不 同 的 信号 , 那么 一 共有 多 少 种 
可 能 的 信号 ? 


解 ， 一 共有 = 1260 种 不 同 的 信号. 


T1313 
1.4 组 合 


从 了 个 元 素 当 中 取 个 , 一 共有 多 少 种 取 法 ? 这 也 是 一 个 有 趣 的 问题 . 比如, 从 
A,B,C,D 和 忆 这 5 个 元 素 中 选取 3 个 组 成 一 组 , 一 共有 多 少 种 取 法 ? 解答 如 下 : 取 
第 一 个 有 5 种 取 法 , 取 第 2 个 有 4 种 取 法 , 取 第 三 个 有 3 种 取 法 , 所 以 , 如 果 考 虑 选 
择 顺 序 的话 , 那么 一 共有 5x4x 3 种 取 法 . 但 是 , 每 一 个 包含 3 个 元 素 的 组 ( 比如 包 
含 A,B,C 的 组 ) 都 被 计算 了 6 次 , (也 即 , 如 果 考 虑 顺序 的 话 , 所 有 的 排列 ABC,ACB， 
BAC,BCA,CAB,CBA 都 被 算 了 一 次 .) 所 以 , 组 成 方法 数 为 : 

5x4x3 
3x2x1l 

一 般 来 说 , 如 果 考 虑 顺序 的 话 , 从 n 个 元 素 中 选择 7 个 组 成 一 组 一 共有 n(n 一 
1)…(n 一 7 十 1) 种 方式 , 而 每 个 含 7 个 元 素 的 小 组 都 被 重复 计算 了 共 r! 次 . 所 以 ， 
能 组 成 不 同 的 组 的 数目 为 : 

nn—m1)...(n—r+1) nl! 
r! (n—r)!r! 


= 10 


记号 与 术语 
对 7 <n, 我 们 定义 (”) 如 下 ， 
nl! 
(= (n—r)!ir! 
并 且说 (”) 表示 了 从 n 个 元 素 中 一 次 取 个 的 可 能 组 合 数 . 


1 为 了 方便 , 01 被 定义 为 1, 因此 ，(0) =(”) =1. 当 i<0 或 者 i>n 时 , 有 时 也 认为 (7) 等 于 0， 
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因此 , (”) 就 表示 了 从 个 元 素 中 一 次 取 7 个 元 素 的 可 能 取 法 的 数目 , 如 果 不 


考虑 抽取 顺序 的 话 . 
例 4a 从 20 人 当中 选择 3 人 组 成 委员 会 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 
20 20x 19x18 Hy 
解 ， 一 共有 (3) = “2x7 = 1140 种 选 法 
例 4b 有 个 12 人 组 成 的 团体 , 其 中 5 位 女士 , 7 位 男士 , 现 从 中 选取 2 位 女士 ， 
3 位 男士 组 成 一 个 委员 会 , 问 有 多 少 种 取 法 ? 另外 , 如 果 其 中 有 2 位 男士 之 间 有 和 矛 


盾 , 并 且 坚决 拒绝 一 起 工作 , 那 又 有 多 少 种 取 法 ? 
解 ， 有 (2) 种 方法 选取 女士 , 有 (: ) 种 方法 选取 男士 , 根据 基本 计数 法 则 一 共 


有 (5) (7) = 3 了 x 3 了 == 350 种 方式 选取 2 位 女士 3 位 男士 


现在 来 看 如 果 有 两 位 男士 拒绝 一 起 工作 , 那么 选取 3 位 男士 的 (7) = 35 种 方 
法 中 ,有 (2) (9) = 5 种 同时 包含 了 该 两 位 男士 , 所 以 , 一 共有 35 - 5 = 30 种 选取 广 


法 不 同时 包含 那 两 位 有 矛盾 的 男士 ; 另外 , 选取 女士 的 方法 仍 是 (5) = 10 种 , 所 以 ， 
一 共有 30 x 10 = 300 种 选取 方式 . 国 

例 4c 假设 一 排 个 天 线 中 ,有 m 个 是 失效 的 , 另 mn 一 mm 个 是 有 效 的 , 并 且 假 
设 所 有 有 效 的 天 线 之 间 不 可 区 分 , 同样 , 所 有 失效 的 天 线 之 间 也 不 可 区 分 . 问 有 多 少 
种 排列 方式 , 使 得 没有 两 个 连续 的 天 线 是 失效 的 ? 

解 ， 先 将 ”一 mm 个 有 效 天 线 排 成 一 排 , 既然 没有 连续 两 个 失效 的 , 那么 两 个 有 
效 天 线 之 间 , 必然 至 多 放置 一 个 失效 的 . 也 即 , 在 一 mm 十 1 个 可 能 位 置 中 (如 图 1.1 
中 的 星 号 ), 选择 m 个 来 放置 失效 天 线 . 因此 有 (”” T+ 1) 种 可 能 方式 确保 在 两 


个 失效 天 线 之 间 至 少 存在 一 个 有 效 天 线 . 


本 1 水] 六 ]… 水 ]*]* 


1: 有 效 天 线 


*: 放 最 多 一 个 失效 天 线 


图 1.1 天 线 的 排列 
以 下 是 一 个 非常 有 用 的 组 合 恒 等 式 : 
(人 = 人 下 + 人 1grgn (4.1) 


Tr 7—1 7 
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上 述 恒等式 可 用 分 析 的 方法 证 明 , 也 可 从 组 合 的 角度 来 证 明 . 设想 从 nn 个 元 素 中 取 
r 个, 一 共有 (”) 种 取 法 . 从 另 一 个 角度 来 考虑 , 不 妨 设 这 n 个 元 素 里 有 一 个 特殊 
的 , 记 为 元 素 1, 那么 取 ” 个 元 素 就 有 两 种 结果 , 取 元 素 1 或 者 不 取 元 素 1. 取 元 素 
1 的 方法 一 共有 (" 二 1) 种 (从 n 一 1 个 元 素 里 面 取 7 一 1 个 ); 不 取 元 素 1 的 方法 一 
共有 (”- ) 种 (从 去 掉 元 素 1 的 剩 下 n 一 1 个 元 素 中 取 "个 ). 两 者 之 和 就 是 从 
个 元 素 里 取 r 个 的 方法 之 和 , 所 以 恒等式 成 立 . 

值 (®) 经 常 也 称 为 二 项 式 系数 (binomial coefhcient), 这 是 因为 它们 是 以 下 的 二 

项 式 定理 中 重要 的 系数 


以 下 提供 二 项 式 定理 的 两 个 证 明 方 法 , 其 一 是 数学 归纳 法 , 其 二 是 基于 组 合 考 
虑 的 证 明 . 


二 项 式 定理 的 归纳 法 证 明 ”= 1 时 , (4.2) 式 化 为 z+y = (1)zoy+ (1)z1y? = 
+Z 假 设 (4.2) 式 对 于 n 一 1 成 立 , 那么 对 于 m 


多 一 荆 
(T+) 一 (zz 十 切 (C 二 人 "=(z 十 切 pA sty" 1—k 
/nl pure 人 non 
-et 


在 前 面 的 求 和 公式 里 令 i = 十 1, 后 面 的 求 和 公式 里 令 i = 上 , 那么 


Cr De) 


这 样 就 证 明了 等 式 . 
二 项 式 定理 的 组 合法 证 明 考虑 乘积 (zi + 妃 )(z 十 如 )… (zn 十 如) 展开 后 一 
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共 包 含 2" 项 , 每 一 项 者 是 n 个 因子 的 乘积 , 而 且 每 一 项 都 包含 因子 zi 或 yi, 例如 : 
(zl + Yi)(T2 十 加 ) = ZiT2 + T1Y2 + YT2 + YYy2 


这 2" 项 和 里 面 , 一 共有 多 少 项 含有 有 个 zz 和 nn 一 kk 个 yi? 
含有 天 个 mi 和 n 一 k 个 % 的 每 一 项 对 应 了 从 nn 个 元 素 z1,732,… ,zn 里 取 


个 元 素 的 取 法 . 因此 一 共有 (%) 个 这 样 的 项 这 样 , 令 z= zi = yi 二.…,n 
可 以 看 出 


Gr) = Dy . 
k=0 
例 4d 展开 (z+y)*. 
er ee et er 
一 内 十 3zg2 十 372y 十 23 加 


例 4e 一 个 有 m 个 元 素 的 集合 共有 多 少子 集 ? 
解 : 含有 上 个 元 素 的 子 集 一 共有 (2 ) 个 , 因此 所 求 答案 为 ; 


> (7) = (1+1)"=2". 
k=0 


该 结果 还 可 以 这 样 得 到 : 给 该 集合 里 的 每 个 元 素 都 标 上 1 或 0, 每 种 标 法 都 一 
一 对 应 了 一 个 子 集 , 例如 , 当 把 所 有 元 素 都 标 为 1 时 候 , 就 对 应 着 一 个 含有 所 有 元 素 
的 子 集 . 因为 一 共有 2" 种 标 法 , 所 以 一 共有 2" 个 子 集 . 

上 述 结论 包含 了 一 个 元 素 都 没有 的 子 集 (也 即 空 集 ), 所 以 至 少 有 一 个 元 素 的 子 
集 一 共有 2" 一 1 个 . 


1.5 ”多 项 式 系数 


本 节 考虑 如 下 问题 ， 有 n 个 不 同 的 元 素 , 分 成 "组, 每 组 分 别 有 ni,n2,… ,n， 
个 元 素 , 其 中 mi = nm 一 共有 多 少 种 分 法 ? 注意 到 , 第 一 组 成 员 有 (?) 种 选 
取 方法 , 接 下 来, 选 定 第 一 组 成 员 后 , 选 第 二 组 成 员 时 只 能 从 剩 下 的 n ni 个 元 素 
中 选 ,一 共有 人 ”元 ) 种 取 法 , 接 下 来 第 三 组 有 (” 全 一 ) 种 取 法 , 等 等 .因此 


根据 推广 计数 法 则 , 将 ”个 元 素 分 成 ” 组 的 分 法 总 数 一 共 是 ， 


人 人 人 
?321 n2 Rr 
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加 nl! (nC— ni)! nm-m no nr )! 
mn)ln! (2 一 ni 一 mn2)lnol 0lnr! 

nl! 
nilna!l..-.nr! 


用 另 一 个 方法 也 可 以 得 到 此 结果 : 有 个 球 , 其 中 ni 个 标 有 记号 1, na 个 标 
有 记号 2,…, nr 个 标 有 记号 +. 具有 相同 标号 的 球 之 间 是 不 可 分 辨 的 . 现在 设 有 n 
个 对 象 , 记 为 1,2,… ,n. 设想 一 个 球 里 也 只 可 放 一 个 对 象 . 把 nn 个 对 象 放 到 ?个 球 
里 边 , 等 价 于 将 n 个 对 象 分 成 7 个 组 , 因为 每 个 球 有 一 个 标号 , 这 个 标号 就 是 这 个 
对 象 的 组 号 . 现在 问 一 共有 多 少 不 同 的 分 组 方式 呢 ? 先 把 这 些 对 象 排 成 一 个 固定 的 
顺序 , 然后 将 这 些 球 进 行 排列 . 当 球 的 排列 确定 以 后 , 每 一 个 对 象 就 对 应 一 个 球 的 编 
号 . 这 就 等 价 于 将 n 个 对 象 分 成 7 个 组 , 每 个 对 象 的 组 号 就 是 这 个 对 象 所 对 应 的 球 
号 . 这 些 排列 数 就 是 这 n 个 对 象 的 分 组 数 . 在 1.3 节 里 讨论 了 ”个 对 象 的 排列 数 的 
计数 方法 ， 其 中 具有 相 同 球 号 的 球 之 间 是 不 可 分 辨 的 . 在 这 种 情况 下 , n 个 球 的 排列 


1. 
记号 
和 如果 十 nz 十 … 二 nr 一 mn, 定义 ( 


因此 ，(。，”，，) 表示 了 n 个 不 同 的 元 素 分 成 大 小 分 别 为 


721，722， 


NR1, 2 ,Nr 的 人 组 的 方法 数 . 


例 5a 某 小 城市 的 警察 局 有 10 名 警察 , 其 中 需要 5 名 警察 在 街道 巡逻 , 2 名 警 
察 在 局 里 值班 , 另 3 名 留 在 局 里 待命 , 问 把 10 名 警察 分 成 这 样 的 3 组 共有 多 少 种 
不 同 分 法 ? 

解 ， 一 共有 101/(512131) = 2520 种 分 法 . 

例 5b 10 个 小 孩 要 分 成 A,B 两 队 , 每 队 5 人 . A 队 去 参加 一 场 比赛 , B 队 则 去 
参加 另 一 场 比 赛 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 

解 ， 一 共有 101/(5151) = 252 种 分 法 . 

例 5c 10 个 孩子 分 成 两 组 , 每 组 5 人 进行 篮球 比赛 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 

解 : 这 个 问题 与 例 5b 不 同 的 是 , 分 成 的 两 组 是 不 用 考虑 顺序 的 . 也 就 是 说 , 这 
儿 没 有 A,B 两 组 之 分 , 仅仅 分 成 各 自 为 5 人 的 两 组 , 故 所 求 答案 为 : 


101/(5151) 


21 = 126 四 
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下 面 的 定理 是 二 项 式 定 理 的 推广 , 其 证 明 留 作 习 题 . 
多 项 式 定理 


(Z1 十 Z2 十 :十 Zr) 一 》， ( 


)zP a 人 
,Nr 


上 式 的 求 和 号 是 对 一 切 满足 ma + ma 十 … 十 nr 二 n 的 所 有 非 负 整 向 量 
(ni1,n2,… ,nr) 求 和 . 


( ” ) 也 称 为 多 项 式 系数 (multinomial coefficient). 


N11,Nn2,."'*,， 
例 5d 


2 2 2 
(Zi 十 Z2 + ra) 二 (2 0 zizgz 十 (0 2 arm 十 ( 0 ,zzz 


+ ( 1 0) siz329 + 4 0 1) 1323 + (0 1 1 


= ZI 十 73 十 Z3 十 2zizo + 27173 十 27o73 [| 


1.6 方程 的 整数 解 个 数 : 


把 了 个 可 分 辨 的 球 分 到 ” 个 可 分 辩 的 坛子 里 , 一 共有 rm 种 方式 . 这 是 因为 任 一 
个 球 都 有 可 能 放 到 7 个 坛子 中 的 任 一 个 . 现在 假设 这 n 个 球 是 不 可 分 辨 的 , 这 种 情 
况 下 一 共有 多 少 种 可 能 结果 呢 ? 由 于 球 是 不 可 分 辨 的 , 将 n 个 球 分 到 7 个 坛子 里 的 
结果 可 以 描述 为 向 量 (zt x2,… ,27), 其 中 zi 表示 分 到 第 i 个 坛子 里 球 的 数量 . 因 
此 , 此 问题 也 等 同 于 求 出 满足 zl +zz 十 … 十 zr = n 的 非 负 整数 向 量 (zx1, za ,Zr) 
的 个 数 . 为 了 计算 它 , 先 考虑 该 方程 的 整数 解 个 数 : 设想 有 n 个 不 可 分 辨 的 球 排 成 
一 排 , 现 把 它们 分 成 7 组 , 每 组 都 不 空 . 要 做 到 这 一 点 , 我 们 可 在 个 球 之 间 的 n 一 1 
个 空 阶 里 选取 7 一 1 个 (如 图 1.2 所 示 ). 其 证 明 留 作 习 题 . 


O*#0* O*-.-..* 0O*0 


nn 个 对 象 0 


在 * 处 选择 /一 1 个 


图 1.2 7? 个 球 之 间 的 n 一 1 个 空 阶 里 选取 7 一 1 个 


1. 此 处 或 以 后 打 * 号 表示 这 些 材 料 是 可 以 选读 的 , 或 是 选 作 的 题目 . 
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例如 , n = 8,7 = 3 时 , 可 以 选 两 个 就 能 隔 开 : 
000|000|00 

代表 向 量 zl = 3,z = 3,za = 2. 由 于 一 共有 (”-) 种 选择 可 能 , 因此 就 可 以 得 到 

以 下 命题 : 


命题 6.1 共有 (”-] ) 个 不 同 的 正 整 数 向 量 (z1,22,… ,zr) 满足 


2Z1 十 Z2 十 .… 十 2Xr 一 多 Ti>0,2= 1,.… ,7 


为 了 得 到 非 负 整数 解 (而 不 是 正 整数 解 ) 个 数 , 注意 到 zi 十 xz2 十 … 十 zr = 二 
的 非 负 整数 解 个 数 与 妇 十 yz 十 … 十 妇 = n 十 7 的 正 整 数 解 个 数 是 相同 的 ( 令 
% 二 Zi 十 1,1 三 1,… ,7). 因此 , 利用 命题 6.1 可 得 到 如 下 命题 : 


命题 6.2 共有 (”+ ”了 ) 个 不 同 的 非 负 整数 向 量 (z1,22,… ,zr) 满足 


p14 5+ 十 zr =n (6.1) 


例 6a 方程 zl + za = 3 共有 多 少 组 不 同 的 非 负 整数 解 ? 
解 ， 一 共有 (“+2 了 !) = 4 组 解 ，(0,3), (1,2) (2,1),(3,0). . 
例 6b 有 2 万 美元 可 投资 到 4 个 项 目 上 , 每 份 投资 必须 是 1000 美元 的 整数 倍 
如 果 要 求 2 万 美元 全 部 投资 , 一 共有 多 少 种 可 行 的 投资 方法 ? 如 果 不 要 求 将 钱 全 部 
投资 呢 ? 其 证 明 留 作 习题 
是 方程 rr +x2 十 Z3 十 XY4 二 20 ”zi 之 0 的 非 负 整数 解 . 因此 , 根据 命题 6.2, 一 共 
有 (3 ) = 1771 种 可 能 的 投资 方式 . 如 果 并 不 需要 将 钱 全 部 投资, 那么 假设 zs 表示 
剩余 资金 , 那么 一 个 投资 策略 就 对 应 了 如 下 方程 的 一 个 非 负 整 数 解 ， 


2Z1 十 Z2 十 Za 十 4 十 25 一 20 zi 之 0 


因此 , 根据 命题 6.2, 存在 (2 ) = 10 626 种 投资 策略 . 


解 : _ nN n 本 
(21 trateto)" = ." Ee 


其 中 , 求 和 针对 所 有 满足 mi 十 … 十 nr = nn 的 非 负 整数 (ni1,… ,nx). 因此 , 根据 命 


题 62, 一 共有 ("+7 ) 项 加 

例 6d 再 来 讨论 例 4c, 有 nn 个 天 线 , 其 中 民 个 是 不 可 分 辨 的 失效 天 线 , 男 n 一 m 
个 也 是 不 可 分 辨 但 却 有 效 的 . 现在 要 求 求 出 排 成 一 排 且 没有 连续 两 个 失效 天 线 的 可 
能 排列 数 . 设想 m 个 失效 的 天 线 排 成 一 排 , 现 找 出 放 mn 一 m 个 有 效 天 线 的 位 置 . 如 
果 是 排 成 了 如 下 方式 ， 


Z10720 .ZIZm0Zm+1l 
其 中 xz1 > 0 是 放 在 最 左边 的 有 效 天 线 数 ; zz > 0,i = 2,… ,m, 是 放 在 第 i 个 失效 
天 线 和 第 i 一 1 个 失效 天 线 之 间 的 有 效 天 线 的 个 数 ; zm+i > 0 是 放 在 最 右边 的 有 效 
天 线 数 . 这 样 的 配置 意味 着 任 两 个 失效 天 线 之 间 都 至 少 有 一 个 有 效 天 线 , 因此 , 满 
足 条 件 的 可 能 数 是 下 列 方程 向 量 解 的 个 数 ， 
Ti 二 十 Tm4+1 二 nn 一 m T1 寡 0, Tm+i 宕 0,7i>0,1=2,...,m 

令 妇 三 1 十 1 二 Ti 和 i= 2,… Mm; Ymt1l 二 XZm+1 十 1, 可 以 看 出 它 等 同 于 以 下 方 
程 的 正 整数 向 量 解 个 数 ， 


41 十 o2 十 :十 gr 一 有 一 叹 十 2 
由 命题 6.1 知 , 一 共有 (”” 多，) 种 这 样 的 配置 方式 , 这 与 例 4c 的 结果 一 到 


现在 来 考虑 每 两 个 失效 天 线 之 间 至 少 有 两 个 有 效 天 线 这 种 情况 的 排列 数 ， 根 
据 上 述 同样 的 理由 , 结果 为 如 下 方程 的 解 的 个 数 : 
Tl 二 二 Tm+1 二 nn 一 m Z1 过 0, Zm+1l 过 0 ri22,7=2,...,m 
令 由 =2 十 直下 一 下 一 = 2 ,Mm ymt1 二 zmti 十 1 可 以 看 出 它 等 同 于 以 下 
方程 的 正 整数 向 量 解 的 个 数 : 
V+ Yymti=n-2m+3 


因此 , 由 命题 6.1, 可 知 一 共有 (”” ?下 +2) 种 配置 方式 四 
小 结 


计数 基本 法 则 阐述 了 如 下 事实 : 如 果 一 个 试验 分 成 两 个 阶段 , 第 一 个 阶段 有 n 
种 可 能 结果 , 每 种 结果 又 对 应 于 第 二 个 阶段 的 m 种 可 能 结果 , 那么 该 试验 一 共有 
nm 种 可 能 结果 . 

n 个 元 素 的 排列 一 共有 n! = n(n 一 1)…3.2.1 种 可 能 排列 方式 ， 特 别 地 ， 
0!=1. 


令 


nl! 
(0) = mmr 
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其 中 0 < i < mw 否则 等 于 0. 此 式 表明 了 从 n 个 元 素 中 选取 i 个 元 素 的 可 能 数 , 因 
其 在 二 项 式 定理 中 的 突出 地 位 , 它 也 常 称 为 二 项 式 系 数 , 我 们 有 


e+g= 和 (arr 


i=0 


对 于 任意 和 为 n 的 非 负 整数 n1,… ,mr， 


(mm) -rm 
721) 722， ,Nr ni1!ln2ol .nr! 


它 等 于 个 元 素 分 成 互 不 重要 的 ” 部 分 , 其 中 各 个 部 分 的 元 素 个 数 分 别 是 ma ,ma,…: 


[= 


习 题 


(a) 前 2 位 为 字母 而 后 5 位 为 数字 的 汽车 牌照 一 共 多 少 种 ? 


(b) 在 上 述 条 件 下 , 如 果 不 允 许字 母 和 数字 重复 , 又 有 多 少 种 ? 


* 撕 一 枚 角子 4 次 , 一 共有 多少 种 结果 ?比如 说 , 如 果 第 一 次 为 3, 第 二 次 为 4, 第 三 次 为 


3, 第 四 次 为 1, 那么 结果 就 是 “3,4,3,1”. 


3. 20 种 不 同 的 工作 分 派 给 20 个 工人 , 每 个 工人 一 种 工作 , 问 有 多 少 种 分 派 方式 ? 


愉 


cn 


约翰 、 吉 姆 、 杰 伊 和 杰克 组 成 一 个 有 4 种 乐器 的 乐队 , 如 果 每 个 人 都 会 演奏 这 4 种 乐 


器 , 问 可 以 有 多 少 种 不 同 的 组 合 ? 如 果 约 翰 和 吉姆 会 演奏 这 4 种 乐器 ， 而 杰 伊 和 杰克 分 
别 只 会 弹 钢琴 及 打鼓 , 那么 又 有 多 少 种 不 同 组 合 ? 


“一直 以 来 , 美国 和 加 拿 大 的 电话 区 号 由 3 位 数组 成 , 第 一 位 是 2 ~ 9 之 间 的 任 一 数字 ; 


第 二 位 是 0 或 者 1; 第 三 位 是 1 ~9 之 间 的 任 一 数字 . 问 一 共有 多 少 种 可 能 的 区 号 ? 以 4 
开头 的 区 号 一 共有 多 少 种 可 能 ? 


:有 个 熟知 的 童谣 ， 


我 出 发 去 圣 - 艾 弗 斯 ， 

路 上 碰见 一 个 人 

带 着 他 7 个 老婆 ， 

每 个 老婆 挎 着 7 个 包 ， 

每 个 包 里 装着 7 只 猫 ， 

每 只 猫 生 了 7 只 小 猫 哑 ， 

数 数 看 , 我 到 底 看 到 了 多 少 只 小 猫咪 ? 


，(a) 3 个 男孩 和 3 个 女孩 坐 在 一 排 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 


(b) 如 果 男 孩 和 女孩 分 别 坐 在 一 起 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 
(c) 如 果 只 要 求 男孩 坐 在 一 起 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 
(d) 如 果 相 邻 的 座位 上 必须 坐 蜡 性 , 一 共有 几 种 坐 法 ? 


以 下 单词 的 字母 可 以 有 和 多少 种 排列 方式 ? 


(a) Fluke; (b) Propose; (c) Mississippi; (d)Arrange. 


> 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 
15. 
16. 


17, 


18. 


19., 


20. 


21. 


习 题 13 


.一 个 孩子 有 12 块 积木 , 其 中 6 块 黑色 、4 块 红色 、1 块 白 色 和 1 块 蓝 色 . 孩子 想 把 这 些 


积木 排 成 一 排 , 一 共有 多 少 种 排 法 ? 

8 人 坐 在 一 排 , 一 共有 多 少 种 坐 法 , 如 果 

(a) 没什么 限制 ; (b) A 和 B 必须 坐 在 一 起 ; 

(c) 一 共 4 个 男人 , 4 个 女人 , 且 任 何 两 个 男人 不 能 坐 在 一 起 , 任何 两 个 女人 也 不 能 坐 在 
一 起 ;“”(d) 共有 5 个 男人 , 且 他 们 必须 坐 在 一 起 ; (e) 有 4 对 夫妇 , 每 对 夫妇 必 
须 坐 在 一 起 . . 

3 本 小 说 、2 本 数学 书 和 1 本 化 学 书 , 把 它们 摆 放 到 书柜 里 , 一 共有 多 少 种 摆 放 方法 ? 如 果 

(a) 书 可 以 以 任何 顺序 摆 放 ; (b) 数学 书 必 须 放 一 起 , 小 说 必须 放 一 起 ; 

(c) 小 说 必须 放 一 起 , 其 他 书 无 所 谓 . 

某 个 班级 有 30 名 学 生 , 有 5 个 不 同 的 奖项 (成 绩 奖 、 组 织 奖 等 等 ) 要 颁发 , 一 共有 多 少 

种 不 同 的 颁奖 方式 ? 如 果 

(a) 一 个 学 生 可 以 得 多 个 奖项 ，(b) 每 个 学 生 最 多 只 能 得 1 个 奖项 . 

有 20 个 人 , 每 人 都 要 与 其 他 人 握 一 次 手 , 一 共 要 握 多 少 次 手 ? 

从 一 副 牌 的 52 张 中 任 意 抽 取 5 张 , 一 共有 多 少 种 抽 法 ? 

一 个 舞蹈 班 有 22 个 学 生 , 10 女 12 男 , 要 挑选 5 男 5 女 然后 配对 , 一 共有 多 少 种 配 法 ? 

某 学 生 从 6 本 数学 书 、7 本 科学 书 和 4 本 经 济 学 书 里 卖 掉 2 本 , 有 多 少 种 选择 ?如 果 

(a) 两 本 书 同一 科目 ; (b) 两 本 书 不 同 科目 . 

共有 7 件 不 同 的 礼物 分 给 10 个 孩子 , 如 果 每 个 孩子 最 多 只 能 拿 1 件 礼物 , 一 共有 多 少 

种 分 法 ? 

有 5 名 共和 党 人 , 6 名 民主 党 人 和 4 名 无 党 派 人 士 , 要 从 中 分 别 选取 2 名 共和 党 人 、2 

名 民主 党 员 和 3 名 无 党 派 人 士 组 成 一 个 七 人 委员 会 . 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

从 8 女 6 男 里 选择 3 女 3 男 组 成 委员 会 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 如 果 

(a) 其 中 有 两 个 男人 不 愿 同 时 进入 委员 会 ; 

(b) 其 中 有 两 个 女人 不 愿 同时 进入 委员 会 ; 

(c) 其 中 有 一 男 一 女 不 愿 同 时 进入 委员 会 . 

某 人 有 8 个 朋友 , 他 打算 邀请 其 中 5 人 参加 茶会 ， 

(a) 如 果 有 某 两 人 长 期 不 和 , 不 能 同时 参加 茶会 , 他 有 多 少 种 邀请 方案 ? 

(b) 如 果 有 某 两 人 只 能 同时 被 邀请 , 一 共有 多 少 种 邀请 方案 ? 

如 下 图 , 从 标 有 4 的 地 方 出 发 , 每 一 步 只 能 向 上 或 者 向 右 移动 , 问 移动 到 B 一 共有 多 少 

种 移动 方式 ? 

提示 : 从 4 到 B 需 向 右 4 步 , 向 上 3 步 . 
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24. 
25. 
26. 
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在 习题 21 中 , 如 果 要 求 必须 经 过 标 有 圆圈 的 点 (如 下 图 ), 一 共有 多 少 种 移动 方式 ? 


B 


A 


某 从 事 睡 梦 研究 的 心理 学 实验 室 有 3 间 房 间 , 每 间 房 里 有 2 张 床 . 现 要 安排 3 对 双胞胎 
进行 睡梦 实验 研究 , 要 求 每 对 双胞胎 必须 安排 在 同一 间 房 的 不 同 床上 , 一 共有 多 少 安排 
方法 ? 

展开 (3z” 十 95. 

桥牌 比赛 中 有 四 个 选手 参加 , 每 人 分 到 13 张 牌 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 

展开 (zl + 2za + 37x3)4. 

12 个 人 分 成 各 含 3、4 和 5 人 的 委员 会 , 一 共有 多 少 种 方法 ? 

8 个 老师 分 配 到 4 个 学 校 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 如 果 要 求 每 个 学 校 必须 接收 2 个 老师 
呢 ? 

一 共 10 个 举重 选手 参加 比赛 , 其 中 3 名 美国 选手 、4 名 俄罗斯 选手 、2 名 中 国 选 手 和 
1 名 加 拿 大 选手 . 如 果 成 绩 只 记录 每 个 选手 的 国籍 , 一 共有 多 少 种 可 能 结果 ? 如 果 美 国 
选手 有 1 名 在 总 成 绩 前 三 名 , 另 两 名 在 总 成 绩 的 最 后 三 名 中 , 那么 一 共有 多 少 种 可 能 结 
果 ? 

有 分 别 来 自 俄国 、 法 国 、 英 国 和 美国 等 10 个 国家 的 代表 坐 在 一 排 , 如 果 法 国 和 英国 代 
表 坐 在 一 起 , 俄国 和 美国 代表 不 坐 在 一 起 , 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 

8 块 相同 的 黑板 分 给 4 所 学 校 , 一 共有 多 少 种 分 法 ? 如 果 要 求 每 所 学 校 至 少 分 到 1 块 黑 
板 呢 ? 

电梯 载 着 8 个 人 (不 包括 电梯 工 ) 自 底层 启动 , 到 顶层 6 楼 后 , 乘客 已 全 部 下 完 ， 如 果 
电梯 工 只 注意 到 每 层 楼 出 去 的 人 数 , 那么 他 能 看 到 多 少 种 离开 电梯 的 方式 ”如 果 8 个 
乘客 中 有 5 个 男人 和 3 个 女人 , 而 电梯 工 又 只 注意 了 出 去 人 的 性 别 , 问题 的 答案 又 是 多 
少 ? 

有 2 万 美元 要 投资 到 4 个 项 目 上 , 每 份 投资 必须 是 1000 美元 的 整数 倍 , 且 每 个 项 目 如 
果 有 投资 的 话 , 最 少 投资 额 分 别 为 2000, 2000, 3000 和 4000 美元 , 一 共有 多 少 种 可 行 的 
投资 方法 , 如 果 : 

(a) 每 个 项 目 都 要 投资 . (b) 至 少 投资 其 中 3 个 项 目 . 


理论 习题 


. 证明 推 广 计数 法 则 . 


进行 两 个 试验 , 第 一 个 试验 有 mm 个 结果 . 对 应 其 第 i 个 结果 , 第 二 个 试验 有 ni 个 结果 ， 
i 三 1,2,.… ,m. 问 这 两 个 试验 一 共 多 少 结果 ? 


~ @ a [和 


0 


© 


10. 


11. 


12. 


理论 习题 “15 


. 从 半 个 元 素 里 取 > 个 , 如 考虑 抽取 次 序 的 话 有 多 少 种 取 法 ? 
. 有 亚 个 球 , 其 中 > 个 黑 球 , n 一 7 个 白 球 , 把 它们 排 成 一 排 , 用 组 合 学 知识 解释 共有 (”) 


种 排 法 . 
计算 形 如 (Zz1, T2, > , Tn) 的 向 量 的 个 数 ， 其 中 Ti 等 于 0 或 者 1, 且 > Ti 之 k 
有 多 少 个 这 样 的 向 量 (z1,… ,zx), 其 中 zi 是 正 整数 , 且 满足 1 < mi < n 和 zx1 < za < 


Tk? 


. 用 分 析 的 方法 证 明 等 式 (4.1). 


CD 


提示 : 设 有 ”个 男人 和 m 个 女人 , 从 中 挑选 > 人 , 一 共有 多 少 种 挑选 方法 ? 


. 利用 理论 习题 8 的 结论 证 明 ，( 2) = 并 ?_。 (人 


从 nn 人 中 选取 人 组 成 一 个 委员 会 , k < 其 中 一 人 被 任命 为 主席 

(a) 考虑 先 选 出 人 ,然后 任命 其 中 一 人 为 主席 , 说 明 总 共有 (") 种 可 能 方式 . 

(b) 考虑 先 选 出 一 1 人 , 其 中 没有 主席 , 然后 再 在 剩 下 的 n 一 上 十 1 人 中 选 一 人 为 主席 ， 
总 共有 (i ”1)(n 一 +1) 种 可 能 方式 


(e) 考虑 先 选 出 主席 , 然后 再 选 出 其 他 成 员 , 说 明 一 共有 n(% 1) 种 可 能 选择 


(d) 总 结 (a), (b), (o), 得 出 k(®)=(n-k+D(; "1) =n(" -1) 


(e) 利用 () 的 阶乘 定义 证 明 (d) 中 等 式 . 
以 下 是 费 马 组 合 便 等 式 ， 


也 


(=D) 


试 从 组 合 的 角度 , 而 不 用 计算 的 方法 , 去 验证 该 恒等式 
提示 : 考虑 从 1 到 n 的 集合 , 以 i 为 最 大 值 的 含有 个 元 素 的 子 集 一 共有 多 少 个 ? 
考虑 如 下 组 合 恒等式 ， 。 

tn 


(a) 试 从 组 合 的 角度 解释 上 式 , 可 考虑 从 n 人 中 挑选 若干 人 组 成 委员 会 并 在 其 中 选 定 
一 名 主席 的 可 能 方式 的 两 种 计算 方法 . 
提示 : 
(i) 如 果 选 择 上 人 组 成 会 员 会 并 选 定 一 名 主席 , 一 共有 多 少 种 方法 ? 
( 动 先 选 好 主席 , 然后 再 选 其 他 成 员 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 
(b) 证 明 以 下 等 式 对 n = 1,2, 3, 4,5 都 成 立 : 


和 (7) hk? =2" 2n(n+1) 


k=1 
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为 了 从 组 合 的 角度 证 明 上 式 , 指出 上 式 的 两 边 都 等 于 如 下 的 可 能 选择 方式 : 考虑 有 
n 个 人 , 从 中 选择 若干 人 组 成 一 个 委员 会 , 并 选 定 主席 和 秘书 (有 可 能 是 同一 人 ). 
提示 : 
(i) 委员 会 一 共有 kk 人 , 一 共有 和 多少 种 选择 方式 ? 
(这 如 果 主 席 和 秘书 为 同一 人 , 一 共有 多 少 种 选择 方式 ?” (答案 : n2") 
(ii) 如 果 主 席 和 秘书 为 两 个 不 同 的 人 , 一 共有 多 少 种 选择 方式 ? 
(c) 证 明 7_) (7) k? = 2 3n2(n + 3) 


证 明 , 对 m > 0 有 于 ?Di 人 2) =0 

提示 利用 二 项 式 定理 . 

从 n 个 人 里 选 了 个 人 组 成 委员 会 , 再 从 这 会 员 会 里 选 i 个 人 组 成 分 会, i < j 

(a) 用 两 种 方法 分 别 计算 委员 会 和 分 会 的 可 能 选择 数 来 导出 组 合 恒等式 . 其 中 , 第 一 种 
方法 是 先 选择 ; 个 人 组 成 委员 会 , 再 从 中 选择 i 个 人 组 成 分 会. 第 二 种 是 先 选择 i 
个 人 组 成 分 会, 再 补充 7 i 个 人 组 成 委员 会 

(b) 利用 (a) 证 明 组 合 伍 等 式 : 宝 ?1 (") (1 =(?)2" sn 


(0) 利用 (a) 和 理论 习题 13 证 明 7， (7?) (3)(-0" 7 =0 i<n 
令 Hk(n) 为 向 量 (zt zz，… ,zx) 的 数目 ,其 中 zi 是 正 整数 且 满 足 1 < zi < n 及 
ZL1 ETS Tk. 
(a) 不 用 任何 计算 , 说 明 
Hi(n)=n 


HW)= SH) hk>1 


提示 : 如 果 zx = j, 那 一 共有 多 少 向 量 ? 
(b) 利用 上 述 递 推 公式 计算 Hs(5). 

提示 : 先 计算 Hz2(n), 对 n= 1,2, 3, 4,5. 
有 nn 个 选手 参加 比赛 , 最 后 排 定 成 绩 , 同时 允许 选手 排名 相同 ， 那么 , 就 可 按 排名 成 绩 
将 选手 分 成 组 , 成 绩 最 好 的 第 一 组 , 成 绩 其 次 的 第 二 组 , 等 等 . 记 N(n) 表示 不 同 结果 的 
可 能 数 , 比如 和 N(2) = 3, 因为 在 一 个 只 有 2 名 选手 参加 的 比赛 中 , 比赛 结果 一 共有 3 种 : 
第 一 个 选手 获 第 一 , 第 二 个 选手 获 第 一 , 两 个 选手 并 列 第 一 . 
(a) 列 出 所 有 n = 3 时 的 可 能 结果 ; 
(b) 令 N(O) = 1 不 用 任何 计算 , 说 明 N(n) = 学? (”)N(n 一 引 提示 : 共有 i 个 选手 


2 
并 列 最 后 一 名 , 一 共有 多 少 种 结果 ? 
(c) 证 明 上 述 公式 等 价 于 N(n) = 开 2 (7) NG) 


(d) 利用 上 述 递 推 公 式 , 求 出 N(3) 和 N(4). 


17. 


18. 


自 检 习题 17 
从 组 合 的 角度 解释 (") = (- ,)- 
证 明 
(人 0) = ， + 1 nm) tt 一 1) 


提示 : 利用 证 明 公 式 (4.1) 的 类 似 方法 . 


. 证 明 多 项 式 定理 . 
. 将 nn 个 相同 的 球 放 到 7 个 坛子 里 , 要 求 第 i 个 坛子 至 少 有 mi 个 球 , i = 1,… 一 共 


有 多 少 种 放 法 ? 假设 ”> i ms. 


. 说 明 方程 r; + za 十.… + zr 二 nn 正好 有 (7)( 2 一 1 ) 个 解 , 其 中 有 个 mm 为 0 


多 一 人 十 天 


.考虑 n 元 函数 f(x1,… ,zn), 一 共有 多 少 个 > 阶 偏 微分 ? 
. 求 向 量 (zi1,… ,zn) 的 数目 , 其 中 zx; 为 非 负 整数 日 满足 "zx; 和 


自 检 习题 
字母 A, B, C, D, BE,F 一 共有 多 少 种 排列 方式 , 如 果 
(a) A 和 B 必须 在 一 起 ; (b) A 在 B 之 前 ; 
(c) A 在 B 之 前 , B 在 C 之 前 ; (d) A 在 B 之 前 , C 在 DD 之 前 ; 


(e) A 和 B 必须 在 一 起 , C 和 D 也 必须 在 一 起 ; (f) E 不 在 最 后 . 
4 个 美国 人 、3 个 法 国人 和 3 个 英国 人 坐 在 一 排 , 要 求 相同 国籍 的 人 必须 坐 在 一 起 , 一 


共有 多 少 种 坐 法 ? 
从 有 10 人 的 俱乐部 中 分 别 选 1 名 总 裁 .1 名 财务 和 1 名 秘书 , 一 共有 多 少 种 选 法 , 如 果 
(a) 没有 任何 限制 ; (b) A 和 B 不 能 同时 被 选 ; 


(ec) C 和 D 要 么 同时 被 选 , 要 么 同时 不 被 选 ，(d) EB 必须 被 选 ; 
(e) F 被 选中 的 话 , 必须 担任 总 裁 . 

一 次 考试 中 , 学 生 应 从 10 道 考题 中 选择 7 道 回答 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 如 果 规定 必须 
在 前 5 道中 至 少 选 3 道 , 那么 有 多 少 种 选 法 ? 

某 人 将 7 件 礼物 分 给 他 的 3 个 孩子 , 其 中 老大 得 3 件 , 其 余 两 人 分 别 得 2 件 , 一 共有 
多 少 分 法 ? 

7 位 汽车 牌照 中 有 3 位 是 字母 , 4 位 是 数字 , 如 果 允 许字 母 或 数字 重复 上 且 位 置 没 有 任 
何 限制 , 一 共有 多 少 种 可 能 的 牌照 号 ? 

从 组 合 的 角度 解释 恒等式 , (”) = (，” ) 


考虑 一 个 nz 位 数 , 每 位 数字 都 是 0, 1 …… ,9 中 的 一 个 , 一 共有 多 少 个 这 样 的 数 ? 如 果 
(a) 没有 连续 的 相同 的 两 个 数字 ; (b) 0 出 现 i 次 , i = 0,…… ,n. 

有 三 个 班级 , 每 个 班级 有 n 个 学 生 , 从 这 3n 个 学 生 中 选 3 人 . 

(a) 一 共有 多 少 种 选 法 ? 


10. 


11. 


12. 


*13. 


*14. 
15. 


16. 


17. 
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(b) 如 果 3 人 来 自 于 相同 班级 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

(c) 如 果 有 2 人 来 自 于 相同 班级 , 男 1 人 来 自 于 其 他 班级 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

(d) 3 人 分 别 来 自 不 同 的 班级 , 一 共有 多 少 种 选 法 ? 

(e) 利用 (a) 到 (d) 的 结果 , 写 出 一 个 组 合 恒等式 . 

由 数字 1, 2,.… ,9 组 成 的 5 位 数 一 共 有 多 少 ? 这 5 个 数字 中 不 容许 有 数字 重复 多 于 2 
次 (例如 , 41 434 是 不 容许 的 ). 

有 2n 个 选手 参加 网 球 比赛 , 第 一 轮 , 将 他 们 分 为 n 对 , 每 对 进行 比赛 , 每 对 将 决 出 一 
个 获胜 者 . 那么 第 一 轮 的 结果 有 多 少 种 ? 结果 应 包括 分 组 方式 及 胜 负 情 况 

从 7 个 男人 、8 个 女人 中 选取 6 人 组 成 委员 会 . 如 果 要 求 至 少 3 个 女人 、 2 个 男人 , 一 
共有 多 少 种 选取 方法 ? 

一 个 艺术 品 收藏 拍卖 会 一 共有 15 件 艺术 品 , 其 中 4 件 达 利 的 、5 件 凡 高 的 和 6 件 毕 
加 索 的 . 一 共有 5 名 艺术 品 收 藏 家 买 下 了 这 批 艺术 品 . 而 某 记者 只 记载 了 每 位 收藏 家 
得 到 的 达 利 、 凡 高 和 毕加索 作品 的 数量 , 问 销售 记录 能 有 多 少 种 不 同 的 结果 ? 
计算 向 量 (z1,… ,zn) 的 个 数 , 如 果 zi 是 正 整数 , 且 ”| zi < 其 中 > nn. 

n 个 学 生 参加 保险 精算 师 的 考试 , 公 榜 结果 只 列 出 那些 通过 考试 的 学 生 名 单 , 并 且 按 
照 他 们 的 分 数 由 高 到 底 进行 排序 , 例如 , 公 榜 结果 为 “Brown, Cho” 意味 着 只 有 Brown 
和 Cho 通过 了 考试 , 而 且 Brown 分 数 比 Cho 的 高 . 如 果 没 有 相同 的 分 数 , 那么 公布 
的 考试 结果 一 共有 多 少 种 情况 ? 

从 集合 5 = {1,2,.… ,20} 中 选 4 个 元 素 组 成 子 集 , 并 且 1, 2,3,4, 5 中 至 少 有 一 个 被 选 
中 , 一 共有 多 少 种 子 集 ? 

给 出 下 列 恒等式 分 析 的 证 明 


并 给 出 该 全 等 式 的 组 合 解释 . 


第 2 章 概率 论 公理 化 
2.1 简介 


本 章 介绍 事件 的 概率 这 一 概念 , 并 展示 在 某 些 特定 情形 下 计算 概率 的 方法 . 在 
引入 概率 的 概念 之 前 , 先 要 学 习 更 基本 的 概念 一 一 试验 的 样本 空间 和 事件 . 


2.2 ”样本 空间 和 事件 


假设 某 次 试验 的 结果 是 不 可 预测 、 不 确定 的 . 当然 , 尽管 在 试验 之 前 无 法 得 知 
结果 , 但 是 假设 所 有 可 能 的 结果 的 集合 是 知道 的 . 所 有 可 能 的 结果 构成 的 集合 , 称 为 
该 试验 的 样本 空间 (sample space), 并 记 为 5. 以 下 是 样本 空间 的 一 些 例 子 . 

(1) 若 试验 是 考察 新 生 婴 儿 的 性 别 , 那么 所 有 可 能 结果 的 集合 3 = {g,b} 就 是 
一 个 样本 空间 , 其 中 g 表示 “女孩 ”,b 表示 “男孩 ”. 

(2) 赛马 比赛 中 一 共有 7 匹 马 参赛 , 这 7 匹 马 分 别 标 以 1, 2, 3, 4, 5, 6,7. 考察 比 
赛 结果 , 所 有 可 能 的 比赛 结果 的 集合 5 = {(1,2, 3,4, 5,6,7) 的 所 有 7! 种 排列 } 就 是 一 
个 样本 空间 . 比如 (2, 3, 1, 6, 5,4,7) 就 表示 2 号 马 跑 第 一 , 3 号 马 跑 第 二 , 接 下 来 是 1 
号 马 这 是 比赛 的 一 种 可 能 结果 . 

(3) 搓 两 枚 硬币 , 考察 哪 一 面 朝 上 , 那么 样本 空间 一 共 包 含 如 下 四 种 结果 ， 

Ss = {(H,H),(H,T),(T, H), CT,T))} 
其 中 (H,H) 表示 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 !; (H,T) 表 示 第 一 枚 硬币 正面 朝 上 , 第 二 枚 
反面 朝 上 ; (T,H) 表 示 第 一 枚 硬币 反面 朝 上 , 第 二 枚 正面 朝 上 ; (T,T) 表 示 两 榴 硬币 都 
是 反面 朝 上 . 
(4) 掷 两 枚 仍 子 , 考察 两 枚 仍 子 的 点 数 , 那么 样本 空间 包含 36 个 结果 : 
S={(i,)) :i,i= 1,2, 3, 4, 5, 6} 


其 中 , (i,7) 表示 第 一 个 角子 的 点 数 是 i 第 二 个 骨 子 的 点 数 是 了 
(5) 考察 一 个 晶体 管 的 寿命 (小 时 ), 那么 样本 空间 是 所 有 的 非 负 实数 , 也 即 : 


S= {7:0<z < oo0} 


1. 本 书 中 , 我 们 约定 H 表示 正面 朝 上 , T 表示 反面 朝 上 . 一 - 译 者 注 
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样本 空间 的 任 一 子 集 召 称 为 事件 (event), 事件 就 是 由 试验 的 某 些 可 能 结果 组 成 的 
一 个 集合 . 如 果 试 验 的 结果 包含 在 巨 里 面 , 那么 就 称 E 发 生 了 . 以 下 是 一 些 有 关 事 
件 的 例子 : 

在 前 面 的 例 (1) 中 , 令 已 = {g}, 那么 就 表示 “婴儿 是 个 女孩 ? 这 个 事件 ; 类 
似 地 , 五 = {b} 就 表示 “婴儿 是 个 男孩 ”. 

在 例 (2) 中 , 如 果 吾 = { 所 有 以 3 开头 的 排列 }, 那么 五 就 表示 “3 号 马 获得 了 第 一 ”. 

在 例 (3) 中 , 如 果 EE = {(H H), (H,T)}, 那么 如 就 表示 “第 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”， 

在 例 (4) 中 , 如 果 互 = {(1,6), (2,5), (3,4), (4 3), (5,2), (6, 1)}, 那么 已 就 表示 
“两 个 骨 子 点 数 之 和 为 7”. 

在 例 (5) 中 , 如 果 已 = {z :0 < zx < 5}, 那么 玉 就 表示 “晶体 管 的 寿命 不 超过 5 
个 小 时 ”. 

对 于 同一 个 样本 空间 5 的 任 两 个 事件 互 和 已, 定义 一 个 新 的 事件 UF, 它 
由 以 下 结果 组 成 :这 些 结果 或 在 已 里 , 或 在 下 里 , 或 既 在 妃 里 也 在 下 里， 也 
就 是 说 , 如 果 事 件 巨 或 者 事件 FF 中 有 一 个 发 生 , 那么 UF 就 发 生 ， 比 如 在 例 
(1) 中 , 如 果 已 = fg}, 了 = {b}, 那么 UF = {g,b}, 也 即 , UF 与 整个 样本 
空间 8 是 一 致 的 . 在 例 (3) 中 , 如 果 已 = {(EH), (H,T)} 且 = {(T, 了)}, 那么 
EUF = {(H,H), (H,T), (T, H)}, 因此 , EUF 意味 着 “至 少 有 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”. 

事件 巨 UF 称 为 事件 互 和 事件 下 的 并 (union). 

类 似 地 , 对 于 任意 两 个 事件 巨 和 下, 还 可 以 定义 EF, 称 为 刀 和 已 的 交 (intersec- 
tion), 它 由 已 和 FF 的 公共 元 素 组 成 . 也 即 事件 BF( 有 时 也 记 为 BNF) 发 生 当 且 仅 
当 如 和 下 同时 发 生 . 比如 在 例 (3) 中 , 事件 已 = {(H, 了 ,(H,T),(T,HJ)} 表示 “至 少 
有 一 个 正面 朝 上 ”, 而 = {(H,T),(T,H),(T, IT)} 表示 “至 少 有 一 个 反面 朝 上 ”, 那 
么 EF = {(H,T),(T,H)} 就 表示 “正好 一 个 正面 朝 上 , 一 个 反面 朝 上 ”， 在 例 (4) 
中 , 事件 已 = {(1,6), (2, 5), (3,4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)} 表示 两 个 般 子 点 数 之 和 为 7, 而 
下 二 {(1,5), (2,4), (3, 3), (4,2), (5,1)} 表示 山子 点 数 之 和 为 6, 那么 EF 不 包含 任何 
试验 结果 , 所 以 它 也 不 可 能 发 生 . 类 似 这 样 的 事件 , 称 为 不 可 能 事件 , 记 为 g( 也 即 ， 
乡 是 不 包含 任何 结果 的 事件 ). 如 果 EF = G, 则 称 已 和 已 是 互 不 相 容 的 (mutually 
exclusive). 

用 类 似 的 方式 再 来 定义 两 个 以 上 事件 的 并 和 交 . 设 1, Ep,… 是 一 系列 事件 ， 
这 些 事件 的 并 记 为 2， En, 表示 至 少 包含 在 某 一 个 EB 里 的 所 有 结果 所 构成 的 事 
件 . 同样 , 这 些 事件 的 交 记 为 门 2 ; 也 ,其 含义 为 包含 在 所 有 西里 的 所 有 结果 构成 
的 事件 . 

最 后 , 一 个 事件 的 补 事件 记 为 Ee, 其 含义 是 包含 在 样本 空间 里 但 不 包含 在 瑟 
里 的 所 有 结果 构成 的 事件 ， 也 即 ，Ee 发 生 当 且 仅 当 已 不 发 生 ， 在 例 (4) 中 , 如 
B= {(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2),(6, 1)}, 那么 当 两 个 般 子 点 数 之 和 不 等 于 7 时 ， 
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Er 发 生 . 值得 说 明 的 是 , 样本 空间 5 的 补 集 5° = @. 

对 于 任 两 个 事件 EB 和 FF, 如果 已 内 的 所 有 结果 都 在 天 中 , 那么 称 巨 包 含 于 下 
记 为 瑟 C (或 者 > 忆 ). 因此 ,如果 妃 C ,那么 马 发 生 也 就 能 推出 FF 也 发 生 . 
如 果 包 CF 和 所 CE, 那么 称 巨 和 是 相同 的 , 记 为 B= 

韦 恩 图 (Venn Diagram) 是 一 种 用 来 阐述 事件 之 间 的 逻辑 关系 的 非常 有 效 的 几 
何 表示 方法 ， 样 本 空间 5 表示 为 一 个 大 的 矩形 , 表示 包含 了 所 有 可 能 结果 , 事件 
书 , FG,.… 表示 为 包含 在 矩形 之 内 的 一 个 个 小 圆 , 所 关心 的 事件 可 以 用 相应 的 阴影 
区 域 来 表示 . 比如 , 在 图 2.1 的 三 个 韦 恩 图 中 , 阴影 部 分 分 别 表 示 BU FEF 和 EB“. 
图 2.2 表示 EcF. 

S 


人 8 "EH 


(a) 阴影 区 域 : EUF (b) 阴影 区 域 : EF (c) 阴影 区 域 : E° 
图 2.1 韦 恩 图 

并 、 交 和 对 立 事件 遵循 类 似 于 代数 学 
里 的 一 些 运 算 规则 , 列举 如 下 : > 

交换 律 EUF = FUE 
EF= FE 

结合 律 : (EUF)UG= EU(FUG) 
(EF)G = E(FG) ECF 


分 配 律 : (EU PIG = EG UFG 
EFUG= (EUG)(FUG) 
上 述 式 子 可 以 通过 以 下 方式 来 证 明 : a et ee 
含 于 等 式 右边 的 事件 , 再 证 明 等 式 右边 的 事件 里 的 任 一 结果 也 包含 于 等 式 左 边 的 事 
件 . 另 一 个 显而易见 的 方法 就 是 利用 韦 恩 图 , 比如 图 2.3 就 表示 了 分 配 律 . 


Wh 


a) 阴影 区 域 ， EG (b) 阴影 区 域 : FG (c) 阴影 区 域 : (EU 站 G 
(EUF)G=EGU FG 


图 2.2 ”事件 的 包含 关系 


图 2.3 分配 律 
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下 面 关 于 并 、 交 及 对 立 事件 这 三 个 基本 运算 之 间 的 重要 的 关系 式 称 为 德 摩根 
定律 (DeMorgan's laws): 


的 证 
De) be 


i=1 . 
为 了 证 明 上 述 定律 , 首先 假设 > 是 ( Ui B;) 里 的 一 个 元 素 , 那么 > 不 包含 
于 LU: Ei, 这 就 意味 着 zx 并 不 包含 于 任 一 个 事件 到 ,i = 1,2,… ,n, 所 以 对 任意 
i(i 二 1 2 ,n) 来 说 , z 就 包含 于 Es, 也 即 z 包含 于 站 hE?. 另 一 方面 , 假设 z 包 
会 于 站 1 BY, 那么 对 任 一 ii 一 1,2,… ,n, 2 包含 于 .这 就 意味 着 = 不 属于 所 
有 的 所, 即 z 不 包含 于 U1 Bi. 也 即 = 包含 于 (Ui B;). 这 样 就 证 明了 德 摩根 
定律 的 第 一 条 . 
现 证 明 德 摩根 定律 的 第 二 条 , 由 第 一 条 定律 可 知 
(U 5 = 门 (58 
2=1 i=l 
这 样 , 由 (Be)* = 忆 , 上 式 等 价 于 
Ge) -he 
2=1 i=1 
对 两 边 取 补 运算 , 即 得 到 如 下 结果 ， 


0 


ti 一 1 
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一 种 定义 事件 发 生 的 概率 的 方式 是 利用 事件 发 生 的 频率 . 定义 如 下 : 一 个 试验 
的 样本 空间 为 8, 在 相同 的 条 件 下 可 重复 进行 .对 于 样本 空间 9 里 的 事件 B, 记 n(E) 
为 n 次 重复 试验 中 事件 如 发生 的 次 数 . 那么 , 该 事件 发 生 的 概率 

PD) = im 

即 概率 P(E) 定义 为 忆 发 生 的 次 数 占 试验 总 次 数 的 比例 的 极限 , 也 即 发 生 频率 的 极限 . 

虽然 上 述 定义 很 直观 , 而 且 大 多 读者 也 一 直 这 么 认为 , 但 它 却 有 很 严重 的 缺陷 . 
怎么 就 知道 n( 玉 )/n 会 收 剑 到 一 个 固定 的 常数 , 而 且 如 果 进 行 另 一 次 重复 试验 , 它 
也 会 收敛 到 这 个 相同 的 常数 ? 例如 , 设想 进行 这 样 的 试验 : 重复 搓 一 枚 硬币 n 次 ， 
怎么 能 保证 在 ”次 试验 中 正面 朝 上 的 比例 会 随 着 ”的 增 大 而 收敛 于 某 个 数 ? 而 且 ， 
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即使 它 确实 收敛 于 某 个 数 , 又 如 何 保证 进行 另 一 次 同样 的 重复 试验 时 , 其 比例 会 趋 
于 同样 的 值 ? 

用 频率 来 定义 概率 的 支持 者 常常 这 样 回答 上 述 问题 , 他 们 认为 n()/n 趋 于 某 
常数 是 整个 系统 的 一 个 假设 , 或 者 说 一 个 公理 (axiom). 但 是 , 这 个 假设 非常 不 简洁 . 
因为 , 尽管 事实 上 需要 假定 频率 的 极限 是 存在 的 , 但 是 这 却 不 是 一 个 最 基本 、 最 简 
单 的 假设 . 同时, 这 样 的 假设 也 不 一 定 为 所 有 人 所 认同 .事实 上 , 先 假定 一 些 更 简 
单 、 更 显而易见 的 关于 概率 的 公理 , 然后 去 证 明 频率 在 某 种 意义 下 趋 于 一 个 常数 极 
限 不 是 更 合情合理 吗 ? 这 也 正 是 本 书 采纳 的 现代 概率 论 公 理化 道路 . 特别 地 , 仍 假 
定 对 于 样本 空间 里 的 任 一 事件 B, 都 存在 一 个 值 P(E)( 指 的 就 是 事件 的 概率 ), 并 
假定 这 些 概率 值 符合 一 系列 公理 . 读者 一 定 会 认可 这 些 公理 , 因为 这 些 公理 很 接近 
于 对 概率 的 直觉 认识 . 

假设 某 个 试验 的 样本 空间 为 5, 对 应 于 其 中 任 一 事件 已 定义 一 个 数 P(E), 满 
足 如 下 3 条 公理 ， 


公理 1 0< P(E)g1 
公理 2 P(S)=1 

公理 3 对 任 一 条 列 互 不 相 容 的 事件 Bi, 忆 2,… (也 即 ， 如果 2 关 j 则 Eib; 
= @), 有 


P( U 已) = 和 PE 
?一 工 i 二 1 


我 们 把 满足 以 上 3 条 公理 的 P(E) 称 为 事件 互 的 概率 . 

公理 1 说 明 , 任何 事件 的 概 沸 在 0 到 1 之 间 . 公理 2 说 明 , 5 作为 必然 发 生 
的 事件 , 其 概率 定义 为 1. 公理 3 说 明 对 任意 一 列 互 不 相 容 事件 , 至 少 有 一 事件 发 生 
的 概率 等 于 各 事件 发 生 的 概率 之 和 . 这 些 公理 简明 又 直观 . 

设 刁 , 2,.… 为 一 特殊 的 事件 序列 , 其 中 Bl = 5, Bi; = 2i > 1, 此 时 各 个 事 
件 互 不 相 容 , 且 3 = UP Bi. 由 公理 3 可 以 得 到 ，P(5) = > P(E) = P(S) 十 
站 这 2 P(8) 这 就 说 明 P(2) = 0, 也 即 空 事件 发 生 的 概率 为 0. 

值得 注意 的 是 , 对 于 有 限 个 互 不 相 容 事件 的 序列 1, B2,… , 忆 ,, 有 


P(Ua,) = Dp) (3.1) 


为 证 明 这 个 结论 , 只 需 在 公理 3 中 , 令 所 有 Ei(i > n) 为 空 事件 即 可 . 当 样 本 空间 为 
有 限 集 时 , 公理 3 与 上 式 是 等 价 的 , 但 当 样本 空间 是 无 限 集 时 , 公理 3 的 推广 就 是 必 
要 的 . 

例 3a 掷 一 枚 硬币 , 记 正面 朝 上 的 事件 为 H, 反面 朝 上 的 事件 为 工 . 假设 两 者 
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发 生 的 可 能 性 一样 , 那么 P({H}) = P({T) = 上 

另外 , 如 果 这 个 硬币 有 偏向 , 而 且 正 面 朝 上 的 机 会 是 反面 朝 上 机 会 的 2 们 ,那么 
P({H}) = 3, PUT)= 了 . 

例 3b 拌 一 枚 般 子 , 若 6 个 面 出 现 的 可 能 性 是 一 样 的 , 这 样 就 有 P({1}) = 
P({2}) = P({3D) = P({4) = P({5)) = P((6D) = 1/6 . 从 公理 3 可 知 出 现 偶数 面 朝 
上 的 概率 为 P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = 记 . 

设 P(E) 是 定义 在 样本 空间 里 的 事件 的 集 丽 数 , 若 它 满足 公理 1, 2, 3, 则 P() 
就 是 事件 的 概率 . 这 一 定义 是 现代 概率 论 的 数学 基础 .我 们 认为, 读者 会 认为 这 
些 公理 很 自然 , 而且 与 对 概率 的 直觉 概念 (也 即 概率 是 与 机 会 和 随机 性 有 关 的 知识 ) 
很 吻合 . 进一步, 利用 这 些 公理 可 以 证 明 , 随 着 试验 的 不 断 进 行 , 事件 妃 发 生 的 频率 
趋 近 P() 的 概率 为 1. 这 就 是 第 8 章 将 要 介绍 的 强大 数 定律 . 另外 , 第 2.7 节 还 将 
介绍 概率 的 另 一 种 解释 , 即 概率 可 作为 确信 程度 的 度量 

技术 注释 

在 定义 中 , 我 们 假定 概率 P() 是 针对 样本 空间 里 的 所 有 事件 忆 定 义 的 , 事实 
上 , 如 果 样本 空间 是 不 可 数 集 , 那么 P(B) 仅仅 针对 那些 所 谓 可 测 的 事件 进行 定义 
但 是 , 这 并 不 是 概率 论 的 缺陷 , 因为 所 有 现实 中 的 事件 都 是 可 测 的 


2.4 几 个 简单 命 是 


这 一 节 证 明 几 个 有 关 概 率 的 简单 性 质 . 首先 注意 到 EE 和 E° 总 是 互 不 相 容 的 ， 
而 且 UE = 5, 因此 由 公理 2 和 公理 3 可 以 得 到 
1= P(S) = P(EUE°) = P(E) + P(E®) 


以 下 的 命题 4.1 便 是 上 式 的 等 价 形式 : 


命题 4.1 P(E°)=1- P(E) 


命题 41 说 明 , 一 个 事件 不 发 生 的 概率 , 等 于 1 减 去 它 发 生 的 概率 . 比如 , 挪 一 
枚 硬币 , 若 正 面 朝 上 的 概率 是 3/8, 那么 反面 朝 上 的 概率 一 定 是 5/8. 

接 下 来 的 第 二 个 命题 指出 了 如 果 事 件 巨 包含 于 事件 F, 那么 巨 发生 的 概率 必 
然 不 大 于 下 发 生 概率 . 


命题 4.2 如 果 EcCF, 那么 P(E) < P(F). ] 


证 明 : 由 如 CF, 可 将 下 表示 为 F = EU EF, 这 样 ,因为 和 EeF 是 互 不 相 
容 的 , 由 公理 3 可 得 P(F)=P(E)+P(E°F). 由 于 P(E*FF)>0, 因此 P(E)<P(F)m 
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举 个 例子 , 毛 一 枚 角子 , 出 现 1 的 概率 肯定 小 于 等 于 出 现 奇数 的 概率 . 
下 一 命题 借助 两 事件 的 概率 给 出 了 它们 的 并 的 概率 与 交 的 概率 之 间 的 关系 . 


命题 4.3 P(EUF)= P(E)+P(F)- P(EF) 


证 明 ， 注意 到 EU 可 以 表示 为 两 个 不 相 容 事件 和 EF 的 并 , 根据 公理 3 
可 知 


P(EUF)= P(EUE°F)= P(E)+ P(E°F) 
另外 , 由 了 = EFU EerF, 再 利用 公理 3 也 可 以 得 到 
P(F)= P(EF) + P(E°F) 
或 等 价 地 ， 
P(E°F) = P(F) ~ P(EF) 


将 它 代入 前 面 关 于 P(EU 了 的 表达 式 , 命题 得 证 . 

命题 4.3 也 可 以 利用 韦 恩 图 来 证 明 , 如 图 2.4. 

将 巨 UF 分 成 3 个 互 不 相 容 的 部 分 , 如 图 2.5 所 示 . 第 I 部 分 表示 的 是 所 有 属 
于 马 但 不 属于 下 的 点 (也 即 BF°), 第 工 部 分 表示 的 是 所 有 既 属 于 巨 也 属于 F 的 
点 (也 即 BF), 第 II 部 分 表示 所 有 属于 五 但 不 属于 的 点 (也 即 EeFF). 


图 2.4 市 恩 图 图 2.5 刷 恩 图 


从 图 2.5 上 可 以 看 出 ， 
EUF=IUIIUI 已 =IUI F=IIUII 
由 于 IL III 是 互 不 相 容 的 , 结合 公理 3 可 以 得 到 : 
P(EUF)= P(D) +P(UD)+ PON) P(E)= POD)+PUD) P(F)= POULD+ PUI) 


由 以 上 就 可 以 得 出 P(EBU FF) = P(E) + P(F) - P(D), 又 因为 II=EF ,命题 4.3 得 

以 证 明 . 必 
例 4a 某 人 度假 时 随身 带 了 两 本 书 . 他 喜欢 第 一 本 书 的 概率 为 0.5, 喜欢 第 二 

本 书 的 概率 为 0.4, 两 本 书 都 喜欢 的 概率 为 0.3, 问 两 本 书 都 不 喜欢 的 概率 是 多 大 ? 
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解 ， 令 B; 表示 他 喜欢 第 ;本 书 (i 二 1,2), 那么 他 至 少 喜欢 一 本 书 的 概率 为 
P(BiU Ba) = P(Bi) + P(Bz) - P(B1B»)=0.5+0.4—0.3=0.6 
因为 两 本 书 都 不 喜欢 的 对 立 事件 是 至 少 喜 欢 一 本 书 , 所 以 
P(B1B5) = P((BiU B2)°)=1— P(B1U B>2)=0.4 本 
以 下 公式 计算 三 个 事件 ,FG 之 中 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 : 
P(EUFUG)= PI(EUF)}UG] 
由 命题 4.3 可 知 上 式 等 于 
P(EUF)+ P(G)— PI(E UF)G) 
由 分 配 律 可 知 (BUF)G = EG U FG, 因此 由 上 面 式 子 可 得 
P(EUFUG)= P(E)+ P(F)— P(EF)+ P(G)— P(EGU FG) 
= P(E)+ P(F)— P(EF) + P(G) ~— P(EG) - P(FG) + P(EGFG) 
= P(E)+ P(F)+ P(G) — P(EF)— P(EG) - P(FG) + P(EFG) 


以 下 的 命题 , 也 称 为 容 斥 恒等式 (inclusion-exclusion identity), 可 由 归纳 法 推导 
得 到 . 


n 


P(EIU EU UEn)= P(E) ~ ) P(E Bo) + 


i=1 <iz 
+(-1)"t! P(E Bi,...B,) 
i <io<<ir 


十 .十 (—1)"*+1P(E E, » “En,) 
其 中 ， Di < P(E Bi, Ei,) 表示 对 一 切 下 标 集 合 {1,2, | ,n} 所 
对 应 的 值 求 和 , 和 项 一 共 包 含 (”) 项 


也 就 是 说 , n 个 事件 并 的 概率 , 等 于 这 些 事件 的 概率 之 和 , 减 去 两 个 事件 同时 发 
生 的 概率 之 和 , 再 加 上 三 个 事件 同时 发 生 的 概率 之 和 .……… 
注释 
1. 作为 命题 44 的 直观 解释 , 首先 注意 到 如 果 样 本 空间 里 的 某 个 结果 不 属于 任意 的 
已, 那么 等 式 两 边 都 不 应 该 有 它 的 概率 , 另 一 面 , 假设 某 个 结果 正好 包含 在 m 个 
于 里 面 (其 中 m > 0), 那么 既然 它 属 于 U; Ei, 这 个 结果 的 概率 在 P(U; ) 中 
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只 计算 一 次 . 而 且 , 因为 这 个 结果 也 被 包含 在 形 如 刀 ,, Bu， … , Bs 这 样 的 () 

个 于 集中 ,== 1,.… ,mm ,在 命题 4.4 等 式 的 右边 , 这 个 结果 的 概率 被 计算 了 
(1) — (2)+ (8) -+ (m) 

次 . 因此 , 对 于 m > 0 我 们 必须 证 明 


一 的 -的 + 鸭 -加 


然而 , 因为 1 = ( 了), 上 式 等 价 于 


.以 下 式 子 是 容 斥 恒等式 更 简明 的 写法 : 
P(UB)=- DC 开 Pa 可) 
i=1 


Cir 

. 在 容 斥 恒等式 中 , 右边 如 果 只 取 前 一 项 , 那么 得 到 事件 并 的 概率 的 一 个 上 界 ; 如 
果 取 前 两 项 , 得 到 事件 并 的 概率 的 一 个 下 界 ; 取 前 3 项 , 得 到 一 个 上 界 ; 取 前 4 项 ， 
得 到 一 个 下 界 , 以 此 类 推 . 也 就 是 说 , 对 于 事件 1,… , En, 有 


P( U E:) < > P(E,) (4.1) 

P(E)> > DP(B ) — DP(BiB;) (4.2) 

P( U bE, 1) < > P(Ei) - DP(EiB;) + ) P(E;E;E) (4.3) 
J<i k<iji<i 


等 等 . 为 了 证 明 这 些 不 等 式 , 先 注意 到 
(JE= Ey EE U EESEU...U 所 BE 有 


也 就 是 说 , E; 里 至 少 有 一 个 发 生 , 相当 于 到 发 生 , 或 者 轧 不 发 生 , 但 是 Es 发 
生 , 或 者 瑟 、 瑟 都 不 发 生 , 但 Es 发 生 , 等 等 . 因为 上 式 的 右边 是 一 系列 互 不 相 
容 事 件 的 并 , 我 们 有 


P @ 中) = P(E1)+ P(E?E2) + P(E?ESE3)+ .+ P(E?... EEn) 
i=1 
= P(E1) + D P(E? Be 1E:) (4 
i=2 
令 忆 = 扎 … 碟 := (Ujci 妃 ) 表示 前 i 一 1 个 事件 都 不 发 生 , 利用 恒等式 
P(Ei) = P(BiE:i) + P(BiE:) 


可 证 明 
| P(Ei) = P(E E21Bi)+ P(E U B;) 
I<i 
也 即 
P(EY.. E16)= P(B) -P(EB,) 
了 < 
将 此 代入 (4.4) 式 即 可 得 到 : 
P 四 5 = 5 P(E;) - 5 Pr( UEs,;) (4.5) 
i=1 i i j<i 
因为 概率 总 是 非 负 的 , 所 以 , 由 (4.5) 式 便 可 直接 得 到 不 等 式 (4.1). 然后 , 给 定 
利用 不 等 式 (4.1) 可 得 
P(U BiB;) < 》 P(E:E,;) 
< j<i 


此 式 结合 (4.5) 式 , 又 可 得 到 (4.2) 式 ， 现 在 给 定 i, 将 不 等 式 (4.2) 应 用 到 
P(Uj;<i BiB;), 可 得 到 


P(UEB,) 之 2 P(EiB;) 一 》 P(EiE; PiE:) 


ji hk<j<i 
= P(EE;) — dP(EB;E:) 
I<i hk<Ij<i 


由 上 式 , 结合 (4.5) 式 , 便 可 得 到 (4.3) 式 . 其 他 的 不 等 式 都 可 以 通过 这 种 方法 得 到 


2.5 ”等 可 能 结果 的 样本 空间 


对 很 多 试验 来 说 , 一 个 很 自然 的 假设 是 , 样本 空间 里 的 所 有 结果 发 生 的 可 能 性 
是 一 样 的 , 也 即 , 假定 样本 空间 5 是 个 有 限 集 , 不 妨 设 为 5 = {1,2,… ,N}, 这 时 就 
经 常会 自然 地 假设 

PU1D = PLD)= = P(N}) 
结合 公理 2 和 公理 3, 上 式 意味 着 (为 什么 ? ) 
P({) = i by N 
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再 利用 公理 3 就 可 以 得 到 对 任何 事件 瑟 
_ 5 中 的 结果 数 

”5 中 的 结果 数 

也 就 是 说 , 如 果 假定 一 次 试验 里 的 所 有 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 那么 任何 事件 媚 发 
生 的 概率 等 于 中 所 含有 的 结果 数 占 所 有 样本 空间 里 的 结果 数 的 比例 | 

例 5a 挪 两 枚 角子 , 朝 上 那 一 面 数字 之 和 为 7 的 概率 是 多 少 ? 

解 : 仍 假设 所 有 的 36 种 可 能 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 这 样 , 就 有 6 种 可 能 结果 
满足 数字 之 和 等 于 7, 即 (L6),(2,5),(3,4),(4.3)(5,2)(6,1)， 所以, 两 枚 般 子 点 数 之 和 
为 7 的 概率 应 该 是 6/36 = 1/6. 

例 5b 一 个 碗 里 面 一 共有 6 个 白 球 , 5 个 黑 球 , 随机 地 从 里 面 取出 3 个 球 , 问 恰 
好 有 一 个 白 球 两 个 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 ， 首先 考虑 取 球 是 有 顺序 的 , 样本 空间 -- 共 包含 11 x 10 x 9 = 990 种 结果 
现在 考虑 事件 “取出 一 个 白 球 , 两 个 黑 球 * 所 包含 的 可 能 结果 , 第 一 个 球 是 白 的 , 后 
两 个 球 是 黑 的 一 共有 6 x 5 x 4 = 120 种 ; 第 一 个 球 是 黑 的 , 第 二 个 球 是 白 的 , 第 三 
个 球 又 是 黑 的 一 共有 5 x 6 x 4 = 120 种 ; 前 两 个 球 是 黑 的 , 第 三 个 球 是 白 的 一 共有 
5 x 4 x 6 = 120 种 “随机 取 ” 意味 着 样本 空间 的 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 所 以 , 所 
求 概率 为 ， + 120 生 . 

这 个 问题 也 可 以 认为 取 球 是 没有 顺序 的 , 从 这 个 角度 看 , 样本 空间 一 共存 在 


( 3 ) = 165 种 结果 .当然 , 这 165 种 结果 也 是 等 可 能 的 . 与 事件 “一 个 白 球 , 两 个 黑 


P(E) 


球 ” 相关 的 结果 有 (1) (2) 种 , 因此 , 抽出 一 个 白 球 和 两 个 黑 球 的 概率 为 (6) (5) / 
( 虽 ) = 诗 . 这 个 结果 同 前 面 答案 是 一 至 的 m 
例 5c 一 个 委员 会 由 5 人 组 成, 需要 从 6 个 男人 和 9 个 女人 中 随机 选取 , 问 委 
员 会 由 3 个 男人 和 2 个 女人 组 成 的 概率 有 多 大 ? 
解 : 假定 随机 选取 则 意味 着 所 有 ( z ) 种 组 合 的 选择 是 等 可 能 的 , 而 与 事件 “3 
男 2 女 "相关 的 结果 有 (3) (2) 种 , 因此 所 讨论 事件 的 概率 为: (6) (8)/(25) = 0 
国 
例 5d 一 个 坛子 里 共 n 个 球 , 其 中 一 个 做 了 标记 . 如 果 依次 从 中 随机 抽取 大 个 
球 , 问 做 了 标记 的 球 被 取出 来 的 概率 有 多 大 ? 
解 ， 从 个 球 中 选取 大 个 球 , 一 共有 (2 ) 种 选取 方法 , 每 一 种 选取 方法 都 是 等 


可 能 的 . 与 事件 “选中 带 标 记 的 球 ” 相关 的 选 法 共有 (1) (2 一 1) 种 , 因此 
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P{ 标 记 球 被 取出 } = 一 一 一 一 = 了 


也 可 以 这 样 求解 ， 设 上 个 球 是 顺序 地 被 取出 , 记 4 表示 标记 球 在 第 i 次 被 取出 
(i = 2.… ,用 . 既然 所 有 球 在 第 ; 次 被 抽取 的 概率 是 一 样 的 , 可 知 PCL4i) = 1/n. 
而 这 些 事件 是 彼此 互 不 相 容 的 , 因此 
k k 

P( 标 记 球 被 取出 }] = P( LU 4) = 2 P(A) = 
另外 PC = 1/n 可 以 这 样 推导 考虑 到 抽 球 的 过 程 是 有 顺序 的 , 一 共有 n(n - 
])…(n 一 上 十 = n1/(n 一 各 ! 种 等 可 能 试验 结果 , 其 中 有 (n 一)(n 一 2).…(n - 
i DOD)(n 一 眉 …(n 一 +) 一 (mn 一 了 D1/(n 一 朋 ! 种 试验 结果 表示 标记 球 被 第 1 次 
取出 , 因此 
_ (n—1)! _1 


P(Ai) 可 元 


例 5e 有 n+m 个 球 , 其 中 个 红 的 , m 个 蓝 的 , 将 它们 随机 排 成 一 排 , 也 即 
所 有 (n +m)! 种 排列 都 是 等 可 能 的 . 如 果 只 记录 连续 排列 的 球 的 颜色 , 证 明 各 种 可 
能 的 结果 的 概率 是 一 样 的 . 

解 : 我 们 将 (n +m) 个 球 的 次 序 排 列 称 为 一 组 球 的 排列 , 将 n 十 m 个 球 的 颜色 
次 序 排列 称 为 一 组 球 的 颜色 次 序 排 列 . 球 的 排列 共有 (n + m)! 种 , 将 红 球 之 间作 任 
何 一 个 位 置 的 置换 , 将 蓝 球 之 间作 任 一 位 置 置换 , 置换 的 结果 并 不 影响 球 的 颜色 次 
序 排列 . 从 而 , 一 组 球 的 颜色 次 序 排列 , 对 应 于 nlml 个 球 的 排列 . 这 说 明 球 的 次 序 排 
列 也 是 等 可 能 的 . 并 且 每 一 种 颜色 次 序 出 现 的 概率 为 nlml/(n 上 + m)L 

例如 , 假设 有 2 个 红 球 , 记 为 ri, rz; 两 个 蓝 球 , 记 为 b1, bz; 这 样 , 一 共有 4 种 球 
的 排列 , 每 一 个 颜色 次 序 的 排列 , 对 应 于 212! 个 球 的 排列 . 如 下 面 四 个 球 的 排列 对 应 
于 相同 的 颜色 次 序 排列 ， 


r1, bi, r2, b> r1, b2, r2, by r2, bi1, r1, ba r2, bo, r1, bl 


因此 , 每 一 个 颜色 次 序 排列 出 现 的 概率 为 4/24 = 1/6. 国 

例 5f 一 手 牌 有 5 张 , 如 果 这 5 张 牌 是 连续 的 , 但 又 不 是 同一 花色 , 那么 称 为 
顺 子 , 比如 ,，“ 黑 桃 5, 黑 桃 6, 黑 桃 7, 黑 桃 8, 红 桃 9” 就 是 一 副 顺 子 . 试 求 一 手 牌 是 
顺 子 的 概率 是 多 大 ? 


解 : 假设 所 有 (5 ) 种 组 合 都 是 等 可 能 的 . 先 看 看 由 “A,2,3,4,5” 这 5 张 牌 (花色 
不 同 ) 能 组 成 多 少 个 顺 子 , 首先 ,“A” 有 4 种 可 能 , 同样 其 他 4 张 牌 也 分 别 有 4 种 可 
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能 , 所 以 , 一 共有 4 种 可 能 , 但 是 , 其 中 有 4 种 可 能 是 5 张 牌 是 同 花 色 (这 种 情况 称 
为 同花顺 )， 所 以 一 共 是 45 一 4 种 顺 子 . 类 似 ， “10, 路 Q， K, A” 这 种 顺 子 也 有 45— 
种 , 因此 一 共有 10 x (45 一 4) 种 顺 子 . 这 样 所 求 概率 为 10 x (45 一 4)/ (2) = 0.0039m 
例 5g 一 手 牌 有 5 张 , 如 果 其 中 3 张 点 数 一 样 , 另 两 张 点 数 也 一 样 的 话 , 称 为 
福 尔 豪 斯 ”(full house, 也 就 是 说 “ 福 尔 豪 斯 ” 由 3 张 点 数 一 样 的 牌 加 上 一 对 组 成 ). 
试问 一 手 牌 恰好 是 “ 福 尔 豪 斯 ” 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 同样 也 设 所 有 (5 ) 种 组 合 都 是 等 可 能 的 . 注意 到 像 “2 张 10, 3 张 ]” 这 样 


的 “ 福 尔 豪 斯 ”一 共有 (3) (4) 种 组 合 , 又 因为 一 对 的 点 数 有 13 种 选择 , 在 选 定 一 
对 的 点 数 后 , 剩 下 12 种 可 能 的 点 数 用 于 选择 3 张 一 组 的 牌 . 所 以 所 求 概率 为 
13x 12x (2) (3)/(®) ~ 00014 n 


例 5h 桥牌 比赛 中 , 52 张 牌 被 分 给 4 位 选手 , 求 下 列 事件 概率 : 


(a) 其 中 有 一 人 拿 到 了 13 张 黑 桃 ; 
(b) 每 人 都 拿 到 了 1 张 “A”. 


解 ，(a) 52 张 牌 在 4 人 中 分 派 ,共有 (13 13 13 13) 种 可 能 分 派 方法 , 某 个 指 


定 的 选手 拿 到 13 张 时 桃 的 分 派 方法 数 是 (13 18 13), 所 以 4 人 中 有 一 人 拿 到 13 张 
黑 桃 的 概率 为 


“x (sa 13)/ (1s, 13.13. 13) ~ 6.3 x 10-1? 


(b) 现 来 求 每 个 选手 恰好 拿 一 张 “A* 的 概率 先 把 “A" 放 一 边 , 剩 下 48 张 和 
分 给 4 个 人 的 可 能 分 派 方法 数 为 《1 12 12 12) 接 下 来 , 将 4 张 A 分 给 4 个 选 
手 的 可 能 分 派 方法 数 为 4 因此 , 每 人 得 到 1 张 A 的 所 有 可 能 分 派 方法 数 为 x 
(ai 12, 12, 12)- 从 而 所 求 概率 为 


x (2 12.12, 12)/ (13.13.13 13) ~ 0.105 | 
有 些 事 件 的 概率 是 出 乎 想象 的 , 下 面 两 个 例子 就 是 如 此 : 
例 5i 房间 里 有 m” 个 人 , 没有 两 人 在 同一 天 生日 的 概率 是 多 大 ? n 多 大 时 , 才 
能 保证 此 概率 小 于 1/2? 
解 : 每 个 人 的 生日 都 有 365 种 可 能 , 所 以 n 个 人 一 共 是 365” 种 可 能 (此 处 忽略 
有 人 生日 是 2 月 29 日 的 可 能 性 ). 假定 每 种 可 能 性 都 是 一 样 的 . 可 知 所 求 事 件 的 概 
率 为 (365)(364)(363)… (365 一 n 十 1)/365". 令 人 惊异 的 是 , 一 旦 n> 23, 这 个 概率 
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就 比 1/2 要 小 , 也 就 是 说 , 房间 里 人 数 如 果 超 过 23 的 话 , 那么 至 少 有 两 人 为 同一 天 


生日 的 概率 就 大 于 1/2 很 多 人 一 开 始 对 这 个 结果 很 吃惊 因为 23 相对 于 一 年 65 
天 来 说 太 小 了 , 然而 , 对 每 两 个 人 来 说 , 生日 相同 的 概率 为 1 = 56, 23 个 人 ， 


一 共 可 以 组 成 ( 33) = 253 对 , 这 样 看 来 , 上 述 结果 就 不 会 太 令 人 吃惊 了 . 


当 房 间 里 人 数 达 到 50 时 , 至 少 两 人 同一 天 生日 的 概率 大 概 为 97%, 如 果 人 数 达 
到 100, 那么 两 人 同一 天 生日 的 优势 (优势 的 定义 见 3.3 节 ) 为 3 x 106 : 1 也 就 是 说 


、 3 x 106 、 
这 个 概率 比 3x105 41 还 要 大 . 国 


例 5j 52 张 牌 扣 在 桌 上 一 张 一 张 翻 开 , 一 直到 出 现 一 张 “A” 为 止 . 接 下 来 再 
翻 一 张 牌 , 问 出 现 黑 桃 “A” 和 出 现 梅花 2 的 概率 哪个 大 ? 

解 ， 为 了 计算 第 一 张 “A” 之 后 出 现 黑 桃 “A” 的 概率 , 先 要 计算 在 所 有 的 (52)! 
种 可 能 的 发 牌 次 序 中 , 有 多 少 种 是 第 一 次 出 现 “A* 后 紧 接 着 就 出 现 黑 桃 “A”. 先 
将 51 张 牌 (去 掉 黑 桃 “A”) 任意 排列 , 然后 将 黑 桃 “A” 找 个 位 置 插 进 去 , 然而 , 只 
有 一 个 位 置 即 第 一 次 出 现 “A” 以 后 接 下 来 的 位 置 才 是 满足 要 求 的 位 置 . 比如 , 假设 
其 他 51 张 牌 的 顺序 为 ， 

梅花 4 红 桃 6, 方块 “J”, 黑 桃 5, 梅花 “A” ,方块 7) , 红 桃 “K” 

接 下 来 , 只 有 一 种 插入 方法 满足 条 件 , 即 : 

梅花 4, 红 桃 6, 方块 “<J”, 黑 桃 5, 梅花 “A”, 黑 桃 “A”, 方块 7,.……… , 红 桃 “K” 

因此 , 第 一 张 A 出 现 后 , 紧 接着 是 黑 桃 <A* 的 次 序 一 共有 (51)! 种 , 而 所 求 概率 为 

P( 第 一 张 A 后 是 黑 桃 “A”) = 8 一直 

用 同样 的 方法 , 可 以 得 知 , 第 一 张 “A” 后 出 现 梅花 2( 或 任何 其 他 牌 ) 的 概率 也 
为 1/52. 也 就 是 说 , 52 张 牌 中 的 任意 一 张 牌 (包括 任意 花色 的 “A”) 出 现在 第 一 张 
“A” 后 面 的 概率 都 是 1/52. 

这 个 结果 会 让 很 多 人 吃惊 ! 事实 上 , 一 般 的 反应 都 是 认为 第 一 个 “A” 出现 后 ， 
接着 出 现 梅花 2 的 概率 要 大 于 出 现 黑 桃 “A” 的 概率 . 因为 第 一 张 “A” 就 有 可 能 是 
黑 桃 “A” 本 身 . 这 就 减少 了 黑 桃 “A” 紧 接着 第 一 张 “A” 的 可 能 性 . 但 是 他 忽略 了 
第 一 张 “A” 前 面 可 以 出 现 梅花 2 这 一 事实 . 这 又 减少 了 梅花 了 紧 跟 在 第 一 张 “A” 
后 的 可 能 性 . 然而 , 因为 有 1/4 的 机 会 黑 桃 “A” 是 第 一 张 出 现 的 “A” (因为 4 张 “A” 
出 现在 第 一 位 是 等 可 能 的 ), 而 且 , 仅仅 有 1/5 的 机 会 是 梅花 2 出 现在 第 一 张 “A” 之 
前 (因为 梅花 2 和 四 张 “A” 中 的 任 一 张 排 在 最 前 面 的 可 能 性 是 相同 的 ), 这 点 又 好 
像 说 明了 梅花 2 紧 跟 在 第 一 张 “A” 后 的 可 能 要 大 一 些 . 然而 , 事实 并 非 如 此 , 更 深 

入 的 分 析 可 以 说 明 两 者 的 可 能 性 是 一 样 的 . 本 

例 5k 一 个 橄榄 球 队 有 20 名 进攻 球员 和 20 名 防守 球员 , 现在 要 给 他 们 安排 
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宿舍 , 每 两 人 一 个 宿舍 .如 果 随机 分 派 , 没有 一 个 宿舍 既 有 进攻 队员 也 有 防守 队员 
(简称 为 “进攻 防守 对 ”) 的 概率 是 多 大 ? 正好 有 2; 对 “进攻 防守 对 ”的 概率 是 多 大 
(i = 1,2,... ,10)? 

解 ， 将 40 人 分 成 有 序 的 20 对 一 共有 (。 9，，) = 光志 种 可 能 . 也 就 是 
说 , 一 共有 (40)!/22 种 方法 将 这 些 选手 分 成 第 -对 、 第 二 对 ,等 等 . 因此 , 一 共有 
(40) 1/[220(20) 1] 种 方法 分 成 不 考虑 顺序 的 20 对 . 而 且 , 要 想 不 出 现 “进攻 防守 对 ，， 
只 有 将 进攻 队员 之 间 配 对 , 防守 队员 之 间 配 对 , 一 共有 |(20)1/210(10) !]? 种 方法 . 因 
此 , 没有 “进攻 防守 对 ” 的 概率 ( 记 为 已) 如 下 ， 


(20)! YY? 
P= (zm) [(20) 1 
1 (40)! 一 To 
230(20)! 
现在 计算 户 ;, 也 即 正好 有 2i 对 “进攻 防守 对 ”的 概率 . 首先 , 一 共有 (20) 种 方 


法 选取 2i 个 进攻 队员 和 2i 个 防守 队员 以 便 组 成 “进攻 防守 对 ”, 这 和; 个 人 能 够 组 
成 (25)1 种 可 能 “进攻 防守 对 ” (因为 第 一 个 进攻 队员 可 以 和 2 个 防守 队员 配对 ,第 
二 个 进攻 队员 可 以 和 2i 一 1 个 防守 队员 配对 , 信 此 类 推 ). 剩 下 的 20 - 2 个 进攻 队 
员 (防守 队员 ) 只 能 内 部 配对 .一 共有 (2) 2)! | | 种 可 能 方式 本 


成 “进攻 防守 对 ”. 因此 


2 _ ol 2 
NE 
Pi = (40)! ?T0110 
220(20)1 
这 样 , 根据 上 述 公式 就 可 以 算出 Pzi,i = 0,1,… ,10. 另外 , 利用 Stirling 公式 (n! ~ 
nn?t1/2e-nVan) 还 可 以 算出 其 估 值 . 比如 


PD 守 1.3403x1075 Pio%0.345861 Po ~ 7.6068 x 10-6 国 


接 下 来 三 个 例子 是 命题 4.4 的 运用 . 在 例 5 中 引入 概率 来 迅速 解决 计数 问题 

例 51 一 个 俱乐部 里 有 36 人 会 打 网 球 , 28 人 会 打 软 式 网 球 , 18 人 会 打 羽 毛 球 ; 
22 人 会 打 网 球 和 软 式 网 球 , 12 人 会 打 网 球 和 羽毛 球 , 9 人 会 打 软 式 网 球 和 羽毛 球 ; 4 
人 三 种 球 都 会 打 . 试问 , 至 少 会 打 一 种 球 的 有 多 少 人 ? 

解 。 记 N 为 俱乐部 总 人 数 . 设 从 俱乐部 中 随机 地 抽取 一 人 , 又 假设 C 为 它 的 
任 一 子 集 , 那么 抽 到 一 人 刚好 在 C 中 的 概率 为 
= C 中 人 数 

N 


P(C) 
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设 7,5,B 分 别 表示 会 打 网 球 、 软 式 网 球 和 羽毛 球 的 人 的 和 集合, 那么 利用 上 述 
公式 以 及 命题 4.4 可 知 
P(TUSUB) 
=P(T) + P(S) + P(B) — P(TS) - P(TB) ~ P(SB) + P(TSB) 
_36+28+18—22-12-9+4_43 


N N 

因此 , 至 少 会 打 一 种 球 的 人 数 为 43 人 . E 

接 下 来 的 例子 不 但 有 一 个 很 让 人 吃惊 的 答案 , 而 且 在 理论 上 也 很 有 意义 . 

例 5m (配对 问题 ) 房间 里 有 N 人 参加 舞会 . 如 果 所 有 人 都 将 帽子 扔 到 屋 中 央 
混在 一 起 , 然后 每 人 再 随机 拿 一 个 帽子 . 求 以 下 事件 的 概率 ， 

(a) 没有 一 个 人 拿 到 自己 的 帽子 ， (b) 正好 大 个 人 拿 到 了 自己 的 帽子 . 

解 ，(a) 先 计算 至 少 有 一 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 . 记 互 ,i = 1,2,…: ,N 表示 
“第 i 人 拿 到 了 自己 的 帽子 ”. 这 样 , 由 命题 4.4, 至 少 有 一 人 拿 到 了 自己 的 帽子 的 概 
率 为 : 


Pp( U E:) -》 Pt — DP(Ei Bi,)+ 


?一 Z1<t2 
+(-1)"! P(E, Ei,...B,) 
<io<<in 

+ + (N+P(E Eo2... En) 
如 果 把 试验 结果 看 成 是 一 个 N 维 向 量 , 其 中 第 i 个 元 素 是 第 i 个 人 拿 到 的 帽子 编 
号 , 这 样 一 共有 NI 种 可 能 的 结果 , 例如 , 结果 (1, 2, 3,… , N) 表示 每 人 拿 到 的 都 是 
自己 的 帽子 . 进一步 , Bi, Bi,… Bi 表示 和 ,和 ,in 这 n 个 人 拿 到 的 是 自己 的 帆 
子 , 这 种 可 能 性 会 有 (N 一 n)(N 一 n 一 1)…3.2.1= (N 一 n)! 种 ,因为 剩 下 的 W-m 
个 人 , 第 一 个 人 有 N 一 n 种 选择 方法 , 第 二 人 有 N 一 n -1 种 选择 方法 , 依 此 类 推 . 
由 假定 知 N 个 人 的 N! 种 选择 都 是 等 可 能 的 , 因此 


N—n)! 
PlEi Pi Ei, ) = : 5 


又 因 2 cio<..<i, P(Bi Bis… i) 一 共 含有 人) 项 , 所 以 
pp MN _1 
DA En) = (N—n)lnlN! nl! 
将 上 式 代入 P(Uii Bi;) 的 公式 , 得 
出 1 1 1 
POUB) -1 


4 一 1 


2.5 等 可 能 结果 的 样本 空间 ”35 


因此 , 没有 一 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 为 : 


1 1 wl 


当 六 足够 大 时 , 上 值 约 等 于 e-! ~ 0.3678, 也 就 是 说 , 当 N 很 大 时 , 没有 一 人 拿 到 
自己 的 帽子 的 概率 接近 0.37( 有 多 少 读者 会 错误 地 认为 随 着 N 一 co 时 , 此 概率 值 
会 趋 近 1? ). 

(b) 下 面 计算 正好 有 个 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 . 先 假设 正好 是 前 & 个 人 拿 
到 自己 的 帽子 . 那么 这 种 可 能 数 与 “ 剩 下 的 n 一 k 个 人 随意 拿 帽 子 (从 剩 下 的 n 一 上 
个 帽子 中 拿 ) 但 是 没有 一 人 拿 到 自己 的 帽子 ”的 可 能 数 一 样 . 因为 


1 1 Nk 1 
1-1+357 ~- 31+ ‘++ (~1) [Cy 


是 mn 一 kk 个 人 从 他 们 自己 帽子 中 随意 选择 , 没有 一 人 拿 到 自己 的 帽子 的 概率 . 这 样 ， 
“ 剩 下 的 一 一 大 个 人 随意 拿 帽子 (从 剩 下 的 n 一 k 个 帽子 中 拿 ) 但 是 没有 一 人 拿 到 
自己 的 帽子 ”的 可 能 数 等 于 


1 
(Nh)! LE 1+ 机 


1 _ 1 
BT + | 


3 
因为 从 个 人 中 选 上 个 人 一 共有 (%) 种 可 能 , 所 以 , 正好 有 上 个 人 拿 到 自己 的 由 
子 的 可 能 数 为 


N 1 1 加 1 
人) -A)! 1 二 CD | 
因此 , 所 求 概率 为 
N 1 1 加 1 
(I) 6 四 | 
N! 
1 1 一 
1 “A 
k! 
当 和 够 大 时 ， 上 值 接近 el/k!. 数列 el/k!,k 一 0, 1,.…， 是 一 个 很 重要 的 数列 ， 因 
为 它 同 泊 松 分 布 有 关 , 这 些 将 在 第 4 章 介 绍 .! 


以 下 的 例子 展示 了 命题 4.4 的 又 一 个 应 用 : 

例 5n 10 对 夫妇 坐 成 一 圈 , 计算 没有 一 对 夫妻 坐 在 一 起 的 概率 . 

解 ， 记 Ei,i = 1,2,.… ,10 表示 第 i 对 夫妇 坐 在 一 起 , 因此 , 所 求 概率 为 1- 
P (Ul, E:). 


1. 参考 第 3 章 的 例子 , 这 个 问题 有 另 一 种 解法 . 
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由 命题 4.4， 
10 10 
P (U a = PE) +) PB Bi E,) 
1 一 1 1 一 1 i<i2o< in 


+ — P(EiE2... Eo) 


为 了 计算 P(E Fi。… i,), 先 注意 到 20 个 人 坐 成 一 圈 , 一 共有 19! 种 可 能 . 
(为 什么 ?) 对 于 指定 的 n 对 夫妇 , 在 排 位 时 , 为 使 这 ”对 夫妇 坐 在 一 起 , 先 把 每 一 对 
夫妇 看 成 一 个 整体 , 这 样 , 一 共有 20 一 n 个 对 象 , 在 圆桌 上 一 共有 (20-n 一 1)! 种 
排 位 的 方法 , 当 排 位 确定 以 后 , 这 n 对 夫妇 之 间 又 有 排 位 问题 , 是 男 左 女 右 还 是 男 
右 女 左 . 这 样 , 一 共有 2"(19 -- n)! 种 排 位 方法 , 我 们 得 到 


27(19—n)! 
P(E Bis Bi,) = gr 
再 由 命题 4.4, 可 以 得 到 至 少 有 一 对 夫妇 是 坐 在 一 起 的 概率 为 ， 
10\Yo1 18)! 710\ua(17)! 710\。3(16)1 lI0\uio 9! 
(269T-(2)20DT+ (3)206T- (0)2 “10)T ~ 0:6605 
这 样 , 所 有 的 妻子 都 不 坐 在 她 丈夫 旁边 的 概率 大 约 为 0.3395. 呈 


“ 例 5o (游程 ) 假设 某 个 赛季 过 后 , 田径 队 的 成 绩 为 n 胜 m 败 .通过 对 这 个 
输 和 说 的 序列 的 研究 , 可 望 得 到 关于 田径 队 的 潜力 的 进一步 的 信息 . 一 种 办 法 是 研 
究 输 和 赢 的 游程 的 规律 . 所 谓 赢 的 一 个 游程 就 是 指 赢 的 连续 序列 . 例如 , 如 果 nn = 
10,m = 6, 这 个 序列 为 WWLLWWWLWLLLWWWW, 其 中 W 为 赢 , L 为 输 . 那么 
这 里 有 4 个 赢 的 游程 , 第 一 个 游程 的 大 小 为 2, 第 二 个 游程 的 大 小 为 3, 第 三 个 游程 
的 大 小 为 1, 第 四 个 游程 的 大 小 为 4. 

现在 假定 这 个 球 队 有 n 次 说, m 次 输 . 假定 所 有 的 (n 十 m)!/(n!m!) 种 次 序 是 
等 可 能 的 . 我 们 希望 求 出 球 队 输赢 的 序列 具有 > 个 游程 的 概率 . 为 此 , 考虑 满足 条 件 
ZT1 十 … 十 zr 一 n 的 正 整 数 解 z1,… ,zx 所 组 成 的 向 量 . 现在 我 们 观察 , 有 多 少 个 输 
尺 序 列 满足 如 下 条 件 : (i) 具有 7 个 游程 , (i) 第 一 个 游程 的 大 小 为 z1,……… ,第 > 
个 游程 的 大 小 为 z.. 为 此 , 我 们 令 凡 为 第 一 个 赢 的 游程 以 前 输 的 次 数 , yo 为 第 一 
个 赢 的 游程 与 第 二 个 说 的 游程 之 间 输 的 次 数 ,……… ,yr+1 为 最 后 一 个 赢 的 游程 后 面 
输 的 次 数 . 这 些 y, 满足 

妇 十 2 十 十 Yryl1 = 二 21 过 0,yr+1 之 0 >07 王 2 ,7 
这 些 zi,y; 与 相应 的 序列 可 以 用 下 列 图 形 形 象 地 表示 : 
UL LWW WL LWW..W...WWL..L 


yl TX1 22 TX2 Tr Zr 二 1 


现在 可 以 数 一 数 , 对 于 固定 的 z1,… ,zr, 相应 输 序列 的 个 数 为 向 量 ( 轴 ，…… ,y+1) 
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的 个 数 , 其 中 刀 ,… ,yr+1 满足 前 面 所 提 到 的 约束 条 件 . 为 了 进一步 计算 输 序 列 的 
个 数 令 
1 二 91 十 1, i 一 2 一 2 ,TYr+l = Yr+l 十 1 
输 序列 的 个 数 变 成 满足 下 列 条 件 
克 十 多 十 十 芒 H1 二 到 十 2 
的 正 整 数 向 量 (页 ,… ,六 +1) 的 个 数 , 在 第 1 章 命题 6.1 中 , 指出 这 个 方程 的 正 束 
数 解 的 个 数 为 【"- ) .这样 , 具有 个 游程 的 输赢 序列 的 个 数 为 ("+ 1) 乘 以 


71 十 … 十 zr =n 的 正 整 数 解 的 个 数 . 再 一 次 利用 第 1 章 命题 6.1 的 结论 , 得 到 如 
下 结论 : 具有 " 个 赢 的 游程 的 输赢 序列 的 个 数 为 ("+ ，) (” 1) . 由 于 我 们 假定 


7 一 1 


人工 ”) 个 输赢 序列 是 等 可 能 的 , 故 


P{ 赢 的 游程 的 个 数 为 "} = ("了 )(*-)/(*+?) >1 


r—1 n 
例如 n = 8,m = 6 则 具有 7 个 赢 的 游程 的 概率 为 (7) (") / (2 = 1/429 . 此 处 假 


设 所 有 的 《8 ) 个 输赢 序列 是 等 可 能 的 . 现在 假定 这 个 队 的 输赢 结果 是 WLWLWI- 
WLWWLWLW.r = 7 发 生 的 概率 很 小 , 此 时 , 我 们 可 能 会 认为 输赢 的 概率 会 随 着 时 
间 变 化 , 往往 输 球 以 后 赢 球 的 概率 较 大 , 而 赢 球 以 后 输 球 的 概率 大 ， 排 球 比赛 中 容 
易 出 现 这 种 情况 , 因为 赢 球 以 后 , 保持 了 发 球 权 , 这 样 会 给 对 方 进攻 的 机 会 . 另 一 方 
面 , 若 输赢 的 结果 是 WWWWWWWWLLLLLL, 此 时 ，P{ 赢 的 游程 的 个 数 为 1} = 
(1)(0)/ (人 9 = 1/429. 这 种 情况 下 , 我 们 就 要 怀 左 球 队 的 状况 在 下 湖 . a 


“2.6 ”概率 : 连续 集 函 数 
一 列 事件 {En,n > 1} 称 为 递增 列 , 如 果 
EiCEC..CHECEt CC... 
反之 , 称 为 递减 列 , 如 果 
ED EOD B,D Err DD.: 


如 果 {En,n > 1} 是 递增 事件 列 , 定义 一 个 新 的 事件 , 记 为 im En, 如 下 : 


oo 
,aa En = U Ei 
i 二 


类 似 地 , 如 果 {EE。,n > 1} 是 递减 事件 列 , 那么 定义 jim En, 如 下 ， 
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跑马- 站 
?一 1 
现在 来 证 明 命题 6.1: 
命题 6.1 如 果 {En,n > 1} 是 递增 或 者 递减 事件 列 , 那么 


lim P(E,) = P( lim BE;) 
用 一 OO 有一 OO 


证 明 : 首先 假设 {5,n > 1} 是 递增 事件 列 , 并 且 定 义 事件 已 (nz > 1) 如 下 : 
n—l 
R=b F=E(U 已 ) =EE, n>l 
z=1 


此 处 用 到 了 UP EE; = En_1, 也 就 是 说 及 是 由 那些 属于 E 但 是 不 属于 Ei(i < n) 
的 元 素 组 成 . 显然 , 已 是 一 列 互 不 相 容 事 件 . 且 满 足 


R=UE 以 及 【j=|【 jE 对 任意 的 n>1 
i=l1 ?一 】 ?一 1 ?一 1 


(Da -2 人 a = 5 P(P) 利用 公理 3 


i=1 


n n n 
-i 2 P(E) = in, P (U a -7 (U 5 a En) 


i=1 i=1 


这 样 就 证 明了 {En,n > 1} 递增 事件 列 时 结论 是 成 立 的 . 
如 果 {n,n > 1} 是 递减 的 , 那么 {Bs,n > 1} 是 递增 的 , 因此 , 根据 上 面 结论 可 
得 到 
P (0 人 = lim P(E8) 
i=1 


由 UB? = (me B:) ,可 知 


P ( ( 站 5) | = lim P(E;) 
等 价 地 
1—P (A a) = lim[l— P(E,)]=1-— lim P(E,) 


人 <. 
ll 
~ 


也 即 
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这 样 就 证 明了 结论 . 

例 6a (概率 与 悖 论 ) 设想 有 个 无 限 大 的 坛子 , 以 及 无 限 个 编 了 号 码 1 2,3…. 
的 球 , 进行 以 下 的 试验 ; 

在 12 点 差 1 分 的 时 候 , 将 1 到 10 号 球 放 进去 , 并 把 10 号 球 拿 出 来 (假设 放 球 
和 拿 妹 的 时 间 忽 略 不 计 ); 

在 12 点 差 1/2 分 的 时 候 , 将 11 到 20 号 球 放 进 去 , 并 把 20 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/4 分 的 时 候 , 将 21 号 到 30 号 球 放 进 去 , 并 把 30 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/8 分 的 时 候 , .……… 

等 等 . 

问题 : 在 12 点 的 时 候 , 坛子 里 有 多 少 球 ? 

问题 的 答案 很 明显 : 12 点 钟 的 时 候 坛 子 里 有 无 限 个 球 . 因为 只 要 不 是 号 码 为 
10n,n > 1 的 球 , 都 将 在 12 点 前 放 进 去 , 并 且 不 会 被 取出 来 . 因此 , 如 果 试 验 是 这 样 
进行 的 话 , 问题 已 得 到 了 解决 . 

现在 换个 试验 : 

在 12 点 差 1 分 的 时 候 , 将 1 到 10 号 球 放 进 去 , 并 把 1 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/2 分 的 时 候 , 将 11 到 20 号 球 放 进 去 , 并 把 2 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/4 分 的 时 候 , 将 21 号 到 30 号 球 放 进 去 , 并 把 3 号 球 拿 出 来 ; 

在 12 点 差 1/8 分 的 时 候 , .………… 
等 等 . 新 的 试验 在 12 点 钟 的 时 候 坛 子 里 应 该 有 多 少 球 ? 

非常 奇怪 , 答案 是 在 12 点 的 时 候 , 坛子 里 一 个 球 也 没有 . 理由 是 , 任何 号 码 的 球 
在 12 点 前 都 将 从 坛子 里 取出 , 比如 号 码 为 n 的 球 , 在 差 (1/2)"-! 到 12 点 的 时 候 被 
取出 , 因此 , 对 于 任意 号 码 的 某 个 球 , 在 12 点 的 时 候 都 不 可 能 在 坛子 里 , 这 样 , 坛子 
就 是 空 的 . 

从 上 述 讨 论 可 以 看 出 , 取 球 的 方式 不 一 样 会 导致 结果 不 一 样 : 前 一 种 情况 , 只 
有 号 人 码 为 10n,n > 1 的 球 会 被 取出 来 , 但 在 后 一 种 情况 下 , 所 有 的 球 都 将 被 取出 来 . 

现在 设想 在 取 球 的 时 候 , 是 从 当前 所 有 球 中 随机 取出 , 也 即 : 

在 12 点 差 1 分 的 时 候 , 将 1 到 10 号 球 放 进 去 , 并 随机 取 一 个 球 出 来 ; 
等 等 . 这 种 情况 下 , 在 12 点 时 , 坛子 里 有 多 少 球 ? 

解 : 将 要 证 明 , 在 12 点 时 坛子 为 空 的 概率 为 1. 

首先 考虑 1 号 球 , 定义 En 表示 在 “进行 n 次 取 球 后 , 1 号 球 仍 在 坛子 里 ” 这 一 


事件 . 很 显然 : 9.18.27...(9n) 


~ 10.19.28...(9n+1) 
注意 到 在 经 历 n 次 取 球 后 , 如 果 1 号 球 仍 在 坛子 里 , 那么 第 一 次 取 球 有 9 种 可 


P(Er) 


能 , 第 2 次 取 球 有 18 种 可 能 (第 二 次 取 球 的 时 候 坛子 里 有 19 个 球 , 其 中 有 一 个 是 
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1 号 球 ), 等 等 . 这 样 ，12 点 钟 时 , 1 号 球 仍 在 坛子 里 这 一 事件 可 以 写 为 : 门 2 已， 
En(n >1) 为 递减 事件 列 , 根据 命题 6.1 可 知 ， 
P{12 点 时 1 号 球 仍 在 坛子 里 } 
_P (A 5 ] = lm P(E,)= [I (让 
n=1 


n=1 


现在 证 明 


于 (让 ij =0 
因为 /i 
II (wi) 一 在 ( 元 )| 
也 即 等 价 于 证 明 : 


因此 , 令 m 一 o0 且 利 用 半 吕 17 = oo 可 以 得 到 


让 1 
II ( 十 让) = oo 
因此 , 令 表示 “i 号 球 在 12 点 时 仍 在 坛子 里 ”这 一 事件 . 前 面 已 证 明 PR -0 
类 似 地 , 可 以 证 明 对 任意 5 P(P) = 0，( 比 如 , 同样 的 推理 可 以 证 明 对 任意 1 = 
11,12,.… ,20 有 P(F) = TI [9n/(9n 十 1)] = 0). 因此 , 12 点 时 坛子 非 空 的 概率 为 
已 (UP F), 利用 布尔 不 等 式 ( 见 自 检 习题 14) 可 得 : 


卫 (Ua) < YP(F) =0 
i=1 《一 
因此 , 在 12 点 时 , 坛子 为 空 的 概率 为 1. 国 
2.7 概率 : 确信 程度 的 度量 
本 文 兽 叙 述 : 一 个 事件 的 概率 , 是 指 在 重复 进行 其 个 试验 的 情况 下 对 该 事件 
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发 生 频率 的 一 种 度量 . 然而 , 概率 还 有 另外 的 用 处 . 比如 , 我 们 经 常 听 到 这 样 的 评论 ， 
“90% 的 可 能 是 莎士比亚 真 地 写 了 《哈姆雷特 》”,“ 奥 斯 瓦尔 德 独 自 上 暗杀 肯尼迪 总 
统 的 可 能 性 为 80%”, 这 又 作 何 解 释 ? 

最 自然 又 简单 的 解释 是 , 概率 是 人 们 对 自己 的 说 法 的 确信 程度 的 一 种 度量 , 也 
就 是 说 , 前 面 的 陈述 者 比较 确信 “ 奥 斯 瓦 尔 德 是 独立 行动 的 ”, 而 且 更 加 确信 “ 莎 士 
比 亚 写 了 《哈姆雷特 》”. 概率 作为 个 体 确信 程度 的 度量 这 种 解释 经 常 被 称 为 主观 
概率 (Subjective ). 

假设 “确信 程度 的 度量 ”满足 概率 的 所 有 公理 是 很 合情合理 的 . 比如 , 如 果 我 们 
有 70% 的 把 握 认为 是 莎士比亚 写 了 《凯撒 大 帝 》, 而 只 有 10% 的 把 握 认 为 作者 是 
马 洛 , 那么 我 们 应 该 有 80% 的 把 握 认 为 作者 是 莎士比亚 或 是 马 洛 . 因此 , 无 论 把 概 
率 解 释 为 确信 程度 的 度量 , 还 是 事件 发 生 的 频率 , 其 数学 属性 是 不 改变 的 . 

例 7a 假设 有 7 匹 马 参加 比赛 , 而 您 认为 1 号 马 和 2 号 马 各 有 20% 的 机 会 获 
胜 , 3 号 马 和 4 号 马 各 有 15% 的 机 会 , 其 余 3 匹 各 10% 的 机 会 . 如 果 进 行 同 等 赌注 
的 押 赌 , 是 赌 “ 获 胜 者 将 是 1,2,3 号 马 之 一 ”还 是 赌 “获胜 者 将 是 1,5,6,7 号 马 之 一 ” 
更 好 ? 

解 : 基于 对 比赛 结果 的 主观 认识 , 赌 第 一 种 赢 的 概率 是 , 0.2 十 0.2 十 0.15 = 0.55， 
而 第 二 种 是 0.2+ 0.1 +0.1+0.1 = 0.5, 因此 , 赌 第 一 种 更 好 . 本 

应 当 指 出 , 主观 概率 也 应 符合 概率 论 的 公理 . 但 实际 情况 并 非 如 此 . 例如 , 我 们 
向 某 人 了 解 对 天 气 的 看 法 时 , 经 常 提 这 样 的 问题 ， 

(a) 今天 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 

(b) 明天 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 

(c) 今明 两 天 都 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 

(d) 今天 或 明天 会 下 雨 的 可 能 性 是 多 少 ? 
这 个 人 经 过 考虑 , 很 可 能 会 给 出 下 面 的 答案 : 30%,40%,20%,60%. 显然 , 这 样 的 回答 
与 概率 论 的 公理 是 相 矛 盾 的 . 我 们 当然 希望 经 过 指出 这 种 错误 以 后 , 这 个 人 会 修正 
他 的 回答 , 因为 个 人 的 看 法 不 是 精确 计算 出 来 的 , 是 带 有 误差 的 . (一 个 可 能 可 以 接 
受 的 修正 是 : 30%, 40%,10%,60%.) 
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如 果 令 5 为 表示 某 个 试验 的 所 有 可 能 结果 的 集合 , 那么 5 称 为 该 试验 的 样本 
空间 .一 个 事件 就 是 5 的 一 个 子 集 . 如 果 hi,i = 1 …… ,n 为 一 系列 事件 , 那么 称 
Ui1 4i 为 这 些 事件 的 并 , 它 表示 至 少 包含 在 某 一 个 A; 里 的 所 有 结果 所 构成 的 事 
件 . 类 似 地 , 门 -1 4; 称 为 这 些 事件 的 交 , 有 时 也 记 为 41.… hn, 表示 包含 在 所 有 4; 
里 的 所 有 结果 所 构成 的 事件 . 
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对 任 一 事件 4, 定义 4e 由 那些 不 包含 在 4 里 的 所 有 结果 所 构成 的 事件 , 称 为 
4 的 对 立 事件 . 事件 5° 不 包含 任何 结果 , 记 为 C, 称 为 空 集 . 如 果 4B = gg, 那么 称 
4 和 B 互 不 相 容 . 

设 对 于 样本 空间 里 的 任 一 事件 4, 对 应 于 一 个 数 P(A4), 若 集合 函数 P(4) 满足 
以 下 条 件 , 则 称 P(4) 为 4 的 概率 ， 

(i) Og P(A)<1 

(i) P(S) =1 

(ii) 对 于 任意 互 不 相 容 事件 4i,i > 1 有 


Pp (U 4] = 5 P(A) 
i=1 i=1l1 
P(A4) 表示 试验 结果 包含 在 事件 4 里 的 概率 . 


容易 证 明 : 
P(A°)= 1— P(A) 
一 个 有 用 的 结果 : 
P(AUB)= P(A)+ P(B)— P(AB) 
可 以 推广 为 : 
P (d 和 4] 一 Sp(4,) 一 >》 》 P(4i4j)+ > > 》 P(4i4j4n) 
i=l1 i=1 i<j i<ij<k 


+ 十 (n+LP(C4 4n) 


如 果 5 是 有 限 集 , 且 其 中 每 个 结果 发 生 的 可 能 性 是 一 样 的 , 那么 
= 向 
加 
其 中 |E| 表示 事件 所 合 的 结果 数 
P(A4) 可 以 理解 为 频率 的 趋势 或 者 相信 程度 的 度量 


习 是 


1 一 个 盒子 里 有 3 个 弹 珠 , 红 、 绿 、 蓝 各 一 个 . 先 从 中 取出 一 个 , 再 放 回 , 然后 再 取出 一 个 ， 
试 描述 此 样本 空间 . 如果 不 放 回 呢 ? 

2. 连续 掷 一 枚 仍 子 , 直到 6 出 现 , 试验 停止 , 试 描述 此 样本 空间 . 令 为. 表示 “在 试验 停止 
时 “ 共 掷 了 n 次 ”, 那么 样本 空间 里 的 哪些 结果 包含 在 EB 里 (ULU; E。)“ 的 会 义 ? 

3. 据 两 枚 明子 , 令 已 表示 “ 散 子 点 数 之 和 为 奇数 ”, 令 正 表示 “至 少 有 一 个 民 子 点 数 为 
1”; 令 G 表示 “ 般 子 点 数 之 和 为 5”. 试 描述 事件 EF EU FFG, BF 和 EFG. 


10. 


11. 


12. 


习 题 各 


. A,B,C 三 人 轮流 掷 硬币 , 第 一 次 出 现 正面 朝 上 者 为 胜 . 我 们 用 0 表示 “正面 朝 下 ”, 1 表 


示 “ 正 面 朝 上 ”, 样本 空间 可 写 为 : 
{i ... 
S= 
0000... 
(a) 试 解释 此 样本 空间 ;  ”(b) 表述 以 下 事件 ， 
人 A 胜 了 ( 记 为 4); (DB 胜 了 ( 记 为 B); (ii) (AU B)*. 
在 该 试验 中 , 假定 A 先 掷 , B 后 掷 , 再 C 掷 , 接着 又 是 A 搓 .……… 循环 往复 . 


: 一 个 系统 包含 5 个 元 件 , 每 个 元 件 有 可 能 是 好 的 , 也 有 可 能 是 坏 的 . 用 向 量 (zt, ra, zs z4， 


75) 表示 各 个 元 件 的 状态 , 其 中 zi 二 1 表示 第 i 个 元 件 是 好 的 ,zi 二 0 表示 第 i 个 元 件 是 坏 的 . 

(a) 样本 空间 里 一 共有 多 少 个 结果 ? 

(b) 如 果 元 件 1 和 2 是 好 的 , 或 者 元 件 3 和 4 是 好 的 , 或 者 元 件 1, 3 和 5 都 是 好 的 , 那 
么 系统 工作 正常 . 令 W 表示 系统 工作 正常 , 写 出 W 包含 的 所 有 结果 . 

(c) 令 4 表示 元 件 4 和 5 都 是 坏 的 , 那么 4 里 一 共有 多 少 结果 ? 

(d) 写 出 事件 4W 包含 的 所 有 结果 . 


. 医院 管理 系统 对 前 来 治疗 的 受 枪 伤 病人 进行 编号 , 其 依据 为 是 否 买 了 保险 , 如 果 买 了 保 


险 , 则 记 为 1, 否则 记 为 0; 还 根据 他 们 的 身体 状况 , 如 果 良 好 , 就 记 为 9, 如 果 一 般 , 就 记 
(a) 给 出 试验 的 样本 空间 ; 

(b) 令 4 表示 “病人 病情 很 严重 ”, 列 出 4 里 的 所 有 结果 ; 

(c) 令 B 表示 “病人 没有 买 保险 ”, 列 出 B 里 的 所 有 结果 ; 

(d) 列 出 事件 B* U 4 里 的 所 有 结果 . 


.调查 一 个 业余 足球 队 里 15 名 球员 的 工作 , 是 蓝领 还 是 白领 , 还 有 政治 关系 , 是 共和 党 、 


民主 党 还 是 无 党 派 , 问 : 

(a) 样本 空间 一 共 多 少 结果 ? 

(b) “至 少 有 一 个 队员 是 蓝领 "有 多少 结果 ? 

(c) “队员 里 没有 人 是 无 党 派 人 士 ” 有 多 少 结果 ? 


: 设 事件 4 和 BB 互 不 相 容 , 且 P(4) = 0.3，P(B) = 0.5, 求 以 下 事件 的 概率 ， 


(a) 4 或 者 召 发生 ; (b) 4 发 生 但 B 不 发 生 ; (c) A 和 互 都 发 生 . 


. 某 零 售 店 既 接受 运通 卡 也 接受 维 萨 卡 . 它 的 顾客 中 有 24% 的 人 持 有 运通 卡 , 61% 的 顾 


客 持 有 维 萨 卡 ,11% 的 顾客 持 有 两 种 卡 , 癌 至 少 持 有 一 张 卡 的 人 数 百分比 . 

某 个 学 校 60% 的 学 生 既 不 戴 耳 环 , 也 不 戴 项 链 ，20% 的 学 生 戴 耳环 , 30% 的 学 生 戴 项 
链 . 如 果 随 机 挑 一 个 学 生 , 求 符合 以 下 条 件 的 概率 : 

(a) 戴 耳 环 或 者 项 链 ， (b) 既 戴 耳环 也 戴 项 链 . 

美国 男性 中 有 28% 的 人 抽烟 , 7% 的 人 抽 雪 茵 ,5% 的 人 嗓 抽 烟 也 抽 雪 茄 . 

(a) 既 不 抽烟 也 不 抽 雪 茹 的 人 的 百分比 是 多 少 ? 

(b) 只 抽 雪 茄 但 不 抽烟 的 人 的 百分比 是 多 少 ? 

某 个 小 学 有 三 个 语言 班 , 一 个 是 西班牙 语 班 , 一 个 是 法 语 班 , 另 一 个 是 德语 班 . 这 些 语 
言 班 对 学 校 里 的 100 个 学 生 开 放 . 其 中 , 有 28 人 参加 西班牙 语 班 ; 有 26 人 参加 法 语 班 ; 
有 16 人 参加 德语 班 ; 有 12 人 既 参 加 西班牙 语 班 也 参加 法 语 班 ; 有 4 人 既 参 加 西班牙 
语 班 也 参加 德语 班 ; 有 6 人 既 参 加 法 语 班 也 参加 德语 班 ; 另外 , 有 2 人 三 个 班 都 参加 . 


机] 
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(a) 随机 选 一 名 学 生 , 他 (或 她 ) 不 参加 任何 班 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 随机 选 一 名 学 生 , 他 (或 她 ) 怡 好 参加 一 个 班 的 概率 是 多 大 ? 
(c) 随机 选 两 名 学 生 , 其 中 至 少 有 一 人 参加 语言 班 的 概率 是 多 大 ? 
某 个 人 口 规模 为 100 000 的 城镇 有 三 份 报纸 I、II 和 III , 以 下 是 对 读 报 人 群 比例 的 调 
查 结果 : 

I: 10% ; I 和 II: 8%; I,II 和 III: 1%; 

1: 30%; I 工 和 HI: 2%; III : 5%; ”II 和 III, 4%. 

(比如 , 有 8 000 人 读 报 纸 1 和 II) 
(a) 求 出 仅仅 读 一 份 报纸 的 人 数 ; (b) 至 少 读 两 份 报纸 的 人 数 ; 
(c) 如 果 工 和 III 是 早报 , 而 II 是 晚报 , 那么 至 少 读 一 份 早报 和 一 份 晚报 的 人 数 为 多 少 ? 
(d) 有 多 少 人 不 读 报纸 ? (e) 有 多 少 人 仅 读 一 份 早报 和 一 份 晚报 ? 
对 某 份 杂志 的 1 000 名 订阅 者 的 调查 给 出 了 如 下 数据 : 考虑 到 他 们 的 工作 、 婚 姻 和 教 
育 状况 , 有 312 名 专业 人 员 , 470 名 已 婚 人 士 , 525 名 大 学 毕业 生 , 42 名 大 学 毕业 的 专业 
人 员 , 147 名 已 婚 大 学 毕业 生 ，86 名 已 婚 专 业 人 员 , 25 名 已 婚 且 大 学 毕业 的 专业 人 员 . 
证 明 这 些 数 据 是 不 正确 的 . 
提示 : 令 M,W 和 G 分 别 表示 专业 人 员 、 已 婚 人 士 及 大 学 毕业 生 的 集合 . 假定 随机 
地 从 这 1 000 人 当中 选择 一 人 , 利用 命题 44 来 证 明 ， 如 果 上 述 数 据 是 正确 的 , 那么 
P(MUWUG)>1. 
从 52 张 牌 里 随机 取 5 张 , 求 以 下 事件 概率 ; 
(a) 同 花 (也 即 5 张 牌 同一 花色 ); 
(b) 一 对 (5 张 牌 为 wap cd 形式 (点 数 ), 其 中 a,5,c,d 各 不 相同 ); 
(c) 两 对 (5 张 牌 为 a,a,b, b,c 形式 , 其 中 ,b,c 各 不 相同 ); 
(d) 三 张 一 样 (5 张 牌 为 a,a,a, b,c 形式 , 其 中 a,5b,c 各 不 相同 ); 
(e) 四 张 一 样 (5 张 牌 为 a,a,a,a,b 形式 , 其 中 a,5 不 相同 ). 
同时 掷 5 枚 般 子 , 证 明 ， 
(a) P{ 每 枚 都 不 一 样 } = 0.0926;”(b) P{ 一 对 } = 0.4630; 
(c) P{ 两 对 } = 0.2315; (d) P{ 三 面 一 样 } = 0.1543; 
(e) P{ 福 尔 罕 斯 } = 0.0386; (f) P{4 枚 一 样 } = 0.0193; 
(g) P{5 枚 一 样 } = 0.0008. 
如 果 8 个 车 随机 地 放 在 国际 象棋 棋盘 上 , 求 没有 一 对 能 互 扣 的 概率 ， 也 即 求 任 何 一 行 或 
一 列 译 多 只 有 一 个 车 的 概率 . (国际 象棋 盘 有 8 x 8 = 64 格 ， 棋子 放 在 格 内 ) 
从 一 副 洗 好 的 扑克 牌 里 随机 挑 两 张 , 恰好 配 成 “ 黑 杰 克 ” 的 概率 是 多 大 ? (所 谓 “ 黑 杰 
克 ”, 也 即 其 中 有 张 “A”, 另 一 张 是 10，“J” ,“Q”,“K” 中 任 一 张 .) 
两 个 同样 的 角 子 , 各 有 两 面 涂 成 了 红色 , 两 面 涂 成 了 蓝 色 ， 一 面 涂 成 了 黄色 , 剩 下 一 面 涂 
成 了 白色 . 同时 掷 这 两 枚 般 子 , 问 出 现 同一 种 颜色 的 概率 是 多 大 ? 
假设 某 赌 徒 正 在 和 庄家 玩 二 十 一 点 , 对 于 一 副 洗 好 的 扑克 牌 ， 赌 徒 和 庄家 都 分 不 到 “ 黑 
杰克 ”的 概率 是 多 大 ? (每 人 分 配 到 2 张 牌 ) 
一 个 小 型 社区 由 20 个 家 庭 组 成 , 其 中 只 有 一 个 小 孩 的 家 庭 有 4 个 , 有 2 个 小 孩 的 家 庭 有 8 
个 , 有 3 个 小 孩 的 家 庭 有 5 个 , 有 4 个 小 孩 的 家 庭 有 2 个 , 有 5 个 小 孩 的 家 庭 有 1 个 . 
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习 题 全 5 


(a) 如 果 随 机 选取 一 个 家 庭 , 它 有 i 个 孩子 的 概率 是 多 大 ? i = 1,2,3,4,5. 

(b) 如 果 随 机 选取 一 个 孩子 , 孩子 来 自 有 i 个 孩子 的 家 庭 的 概率 是 多 大 ? i = 1 2, 3, 4, 5. 
对 于 n 张 扑 克 牌 , 有 一 种 洗 牌 技术 ; 对 于 任何 一 副 没 洗 的 牌 , 考虑 第 一 张 , 搓 一 枚 硬币 ， 
如 果 硬币 出 现 的 是 正面 , 那么 这 张 牌 仍 留 原 位 , 如 果 硬 币 是 反面 , 那么 将 这 张 牌 放 到 最 
后 一 张 , 接着 考虑 第 二 张 牌 的 位 置 变换 ， 其 规则 与 第 一 张 牌 的 相同 硬币 搓 了 ” 次 后 ， 
就 完成 了 一 轮 洗 牌 . 比如 , 设 n = 4 牌 最 初 的 顺序 为 1,2,3,4, 如 果 硬 币 的 顺序 为 正面 、 
反面 、 反 面 、 正 面 , 那么 最 后 牌 的 顺序 为 , 1 4, 2,3. 假设 所 掷 硬币 是 均匀 的 , 且 各 次 结 
有 果 相 互 独立 , 问 经 过 一 轮 洗 牌 后 仍 保持 原来 次 序 的 概率 有 多 大 ? 

同时 阐 两 枚 均匀 骨 子 , 问 第 二 枚 般 子 的 点 数 大 于 第 一 枚 仍 子 的 点 数 的 概率 是 多 大 ? 
同时 掷 两 枚 般 子 , 援 子 点 数 之 和 为 i 的 概率 是 多 大 ?并 求 出 i = 2,3,… ,11, 12 时 的 值 
同时 掷 两 枚 般 子 , 直到 通 子 点 数 之 和 为 5 或 者 7 出 现 , 求 和 为 5 先 出 现 的 概率 . 

提示 : 令 En 表示 第 ”次 掷 般 子 出 现 和 为 5, 但 此 前 ”- 1 次 当中 既 不 出 现 和 为 5, 也 
不 出 现 和 为 7, 计算 P(En) 且 证 明 2 P(E) 就 是 题目 所 求 概率 . 

Crap 赌博 规则 如 下 : 其 中 一 人 先 掷 两 枚 般 子 , 如 果 和 为 2,3 或 者 12, 那么 他 便 输 了 ; 如 
果 和 为 7 或 者 11, 那么 他 便 赢 了 . 如 果 和 为 其 他 , 那么 由 他 继续 搓 骨 子 , 一 直到 第 一 次 
掷 出 的 和 数 再 次 出 现 , 或 者 出 现 和 为 7. 若 出 现 的 是 7, 则 他 输 了 , 若 出 现 的 是 第 一 次 撕 
出 的 和 数 , 则 他 赢 了 . 求 他 赢 的 概率 . 

提示 令 为 表示 第 一 次 掷 朋 子 所 得 点 数 和 为 ? 且 取 得 了 胜利 ， 那么 所 求 概率 为 
站 22 (Bi)， 为 了 计算 P(B)， 定义 Bin 表示 事件 “第 一 次 和 为 i 有 在 第 n 次 取得 
了 胜利 ”. 证 明 P(Ei) = 2% | P(EBin) 

坛子 里 有 3 个 红 球 和 7 个 黑 球 , 玩家 4 和 B 从 坛子 里 交替 拿 球 , 直到 有 人 拿 到 了 红 球 ， 
求 4 取 到 了 红 球 的 概率 . (假设 4 先 取 球 , 然后 B 再 取 , 接 下 来 又 是 4 取 , 等 等 , 并 假 


设 球 取出 来 后 不 放 回 . ) 
一 个 坛子 里 有 5 个 红 球 、6 个 蓝 球 和 8 个 绿 球 . 如 果 随 机 取 3 个 球 , 问 以 下 事情 的 概率 ; 
(a) 三 个 球 同 一 种 颜色 ; (b) 三 个 球 不 同 的 颜色 . 


假设 取 球 后 , 记 下 其 颜色 , 然后 再 放 回 坛 内 | 这 就 是 所 谓 的 有 放 回 抽样 (Sampling with 
relacement)], 重新 计算 以 上 事件 的 概率 . 

坛子 里 有 ”个 白 球 和 m 个 黑 球 , 其 中 和 mm 都 是 正 数 . 

(a) 随机 取 两 个 球 , 问 它 们 是 同一 种 颜色 的 概率 ? 


(b) 从 坛子 里 随机 取 一 个 球 , 然后 放 回 再 第 二 次 取 球 , 求 取出 的 两 个 球 为 同一 种 颜色 的 概率 . 


(c) 证 明 (b) 的 概率 始终 大 于 (a) 的 概率 . 

两 所 学 校 的 棋 类 俱乐部 分 别 有 8 和 9 名 棋 手 , 每 个 俱乐部 各 随机 选 4 名 参加 两 校 间 的 
对 抗 赛 ， 选 出 来 的 棋 手 随机 地 和 另 一 俱乐部 选 出 来 的 棋 手 进行 两 两 配对 下 棋 ， 假设 丽 
贝 卡 和 妹妹 埃 莉 斯 分 别 在 这 两 校 的 棋 类 俱乐部 , 求 以 下 事件 的 概率 ， 

(a) 丽 贝 卡 和 埃 莉 斯 正好 配 成 一 对 (b) 丽 贝 卡 和 埃 莉 斯 都 被 选 出 , 但 是 她 们 不 下 棋 ; 
(©) 她 俩 入 只 有 一 个 被 选 出 代表 学 校 参 赛 . 

一 个 3 人 篮球 队 包 括 1 个 后 卫 , 工 个 前 锋 , 1 个 中 锋 . 

(a) 如果 从 3 个 这 样 的 篮球 队 里 分 别 选 一 人 , 正好 可 以 组 成 一 个 新 篮球 队 的 概率 是 多 大 ? 


45， 


46. 


47. 
48. 
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(b) 选 出 来 的 3 人 是 打 同 一 位 置 的 概率 是 多 大 ? 


: 一 个 小 组 有 2。 个 男孩 ,9 个 女孩 , 按 随 意 顺 序 站 成 一 排 一 也 即 ， (5 十 9)! 种 排列 种 任 


一 种 都 是 等 可 能 的 , 试问 , 第 i 个 位 置 (1 < i < b+ g) 站 的 正好 是 女孩 的 概率 . 


“ 树林 里 有 20 只 廉 鹿 , 捉 住 其 中 5 只 , 贴 上 标签 , 然后 再 放 回 . 一 段 时 间 后 , 再 捉 住 4 只 


糜 鹿 . 其 中 有 两 只 贴 了 标签 的 概率 是 多 大 ? 此 处 做 了 什么 样 的 假设 ? 


. 据 报道 , Yarborough 二 志 曾 经 用 1000 比 1 的 赌注 打赌 一 个 桥牌 手 里 的 13 张 牌 里 至 


少 有 一 张 牌 是 10 或 者 更 大 (所 谓 更 大 意味 着 是 10, 或 者 “J”,“Q”,“K”, 和 “A” ). 
如 今 , 一 手 牌 里 如 果 没 有 一 张 10 以 上 的 牌 , 就 称 为 Yarborough. 问 随机 发 的 一 手 牌 是 
Yarborough 的 概率 是 多 大 ? 


， 30 名 精神 病 专家 和 24 名 心理 学 家 参加 某 个 会 议 , 现在 要 从 这 54 人 当中 随机 抽取 3 名 


参加 小 组 讨论 , 问 至 少 有 一 个 心理 学 家 的 概率 ? 


.从 52 张 牌 里 随机 取 2 张 , 求 以 下 事件 概率 : 


(a) 都 是 “A>”; (b) 点 数 相同 . 


“老师 给 班 里 学 生 留 了 10 道 习题 , 并 上 且 告诉 他 们 期 末 考 试 就 是 从 中 随机 选择 5 道 , 如 果 


有 个 学 生 解 出 了 其 中 7 道 , 求 以 下 事件 概率 ; 
(a) 他 (她 ) 能 解 出 所 有 的 5 道 考 试题 ; (b) 至 少 能 解 出 其 中 4 道 . 


. 抽 履 里 有 n 只 袜子 , 其 中 3 只 红 的 . 如 果 随 机 取 两 只 袜子 , 同 为 红色 的 概率 为 1/2, 试问 


n 为 多 大 ? 


- 城镇 里 有 5 个 旅馆 , 某 天 有 3 人 入 住 旅馆 , 问 正好 住 进 不 同 旅馆 的 概率 是 多 大 ? 其 中 做 


了 什么 样 的 假设 ? 


.城镇 里 有 4 人 修理 电视 机 , 现在 有 4 台 坏 电视 机 , 问 正好 有 ii = 1, 2, 3,4) 人 被 要 求 参 


与 修理 的 概率 ? 其 中 做 了 什么 样 的 假设 ? 


， 掷 一 枚 般 子 4 次 , 至 少 出 现 一 次 6 的 概率 是 多 大 ? 
连续 掷 两 枚 般 子 n 次 , 计算 双 6 至 少 出 现 一 次 的 概率 . 要 想 此 概率 大 于 或 等 于 1/2, m 


至 少 要 多 大 ? 


(a) 包含 A 和 B 在 内 的 N 个 人 随机 的 排 成 一 排 , 问 A 和 B 紧 挨 着 的 概率 是 多 大 ; 


(b) 如 果 是 随机 的 排 成 一 圈 , 那么 这 个 概率 是 多 大 ? 


. 有 A,B,C,D,E 五 人 , 站 成 一 排 , 假设 每 种 顺序 都 是 等 可 能 的 , 求 以 下 事件 概率 ; 


(a) A 和 B 之 间 恰 好 有 一 个 人 ; (b) A 和 B 之 间 恰 好 有 两 个 人 ; 

(c) A 和 日 之 间 恰 好 有 三 个 人 . 

有 位 妇女 有 n 把 钥匙, 其 中 有 一 把 能 打开 房 门 . 

(a) 她 随机 地 用 钥匙 开房 门 , 如 果 打 不 开 , 就 换 一 把 钥匙 (钥匙 不 重复 试用 ), 请 问 正好 
在 第 上 次 成 功 打 开房 门 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 如 果 乌 匙 可 重复 试用 , 这 时 (a) 中 问题 的 概率 是 多 大 ? 

需要 多 少 人 , 才能 保证 其 中 至 少 有 两 人 同一 月 份 过 生日 的 概率 大 于 1/2? 假设 每 个 月 的 

可 能 性 是 一 样 的 . 

房间 里 有 12 个 人 , 求 没有 两 人 在 同一 月 份 出 生 的 概率 . 

有 20 人, 求 如 下 事件 的 概率 , 12 个 月 当中 , 其 中 4 个 月 每 月 均 有 2 人 过 生日 , 而 男 有 4 

个 月 每 月 均 有 3 人 过 生日 . 
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理论 习题 47 


6 个 男人 、6 个 女人 随机 地 分 成 2 组 , 每 组 6 人 , 求 两 组 的 男人 数 正好 一 样 的 概率 . 
在 桥牌 比赛 中 , 计算 你 有 5 张 黑 桃 , 而 搭档 正好 有 8 张 黑 桃 的 概率 . 
n 个 球 随机 地 放 到 NN 个 房间 , 设 N” 种 结果 每 种 都 是 等 可 能 的 , 试 求 第 一 个 房间 恰 有 


m 个 球 的 概率 . 
衣柜 里 有 10 双 鞋 , 随机 拿 8 只 , 问 如 下 事件 的 概率 : 
(a) 一 双 鞋 都 没有 . (b) 正 好 有 一 双 鞋 


如 果 4 对 夫妇 坐 成 一 排 , 试 求 没有 夫妇 坐 在 一 起 的 概率 . 

计算 桥牌 比赛 中 有 一 家 至 少 缺 一 套 花 色 的 概率 , 注意 此 答案 并 不 是 (4) (33) / (32) 为 什么 ? 
提示 : 利用 命题 44. 

一 手 牌 13 张 , 求 以 下 事件 概率 . (a) 有 同一 花色 的 “A” 和 “K”.(b) 有 同一 个 点 数 的 四 张 
有 两 人 玩 以 下 游戏 : A 从 图 2.6 中 所 示 的 三 个 轮 盘 中 选择 一 个 , 然后 B 在 剩 下 的 两 个 
中 选择 一 个 、 接 着 两 人 分 别 转动 各 自选 中 的 轮 盘 , 轮 盘 最 后 所 停 的 位 置 下 方 区 域 里 的 
数字 大 者 获胜 . 假定 每 个 轮 盘 停 在 三 个 区 域 是 等 可 能 的 . 如 果 是 你 , 你 会 选择 是 A 还 是 
B? 并 解释 原因 . 


< > > < 


图 2.6 习题 56 图 


理论 习题 


. 证 明 : EFCECEUF. 
. 证明: 如 果 巨 CF, 那么 Fe c 五. 


证 明 : = FEUFE* 和 EUF= EUE°F. 


. 证 明 : (UE Ei)F 二 UY BiF 以 及 ( 2 已) UF= /2(B;UF). 
:对 任 一 系列 事件 1, 2,…, 定义 一 列 两 两 不 相交 事件 ,局 ,… (如 i 关 j 则 五 = 2) 


使 得 对 任何 n> 1 有 


Ua=Us 
“ 设 已 五 G 为 三 个 事件 , 写 出 如 下 事件 的 表达 式 ， 
(a) 仅仅 万 发生; (b) 已 和 G 都 发 生 , 但 FF 不 发 生 ; (c) 至 少 有 一 个 事件 发 生 ; 
(d) 至 少 有 两 个 事件 发 生 ; (e) 三 个 事件 都 发 生 ; 介 一 个 事件 都 不 发 生 ; 
(g) 最 多 一 个 事件 发 生 ; (pb) 最 多 两 个 事件 发 生 ; ( 正好 两 个 事件 发 生 ; 


(0) 最 多 三 个 事件 发 生 . 


.化 简 下 列表 达 式 ， 


本 ] 
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(a) (EUF)N(EUF'); (b) (EUF)(E:UF)(EUF'); (ce) (BUF)(FUG). 


给 定 集合 5, 如 果 存 在 一 列 互 斥 非 空子 集 S1, 52,… ,Sk(k > 0), 满足 US; = 5, 那么 


称 {S1, 52,.… ,Sk} 为 5 的 一 个 分 割 (partition). 令 T 表示 集合 {1,2,… ,n} 的 不 同 分 
割 的 总 数 , 因此 , 五 = I( 表 示 仅仅 一 个 分 割 51 = {1)), T2 = 2( 表 示 两 个 分 割 : {{1, 2}} 
和 {{1}, {2}}). 

(a) 证 明 ; 及 = 5, 丈 = 15. 

(b) 证 明 : 


T=1+1y (TT To =1t )» (Tn 
k=1 大 一 1 


并 利用 此 公式 计算 Tio. 
提示 ; 在 (n 十 1) 个 元 素 中 选 定 一 个 元 素 , 称 为 特殊 元 素 . 并 将 分 割 分 类 , 分 割 中 若 含有 
符 殊 元 素 , 这 个 子 集 称 为 特殊 子 集 . 共有 相同 特殊 子 集 的 分 割 形 成 一 子 类 , 再 将 每 一 个 
子 类 所 含 分 割 数 加 起 来 , 就 得 到 Ts+1. 


. 设 一 个 试验 的 样本 空间 为 5, 将 试验 重复 n 次 , 对 样本 空间 5S 里 的 任 一 事件 EE, 令 n(EE) 


表示 n 次 事件 中 巨 发 生 的 次 数 , 定义 FE) = n(E)/n. 证 明 f(-) 满足 公理 1, 2, 3. 
证 明 : P(EUFUG)= P(E)+ P(F)+ P(G) - P(E°FG)— P(EF°G)— P(EFG°) — 
2P(EFG). 

如 果 P(E) = 0.9, P(F) = 0.8, 证 明 P(EF) > 0.7. 更 一 般 地 , 证 明 Bonferroni 不 等 式 ; 


P(EF) > P(E)+ P(F)-1 


证 明 : 已 和 王 恰 好 只 有 -个 发 生 的 概率 为 P(E) + P(E) 一 2P(EF). 
证 明 : P(BFe) = P(E) ~ P(EF). 

用 数学 归纳 法 证 明 命题 4. 4. 

一 个 坛子 里 有 M 个 白 球 和 N 个 黑 球 , 随机 取 7 个 , 问 恰好 取 到 k 个 白 球 的 概率 是 多 少 ? 
将 Bonferroni 不 等 式 推广 到 n 个 事件 的 情形 , 也 即 证 明 ， 


P(EBiB2... En) > P(B) 二 十 P(B) 一 (一 1 
考虑 例 5m 中 的 匹配 问题 . 令 4w 表示 N 个 人 都 不 选 自己 帽子 的 方法 数 , 指出 
Anw = (N— 1)(An-1+ An_2) 


结合 边界 条 件 41 = 0, 4z = 1 可 以 递 推 地 求 出 4w. 最 后 , 没有 人 拿 到 自 己 帽 子 的 概率 
为 An/N!. 

提示 : 可 将 NN 个 人 都 不 选 自己 帽子 的 方法 分 类 , 指定 其 中 一 个 人 , 称 为 “ 老 王 * , 老 王 
选 定 了 一 项 别人 的 帽子 , 这 样 就 把 选 帽 子 的 方法 按 老 王选 定 的 帽子 的 不 同 分 成 (N—1) 
类 , 设 老 王选 定 了 另 一 个 人 ( 老 张 ) 的 帽子 , 现在 有 一 个 特殊 的 人 ( 老 张 , 他 已 经 没有 自 
己 的 帽子 可 选 ), 以 及 一 个 特殊 的 帽子 ( 老 王 的 帽子 ), 再 将 剩 下 的 N -~ 1 人 都 不 选 自己 
帽子 的 方法 分 成 两 类 ， 一 类 是 特殊 人 选 了 特殊 的 帽子 ， 一 类 是 特殊 人 不 选 特殊 的 帽子 ， 
分 别 计算 两 类 中 的 方法 数 , 就 可 以 导出 所 得 的 公式 . 


自 检 习题 ”49 


18. 令 户 表示 挪 一 枚 硬币 n 次 且 从 不 出 现 连 续 正面 的 可 能 结果 数 , 证 明 : 
fr = fn-i + fn-2 n 之 2, 其 中 如 二 1, 刻 三 2 


提示 : 按 第 一 次 撞 硬 币 的 结果 将 可 能 的 试验 结果 分 成 两 类 , 一 类 是 反面 朝 上 , 另 一 类 是 
正面 朝 上 , 分 别 对 两 类 结果 计数 . 车 P, 表示 次 掷 硬币 的 结果 中 不 会 连续 出 现 正面 的 
概率 , 在 搓 ” 枚 硬币 的 各 种 结果 为 等 可 能 情况 下 , 找 出 Pn 与 户 之 关系 , 并 计算 Pio. 
19. 一 个 坛子 里 有 n 个 红 球 , m 个 蓝 球 , 从 中 一 个 一 个 取 球 , 一 直到 取 了 r(r < n) 个 红 球 为 
止 . 求 此 时 正好 取出 个 球 的 概率 是 多 少 ? 
提示 : 正好 取出 个 球 这 一 事件 等 价 于 第 & 次 取出 红 球 , 且 前 一 1 次 取出 > 一 1 个 红 球 . 
20. 设 有 一 个 试验 , 其 样本 空间 包含 可 数 个 结果 , 试 证 明 不 可 能 所 有 可 能 结果 发 生 的 概率 都 
一 样 . 有 没有 这 样 的 可 能 性 : 所 有 的 可 能 结果 发 生 的 概率 均 为 正 数 ? 
”21. 在 例 5o 中 , 讨论 了 在 ”次 赢 和 rm 次 输 的 次 序 是 随机 的 情况 下 , 关于 赢 的 游程 的 数目 的 
概率 计算 问题 . 现在 考虑 全 部 游程 的 个 数 ( 赢 的 游程 的 数目 加 上 输 的 游程 的 数目 ), 证 明 : 


(RE) (RI) 


P{2k 个 游程 } = 2 
(> 
n 
— ly/n~1l 一 1 一 1 
Dr + 
P{2k + 1 个 游程 } = 
(™ 十 ") 
也 
自 检 习题 
1. 咖啡 馆 有 主 菜 , 主食 和 甜点 三 道 供 餐 , 可 选择 如 下 : 
种 类 选 择 
主 菜 鸡肉 或 烤 牛 肉 
主食 面 、 米 饭 或 土豆 
甜点 冰淇淋 、 果 冻 、 华 果酱 或 桃子 


客人 在 每 个 种 类 中 选择 一 种 . 
(a) 样本 空间 里 一 共有 多 少 个 结果 ? 

(b) 令 4 表示 “选择 冰淇淋 ”，4 里 一 共有 多 少 结果 ? 

(c) 令 B 表示 “ 选 了 鸡肉 ”, B 里 一 共 多 少 结果 ? 

(d) 列举 事件 4B 里 所 有 结果 ; 

(e) 令 C 表示 “ 选 了 米饭 ”, C 里 一 共有 多 少 结 果 ? 

(f) 列举 事件 4BC 所 含 的 所 有 结果 . 

2. 时 装 店 里 来 了 一 位 顾客 , 已 知 他 买 西装 的 概率 为 0.22, 买 衬衫 的 概率 为 0.30, 买 领带 的 
概率 为 0.28, 既 买 西装 又 买 衬衫 的 概率 为 0.11, 既 买 西装 又 买 领带 的 概率 为 0.14, 既 买 
材 衫 又 买 领带 的 概率 为 0.10, 三 者 都 买 的 概率 为 0.06. 求 以 下 事件 的 概率 : 

(a) 一 样 都 不 买 ; (b) 正 好 买 一 样 . 


50 


3. 
4. 


[es 


= 


名 


ww 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15., 
16. 


17., 


第 2 章 概率 论 公理 化 


随机 发 一 副 牌 , 第 14 张 是 “A” 的 概率 是 多 少 ? 第 14 张 才 出 现 “A” 的 概率 又 是 多 少 ? 
令 4 表示 “洛杉矶 的 城中 气温 为 70"F”, 邻 B 表示 “纽约 的 城中 气温 为 70°F”, 再 令 
C 表示 “洛杉矶 和 纽约 的 城中 气温 较 高 者 为 70°"F”. 如 果 P(4) = 0.3, P(B) = 0.4, 且 
P(C) = 0.2, 求 “洛杉矶 和 纽约 的 城中 气温 较 低 者 为 70°F” 发 生 的 概率 . 


.一 副 洗 好 的 牌 共 52 张 , 求 最 上 面 4 张 是 以 下 情况 的 概率 : (a) 不 同 点 数 ; (b) 不 同 花 色 . 
: 坛子 A 里 有 3 个 红 球 和 3 个 黑 球 , 而 坛子 B 里 有 4 个 红 球 和 6 个 黑 球 , 从 两 个 坛子 里 


各 取 一 球 , 正好 是 同一 种 颜色 的 概率 是 多 少 ? 


… 某 个 州 发 行 一 种 彩票 , 彩民 要 从 1 到 40 个 数 里 选 8 个 . 最 后 , 组 委 会 也 从 这 40 个 数 里 


选 8 个 作为 中 奖 数字 , 假定 (4 ) 种 结果 都 是 等 可 能 的 , 求 以 下 事件 的 概率 : 
(a) 彩民 猜 中 了 8 个 数字 ，(b) 彩民 猜 中 了 7 个 数字 ，(c) 彩 民 至 少 猜 中 了 6 个 数字 . 


， 从 3 名 一 年 级 新 生 、4 名 二 年 级 学 生 、5 名 三 年 级 学 生 、3 名 毕业 班 学 生 里 随机 选择 4 


人 组 成 委员 会 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 委员 会 中 每 个 年 级 恰好 一 个 人 ; 

(b) 委员 会 由 两 个 二 年 级 学 生 和 两 个 三 年 级 学 生 组 成 ; 
(c) 委员 会 仅 由 二 年 级 或 三 年 级 学 生 组 成 . 


对 于 有 限 集 4, 令 N(4) 表示 集合 4 里 元 素 的 个 数 . 


(a) 证 明 , N(AUB)=N(4)+ N(B) - N(4B) 
(b) 更 一 般 地 , 证 明 : 


N 四 4] = NA)— DD NGAA) t+ ("NGA 4n) 
赛马 比赛 有 6 匹 马 , 编 为 1, 2, 3, 4 5, 6 号 . 样本 空间 由 6! 种 可 能 的 比赛 结果 组 成 . 令 
4 表示 “1 号 马 跑 在 前 3 名 ”, 令 B 表示 “2 号 马 跑 第 二 名 ”, 那么 4U B 一 共 包含 多 
少 个 结果 ? 

从 一 副 洗 好 的 52 张 牌 里 取 5 张 , 每 个 花色 至 少 有 一 张 的 概率 是 多 大 ? 

复 球 队 有 6 名 前 场 队员 和 4 名 后 场 队员 , 现在 要 随机 两 两 配对 分 宿舍 ， 问 正好 有 两 间 
宿舍 由 前 场 队员 和 后 场 队员 合 住 的 概率 是 多 大 ? 

某 人 从 “R E SE RV E>” 中 随机 挑选 一 个 字母 , 再 从 “V E R TI1C A L” 中 选 一 个 , 求 
两 个 字母 恰好 相同 的 概率 . 

证 明 布 尔 不 等 式 ; 


P 四 4 < > P(Ai). 


证 明 : 如 果 P(A4i) = 1 对 任 一 i> 1 成 立 , 那么 PMSAi)=1. 

令 Ti(n) 表示 “集合 {1,.… ,n} 分 成 上 个 非 空 子 集 的 不 同 分 割 数 ”, 此 处 1 < < n( 分 
割 的 定义 参见 理论 习题 8), 证 明 : Tr(n) = kTe(n m1)+Tei(n m1) 

提示 : {1} 是 子 集 的 分 割 数 是 多 少 ? {1} 不 是 子 集 的 分 割 数 是 多 少 ? 

一 个 坛子 里 装 有 5 个 红 球 , 6 个 白 球 和 7 个 蓝 球 , 无 放 回 地 随机 抽取 5 个 ， 三 种 颜色 的 
球 都 取 到 的 概率 是 多 大 ? 


第 3 章 条件 概率 和 独立 性 
3.1 简介 


本 章 , 我 们 将 介绍 概率 论 中 最 重要 的 概念 之 一 : 条 件 概 率 . 此 概念 的 重要 性 在 
于 两 方面 . 一 方面 , 我 们 在 计算 某 些 事件 的 概率 时 , 同时 具有 某 些 关于 该 试验 的 附 
加 信息 , 此 时 概率 应 该 是 条 件 概率 . 另 一 方面 , 即使 手头 没有 附加 信息 , 也 可 以 利用 
条 件 概率 的 方法 计算 某 些 事件 的 概率 , 而 这 种 方法 常 使 计算 变 得 十 分 简单 . 


3.2 条 件 概率 


同时 挪 两 枚 仍 子 , 并 假设 36 种 结果 都 是 等 可 能 发 生 的 , 因此 每 种 结果 发 生 的 概 
率 为 1/36. 进一步 假设 已 知 第 一 枚 般 子 点 数 为 3, 在 这 些 条 件 下 两 枚 仍 子 点 数 之 和 
为 8 的 概率 是 多 大 ? 为 了 计算 这 个 概率 , 解释 如 下 : 既然 第 一 枚 般 子 点 数 为 3, 那么 
掷 两 枚 山子 一 共有 6 种 可 能 结果 : (3, 1), (3,2), (3, 3), (3, 人 4), (3, 5), (3, 6). 因为 每 个 结 
果 发 生 的 概率 都 一 样 , 那么 , 这 6 种 结果 也 应 该 是 等 可 能 的 , 即 在 给 定 第 一 个 散 子 为 
3 的 情况 下 , 下 面 6 种 结果 (3, 1),… , (3,6), 每 一 个 结果 发 生 的 (条 件 ) 概率 应 该 是 
1/6, 而 样本 空间 中 其 他 30 个 点 的 (条 件 ) 概率 应 该 是 0. 这 样 , 在 第 一 枚 般 子 点 数 
为 3 的 条 件 下 , 两 枚 能 子 点 数 之 和 为 8 的 概率 应 该 是 1/6. 

如 果 令 已 和 已 分 别 表示 “两 枚 仍 子 点 数 之 和 为 8" 和 “第 一 个 散 子 点 数 为 3” ， 
利用 上 述 方法 , 计算 得 到 的 概率 称 为 假定 忆 发 生 的 情况 下 互 发 生 的 条 件 概率 , 记 为 
P(EIF) 

用 如 下 方式 可 以 推导 出 一 个 对 于 所 有 E 和 都 适用 的 计算 P(EIF) 的 常用 公式 : 
如 果 发 生 了 , 那么 为 了 已 发 生 , 其 结果 必然 是 既 属于 已 也 属于 下 的 一 点 , 也 即 
这 个 结果 必然 属于 EF. 既然 已 知 已 经 发 生 , F 成 了 新 的 样本 空间 , 因此 已 发 生 的 
(条 件 ) 概率 必然 等 于 EF 发 生 的 概率 与 下 发生 的 概率 之 比值 . 因此 , 有 如 下 定义 : 


定义 : 如 果 P(F) > 0, 那么 


例 2a 某 个 学 生 参 加 一 个 时 限 为 1 小 时 的 测验 . 假定 对 任意 0 < z < 1 来 说 
他 在 z 小 时 内 完成 测验 的 概率 为 z/2, 已 知 0.75 小 时 后 他 仍 在 答题 , 问 他 最 后 要 用 
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光一 小 时 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
解 ， 令 L。 表示“ 学生 完 成 测验 的 时 间 不 超过 小 时 (0< zs 1)"，, 令 下 表示 
“学 生 用 光 了 1 小 时 ”. 因为 事件 就 是 “学 生 完成 测验 时 间 超过 1 小 时 ”, 因此 
P(F)= P(Li)=1— P(L1)=0.5 
因为 事件 “0.75 小 时 后 学 生 仍 在 答题 ” 就 是 事件 “学 生 完成 测验 时 间 超 过 0.75 小 
时 ”, 可 记 为 56.7s, 因此 所 求 概 率 为 
P(FLS P(F 0.5 
PR — HS 0 . 

若 有 限 样本 空间 5 中 , 每 一 个 试验 结果 是 等 可 能 的 , 那么 当 以 8 的 子 集 已 作 
为 条 件 时 , 所 有 亚 中 的 结果 也 都 是 等 可 能 的 . 因此 在 计算 条 件 概率 时 , 可 将 作为 
样本 空间 , 用 压缩 了 的 样本 空间 通常 使 计算 变 得 简单 , 概念 也 容易 理解 ， 下 面 几 个 
例子 就 说 明了 这 点 

例 2b 抛 搓 一 枚 硬币 两 次 , 假定 样本 空间 5={(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)} 中 的 
四 个 样本 点 发 生 的 可 能 性 是 一 样 的 , 求 给 定 以 下 事件 后 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 的 条 
件 概率 (a) 第 一 枚 正面 朝 上 , (b) 至 少 有 一 枚 正面 朝 上 ， 

解 : 令 B-{(EH)} 表示 事件 “两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 *; 令 P={(H,H),(H,T)} 
表示 事件 “第 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”; 令 4={(HH),(HT),(TJHD} 表示 事件 “至 少 有 一 
枚 硬币 正面 朝 上 ”. 那么 (a) 的 所 求 概率 为 
PUBm PUBDD _ 14 


PE ~ PU HA), TD) 2374 1 


P(BIF) = 


对 于 (b), 有 
P(BA) P({(H, ED)}) 14 
24 Ppa) ~ PHA, (TD), (TDD -3 
因此 , 已 知 第 一 枚 硬币 正面 朝 上 的 条 件 下 , 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 的 条 件 概率 为 1/2, 而 
已 知 至 少 一 枚 醒 币 正面 朝 上 的 条 件 下 , 两 枚 硬币 都 是 正面 朝 上 的 概率 为 1/3. 很 多 学 生 
对 后 者 感到 吃惊 , 他 们 认为 至 少 有 改正 面 朝 上 这 个 事件 有 两 种 可 能 性 , 两 术 都 正面 朝 
上 和 只 有 -改正 面 朝 上 , 他 们 的 错误 是 把 这 两 种 情况 看 成 等 可 能 的 了 . 事实 上 ，“ 至 少 _- 
面 朝 上 ”这 个 事件 包含 了 3 个 结果 ，(HH), (EUT),(T.H). 而 这 三 种 结果 都 是 等 可 能 的 ， 
而 (HH) 只 是 其 中 一 个 结果 , 因此 其 条 件 概率 为 1/3 是 很 自然 的 了 四 
例 2c 桥牌 游戏 里 ,52 张 牌 平均 发 给 东 、 西 、 南 、 北 四 家 . 如 果 南 和 北 一 共有 
8 张 黑 桃 , 问 : 东 有 剩 下 5 张 黑 桃 里 的 3 张 的 概率 是 多 大 ? 

解 ， 最 简单 的 方法 是 缩减 样本 空间 也 即 , 已 知 南北 26 张 牌 中 共有 8 张 黑 桃 
那么 还 剩 下 26 张 牌 , 其 中 正好 5 张 是 黑 桃 , 将 要 分 给 东西 两 家 . 由 于 每 种 分 法 都 是 

等 可 能 的 , 因此 , 东家 13 张 牌 中 正好 有 3 张 黑 桃 的 条 件 概率 是 


=1/3 
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(3) (10)/ (13) ~ 0339 . 


例 2d 一个 坛子 里 有 r 个 红 球 和 6 个 蓝 球 , 随机 地 从 中 无 放 回 地 依次 取出 
个 球 (n sr 十 中 已 知 其 中 个 是 蓝 球 , 问 第 一 个 球 是 蓝 球 的 条 件 概率 是 多 大 ? 
解 : 如 果 我 们 设想 所 有 的 球 都 标 了 号 , 其 中 蓝 球 标 有 1 到 b 号 , 红 球 标 有 8 + 1 
到 b+ 号 .那么 从 mn 个 妹 中 无 放 回 地 取 个 球 的 结果 就 对 应 一 个 分 量 各 不 相同 的 
向 最 zl ,zn 其 中 任 一 za 的 取 值 介 于 1 到 > 十 之 间 . 假设 结果 为 任何 一 个 向 
量 的 可 能 性 是 一 样 的 . 因此 , 已 知 向 时 包含 上 个 蓝 球 (也 即 , 包含 了 1 到 5 之 间 的 有 
个 值 ) 条 件 下 , 各 个 结果 都 是 等 可 能 的 . 在 选中 的 ”个 球 中 (其 中 个 球 为 蓝 球 )， 由 
于 任何 一 个 球 被 第 一 次 选中 的 可 能 性 都 是 一 样 的 . 因此 , 所 求 概率 为 /nt 
如 果 我 们 不 选择 缩减 样本 空间 ,可 以 这 样 解 次 ， 令 B 表示 “第 一 次 取 球 为 蓝 
球 " 这 一 事件 , 而 Bi 为 “n 个 球 中 含 个 蓝 球 " 这 一 事件 , 那么 
了 (BR PUBkB)PLB 
Pialp) = PB -By 
现在 , P(Bk1B) 为 如 下 事件 概率 ， 随 机 从 装 有 7 个 红 球 , b 1 个 蓝 球 的 坛子 里 随机 
抽取 -1 个 球 , 正好 有 大 1 个 蓝 球 . 这 样 


run (DC) 


利用 上 述 , 有 P(B) = 一 以 及 超 几何 概率 P(Bs) = ( 纪 (，” )) / (十 多， 可 得 


nn 


结果 P(B|Bi) = k/n. 国 

在 (2.1) 式 两 边 同 时 乘 以 P(F), 可 以 得 到 

P(EF) = P(F)P(EIF) (2.2) 

也 就 是 说 , 公式 (2.2) 说 明了 EE 和 下 同时 发 生 的 概率 , 等 于 下 发 生 的 概率 乘 以 下 
发 生 的 条 件 下 五 发 生 的 条 件 概 率 . 公式 (2.2) 在 计算 事件 的 交 的 概率 时 非常 有 用 . 

例 2e 为 选修 法 语 课 还 是 选修 化 学 课 这 件 事 , 昔 琳 犹豫 不 决 . 她 估计 如 果 选 修 
法 语 课 , 则 获得 “A” 等 成 绩 的 概率 为 1/2, 而 如 果 选 修 化 学 课 , 则 获得 “A” 等 成 绩 
的 概率 为 2/3. 如 果 蔚 琳 通 过 掷 硬币 来 作 决定 , 问 她 将 选修 化 学 课 , 并 获得 “A” 等 
成 绩 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 如 果 令 C 表示 “ 背 琳 选修 化 学 课 ”, 而 4 表示 “她 获得 了 “A， 等 成 绩 ”， 
那么 所 求 概率 为 P(C4), 利用 公式 (2.2) 计算 如 下 : 


P(CA) = P(OJPUIC = 3 x 3 =3 


例 2f 坛子 中 有 8 个 红 球 与 4 个 白 球 , 现 无 放 回 地 取出 两 个 球 , 假定 每 次 抽取 
时 , 坛子 中 各 球 被 取 中 的 可 能 性 是 一 样 的 , 问 取出 的 两 个 球 都 是 红 球 的 概率 是 多 大 ? 
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解 : 令 Rl 和 Rs 分 别 表示 第 一 次 与 第 二 次 取出 红 球 的 事件 . 若 取 出 的 第 一 个 
球 是 红 球 , 那么 坛子 中 剩 下 7 个 红 球 4 个 白 球 , 因此 , P(Ro|R1) = 7/11. 由 于 P(R1) 
显然 等 于 8/12, 所 求 概率 为 P(RiR2) = P(Ri)P(RolR1) = (2/3)(7/11) = 14/33. 
当然, 这 个 概率 也 可 按 下 式 算出 ; P(R1R2) = (8) / (2) 

公式 (2.2) 的 推广 有 时 也 称 为 乘法 规则 , 它 提供 了 任意 个 事件 交 的 概率 的 计算 
方法 

乘法 规则 


P(E E2E3::: En)= P(E)P(E2 BI)P(Es IE BE2):::. P(E |El:.. En_1) 


为 了 证 明 乘 法 规则 , 对 等 式 右 边 利 用 条 件 概 率 的 定义 , 可 得 
P(EiE2) P(EIEEs) P(EiE2...En) 
P(E) P(EBE) P(EiB2... Emi) 
现在 我 们 利用 乘法 规则 得 到 第 2 章 的 例 5h(b) 的 第 二 种 解法 . 
例 2g 一 副 52 张 牌 随机 地 分 成 4 堆 , 每 堆 13 张 . 计算 每 一 堆 正好 有 一 张 “A” 
的 概率 . 
解 : 定义 事件 ,i = 1,2,3,4 如 下 : 
i = { 黑 桃 “A” 在 任何 一 堆 里 } 
E2 = { 黑 桃 “A” 和 红 桃 “A” 在 不 同 的 堆 里 } 
Es = { 黑 桃 “A”, 红 桃 “A” 和 方块 “A” 在 不 同 的 堆 里 } 
Ba = {4 张 “A” 在 不 同 的 堆 里 } 


所 求 概率 为 P(ElE2EsE4), 利用 乘法 规则 ， 
P(E EBsEs) = P(E)P(E2|B1)P(Es|B1E2)P(EalE EE;) 


由 于 琴 ! 为 样本 空间 5, P() = 1 红 桃 *A” 可 以 在 黑 桃 “A” 这 一 堆 , 也 可 分 在 其 
余 3 堆 中 . 红 桃 “A” 分 在 其 余 3 堆 的 可 能 性 为 P(E2|E) = 39/51. 方块 “A” 可 以 分 
在 黑 桃 “A” 或 红 桃 “A” 这 些 堆 里 , 也 可 分 在 其 余 的 两 堆 里 . 分 到 其 余 两 堆 的 可 能 性 
为 P(EslB1E2) = 26/50. 梅花 “A” 可 以 分 在 黑 桃 “A”, 红 桃 “A” 或 方块 “A” 这 些 堆 
里 , 或 者 分 在 另外 一 堆 里 . 方块 “A” 在 另外 一 堆 的 概率 为 P(EB4|B1 EsEs) = 13/49. 
因此 , 我 们 可 以 得 到 所 求 的 每 堆 恰好 有 1 个 “A” 的 概率 为 


39 x 26 x 13 
P(E EEsBy) 一 51 X50x49 久 0.105 


也 即 , 大 概 有 10.5% 的 机 会 每 堆 牌 中 恰好 有 一 个 “A” (习题 13 将 利用 乘法 规则 给 
出 另 一 种 解法 ). 国 
注 : P(E|F) 的 定义 与 概率 的 频率 解释 是 一 致 的 . 假设 我 们 进行 了 n 次 独立 重 


P(E') 
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复试 验 (n 相当 大 ). 若 我 们 只 考虑 事件 下 发 生 的 那些 试验 , 此 时 P(BIF) 近似 地 等 
于 事件 已 发 生 的 相对 频率 . 由 于 概率 P(F) 是 事件 下 发 生 的 频率 的 极限 , 在 n 次 
独立 重复 试验 中 , 事件 FF 会 近似 地 发 生 mnP(E) 次 . 类 似 地 , 事件 BF 会 近似 地 发 
生 nP(EF) 次 . 这 样 , 在 开发 生 的 近 mwP(E) 次 试验 中 , 事件 也 发 生 的 相对 频率 
近似 地 等 于 nP(EF)/nP(F) = P(EF)/P(F)， 当 n 越 来 越 大 时 , 其 相对 频率 趋 于 
P(EF)/P(F). 这 个 值 也 就 是 P(BE|IE) 的 频率 定义 ， 因 此 , 从 概率 的 频率 解释 来 看 
(2.1) 式 关于 条 件 概率 的 定义 也 是 合理 的 . 


3.3” 贝 叶 斯 公式 


令 和 者 表示 事件 ”我 们 
可 以 将 马 表 示 为 EB = EFUEF° 
这 样 ,已 里 的 结果 , 要 么 同时 属于 B 
和 ,要么 只 属于 马 但 不 属于 了 ( 见 


图 3.1). | 
显然 , BF 和 EF° 是 互 不 相 容 的 , 因 图 3.1 马 = EFU EF°.EF= 深 灰 
此 , 根据 公理 3 可 得 到 : 色 区 域 ; 已 F* = 浅 灰色 区 域 


P(E) = P(EF) + P(EF°) 
= P(EIF)P(F) + P(E|IF°)P(F) (3.1) 
= P(EIF)P(F) + P(EIF®)[1 ~— P(A)] 


公式 (3.1) 说 明了 事件 五 发 生 的 概率 , 等 于 在 玉 发 生 的 条 件 下 三 的 条 件 概率 
与 在 下 不 发 生 的 条 件 下 五 发 生 的 条 件 概 率 的 加 权 平 均 , 其 中 加 在 每 个 条 件 概率 上 
的 权重 就 是 作为 条 件 的 事件 发 生 的 概率 . 这 是 一 个 非常 有 用 的 公式 , 它 使 得 我 们 能 
够 通过 以 第 二 个 事件 发 生 与 否 作为 条 件 来 计算 第 一 个 事件 的 概率 . 也 即 , 在 许多 问 
题 中 , 直接 计算 某 个 事件 的 概率 是 非常 困难 的 , 但 是 一 旦 知道 第 二 个 事件 发 生 与 否 ， 
就 容易 计算 了 . 我 们 接 下 来 用 一 些 例 子 阐述 这 点 . 

例 3a( 第 1 部 分 ) 保险 公司 认为 人 可 以 分 为 两 类 , 一 类 为 容易 出 事故 者 , 另 一 
类 则 为 安全 者 . 他 们 的 统计 表明 , 一 个 易 出 事故 者 在 一 年 内 发 生 事 故 的 概率 为 0.4， 
而 安全 者 , 这 个 概率 则 减少 为 0.2, 若 假 定 第 一 类 人 占 人 口 的 比例 为 30%, 现 有 一 个 
新 的 投保 人 来 投保 , 问 该 人 在 购买 保单 后 一 年 内 将 出 事故 的 概率 有 多 大 ? 

解 : 以 这 个 投保 客户 是 不 是 易 出 事故 的 人 作为 条 件 , 我 们 将 得 到 所 求 概 率 . 记 
41 表示 “投保 客户 一 年 内 将 出 事故 ” 这 一 事件 , 而 以 4 表示 “投保 人 为 容易 出 事故 
者 ”这 一 事件 , 则 所 求 概率 P(Ai) 为 

P(A1) = P(A1|A)P(A) + P(A1|A®)P(A®)=0.4x0.3+0.2x0.7=0.26 四 
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例 3a( 第 2 部 分 ) 假设 一 个 新 的 投保 人 在 购买 保单 后 一 年 内 出 了 事故 , 问 他 是 
容易 发 生 事故 者 的 概率 是 多 大 ? 

解 ， 所 求 概率 为 P(A|41), 可 从 下 式 计 算得 到 ， 
P(AA1) P(A)P(A1|A) 0.3x0.4 


PC) 一 一 PC) 一 036 ~ 6/13 " 


例 3b 考虑 一 副 52 张 扑克 牌 的 如 下 玩法 ,将 洗 好 的 一 副 牌 都 扣 注 , 一 次 翻 开 一 
张 . 玩家 只 有 一 次 机 会 可 以 猜 接 下 来 翻 开 的 一 张 是 否 是 黑 桃 “A”, 如 果 是 , 那么 玩家 获 
胜 ; 如 果 不 是 , 那么 玩家 给. 另外 , 如 果 一 直到 剩 下 一 张 还 没有 翻 开 , 而 此 前 没有 出 现 过 
黑 桃 “A”, 且 玩 家 也 没有 猜 过 , 那么 玩家 也 获胜 . 较 好 的 策略 ? 较 差 的 策略 ? 

解 ， 其 答案 是 : 任何 一 种 策略 , 获胜 的 概率 都 是 1/52. 为 了 说 明 这 点 , 我 们 将 
用 归纳 的 方法 证 明 这 个 结论 : 对 于 n 张 牌 , 其 中 有 一 张 牌 为 黑 桃 “A”, 那么 不 管 采 
取 何 种 策略 , 获胜 的 概率 都 是 1/n. 这 点 显然 对 n = 1 是 正确 的 . 假设 对 n 一 1 张 
牌 , 该 结论 也 成 立 . 现在 考虑 n 张 牌 , 对 于 任 一 给 定 策略 , 令 p 表示 按 该 策略 第 一 次 
就 猜 牌 的 概率 . 如 果 第 一 次 就 猜 牌 , 那么 获胜 的 概率 为 1/n. 另 一 方面 , 如 果 按 策略 
第 一 次 不 猜 牌 , 那么 获胜 的 概率 就 是 第 一 张 牌 不 是 黑 桃 “A” 的 概率 (n - 1)/m, 乘 
以 在 第 一 张 牌 不 是 黑 桃 “A” 的 条 件 下 , 获胜 的 条 件 概率 . 而 此 条 件 概率 就 等 于 含 一 


张 黑 桃 “A” 的 n 一 1 张 牌 的 玩 牌 游戏 中 获胜 的 概率 , 利用 归纳 假设 , 该 条 件 概率 为 
1/(n 一 D), 因此 , 按 策略 第 一 次 不 铺 牌 的 条 件 下 , 获胜 的 概率 为 2 二 + = 上. 因 


n—l n 
此 , 令 G 表示 “第 一 次 就 猜 牌 " 这 一 事件 , 我 们 可 得 
P{ 获 胜 } = P{ 获 胜 |GCJP(G) + P{ 获 肚 G*}(1 - P(G) = 2p+ (0 号 = 工 四 


例 3c 在 回答 一 道 多 项 选择 题 时 , 学 生 可 能 知道 正确 答案 , 否则 就 猜 一 个 . 令 
2 表示 他 知道 正确 答案 的 概率 , 则 1 一 p 表示 猜 的 概率 . 假定 学 生 猜 中 正确 答案 的 概 
率 为 1/m, 此 处 m 就 是 多 项 选择 题 的 可 选择 答案 数 . 求 在 已 知 他 回答 正确 的 条 件 
下 , 该 学 生 知 道 正确 答案 的 概率 ? 

解 : 令 C 和 KK 分 别 表示 事件 “该 学 生 回答 正确 ” 和 “该 学 生 知 道 正 确 管 案 ”. 
这 样 


P(AIA1) = 


PKC) P(CIK)P(K) 
P(C) py P(CIK)P(K) 让 CE) 


P(KIC)= 


p+(l/m)(1—p) 1+(m—1)p 
比如 , m = 5,p = 1/2, 那么 在 已 知 该 学 生 回答 正确 的 条 件 下 , 他 知道 正确 答案 
的 条 件 概 率 为 5/6. | 
例 3d 一 项 血液 化 验 有 95% 的 把 握 将 患 有 某 种 疾病 的 患者 诊断 出 来 , 但 是 , 这 
项 化 验 用 于 健康 人 也 会 有 1% 的 “ 伪 阳 性 ” 结果 (也 即 , 如 果 一 个 健康 人 接受 这 项 化 
验 , 则 化 验 结果 误诊 此 人 患 该 疾病 的 概率 为 0.01). 如 果 该 疾病 的 患者 事实 上 仅 占 人 
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口 的 0.5%, 若 某 人 化 验 结果 为 阳性 , 问 此 人 确实 患 该 疾病 的 概率 为 多 大 ? 
解 : 以 D 表示 “接受 化 验 的 这 个 人 患 该 疾病 ”这 一 事件 , 妃 表示 “其 化 验 结果 
为 阳性 ” 这 一 事件 , 所 求 概率 P(LD|E) 为 : 


P(DE) P(EID)PD) 
DDIE) = PB) ~ PUBID)PD) + PUBIDS) PDS) 
0.95 x 0.005 95 


一 = 一 一 A 0.323 
0.95 x 0.005 十 0.01 x 0.995 294 


因此 , 在 验 向 结果 为 阳性 的 人 当中 , 真正 患 该 病 只 有 32%. 对 于 这 一 结果 , 许多 学 生 
感到 非常 吃惊 (因为 验 血 似乎 是 个 好 办 法 , 他 们 总 认为 这 个 数值 应 该 高 得 多 ), 因此 ， 
有 必要 给 出 第 二 个 解法 . 与 前 一 个 解法 比较 , 第 二 个 解法 尽管 不 严格 , 但 却 更 直观 . 
由 于 吉 实 上 目 该 疾病 的 人 占 的 人 口 比 例 为 0.5%, 平均 地 算 , 接受 化 验 的 每 200 
个 人 中 应 有 1 个 患者 , 而 这 项 化 验 只 能 保证 疾病 的 患者 被 诊断 为 患 病 的 概率 为 0.95， 
因此 , 平均 地 说 , 每 200 个 接受 化 验 者 能 保证 有 0.95 个 人 被 诊断 出 , 并 且 此 人 真 的 
患 病 . 但 另 一 方面 (平均 地 说 ), 在 其 余 199 个 健康 人 中 , 这 项 化 验 会 错误 地 诊断 出 
199 x 0.01 个 人 患 该 病 , 因此 , 每 当 诊断 出 0.95 个 病人 时 (平均 地 说 ) 总 有 199 x 0.01 
个 健康 人 误诊 为 患 病 . 于 是 , 当 验 血 结果 确定 某 人 患 该 病 时 , 正确 诊断 所 占 比 例 为 
0.95 95 


一 一 一 0.32 图 
0.95 十 199x0.01 294 0.323 


公式 (3.1) 就 是 著名 的 全 概 公 式 . 利用 它 还 可 以 导出 著名 的 贝 叶 斯 公式 (或 道 
概 公 式 ), 根据 附加 信息 , 可 对 某 事件 的 概率 进行 修正 . 下 面 的 例子 就 是 贝 叶 斯 公式 

例 3e 假设 某 药剂 师 考虑 如 下 诊断 方案 如 果 我 有 80% 的 可 能 确定 病人 确实 
有 此 病 , 那么 我 会 建议 手术 ; 而 如 果 我 并 不 确定 , 那么 我 会 推荐 做 进一步 的 检查 , 该 
检查 是 昂贵 的 , 有 时 也 是 痛苦 的 . 现在 , 开始 我 仅仅 有 60% 的 把 握 认 为 琼斯 串 有 此 
病 , 因此 我 推荐 做 了 A 项 检查 , 该 检查 对 于 确 有 此 病 的 患者 给 出 阳性 结果 , 而 对 健 
康 人 却 不 会 给 出 阳性 结果 . 经 检查 琼斯 的 结果 是 阳性 后 , 正当 我 建议 手术 时 , 琼斯 
给 了 我 另 一 个 信息 , 他 患 有 糖尿 病 . 这 个 信息 带 来 麻烦 . 尽管 它 并 不 影响 我 一 开始 
认为 他 患 有 此 病 的 60% 的 把 握 , 但 是 却 影响 了 检查 项 目 A 的 效果 . 因为 虽然 该 检 
查 项 目 对 健康 人 不 给 出 阳性 , 但 是 对 于 患 有 糖尿 病 却 不 患 有 这 种 疾病 的 人 来 说 , 有 
30%% 的 可 能 给 出 阳性 结果 . 那么 我 现在 该 如 何 做 ? 是 做 进一步 检查 , 还 是 立即 手术 ? 

解 : 为 了 决定 是 否 建议 手术 , 医生 首先 要 计算 在 检查 项 目 A 为 阳性 结果 的 情况 
下 , 琼斯 患 该 病 的 概率 . 令 D 表示 “琼斯 患 此 病 ” 这 一 事件 , EE 表示 “项 目 A 为 阳 
性 结果 ”这 一 事件 , 那么 所 求 条 件 概 率 P(DIE) 为 ， 
P(DE) P(EID)P(D) 0.6x1 
P(E) P(EID)P(D)+ P(EIDIP(D®) 1x0.6+0.3x0.4 


P(DIE) = ~ 0.833 
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注意 到 我 们 以 琼斯 是 否 串 有 此 病 为 条 件 计算 了 项 目 A 为 阳性 结果 的 概率 , 并 且 利 
用 了 如 下 事实 : 因为 琼斯 患 有 糖尿 病 , 已 知 其 不 患 上 述 疾病 的 条 件 下 项 目 A 为 阳性 
结果 的 条 件 概率 P(E|D°) 等 于 0.3, 因此 , 医生 现在 能 80% 的 把 握 确定 了 芒 斯 患 有 此 
病 , 所 以 应 该 建议 手术 . 

例 3f 在 某 刑 事 调 查 过 程 中 , 调查 员 有 60% 的 把 握 认为 嫌疑 人 确 犯 有 此 罪 . 假 
定 现 在 得 到 了 一 份 新 的 证 据 , 表明 罪犯 有 某 个 身体 特征 ( 左 撤 子 , 光头 或 者 棕色 头发 

等 ), 如 果 有 20% 的 人 有 这 种 特征 , 那么 在 嫌疑 犯 具 有 这 种 特征 的 条 件 下 , 检查 官 认 
为 他 确 犯 此 罪 的 把 握 为 多 大 ? 

解 : 令 G 表示 “嫌疑 犯 的 确 犯 此 罪 ” 这 一 事件 , 而 C 表示 “他 具有 罪犯 的 该 身 
体 特征 ”, 那么 我 们 有 
P(GC) _ P(CIG)P(G) _ 1 x 0.6 

P(C) ”PCIG)P(G) + P(CIGe)P(Gec) 1x0.6+0.2x0.4 

其 中 我 们 假定 了 嫌疑 犯 事实 上 没 犯罪 却 有 该 身体 特征 的 概率 为 0.2, 也 就 是 具有 


个 特征 的 人 口 的 比例 . 
例 3g 1965 年 5 月 , 在 布 宜 诺 斯 艾 利 斯 举行 的 世界 桥牌 锦标 赛 上 ， 英国 对 六 


名 的 桥牌 手工 里 斯 和 B. 夏 皮 罗 被 指控 作 史 ,说 是 他 们 用 手指 作 障 号 暗示 他 们 红心 
的 张 数 . 里 斯 和 夏 皮 罗 都 否认 这 项 指控 . 事后 , 英国 桥牌 协会 举行 了 一 个 听证 会 . 听 
证 会 以 法 律 的 程序 进行 , 既 包 含 控 方 , 也 包含 辩 方 . 双方 都 有 目击 证 人 . 在 接 下 来 的 “ 
调查 过 程 中 , 控 方 检查 了 里 斯 和 夏 皮 罗 打 的 几 手 牌 , 并 声称 他 们 的 打 法 与 用 作 坏 忆 
知 了 红心 的 张 数 的 打 法 是 吻合 的 . 针对 这 个 观点 , 辩 方 律师 指出 他 们 的 打 法 同样 也 
同 标准 打 法 一 致 . 然而, 控 方 指出 , 既然 他 们 的 打 法 与 其 作 趴 的 假设 是 一 致 的 , 那么 
就 应 该 是 支持 这 种 假设 . 你 如 何 理解 控 方 的 理由 ? 

解 : 此 问题 基本 上 是 新 的 证 据 (在 此 例 中 , 牌 的 打 法 ) 是 如 何 影 响 革 个 特定 假设 
成 立 的 概率 的 问题 . 现在 , 令 H 表示 “ 某 个 特定 假设 (里 斯 和 夏 皮 罗 确 实 作 闵 )”, 而 
瑟 表示 “新 的 证 据 ”, 那么 

P(HE) _ P(EIE)P(H) 
“IO pp) ~ PBIDPE) + PAH PH) 
其 中 P(E) 为 在 新 证 据 展示 之 前 我 们 对 假设 成 立 的 可 能 性 的 估 值 .新 证 据 支 持 假设 
成 立 , 如 果 它 使 得 假设 成 立 的 可 能 性 增 大 , 也 即 P(E) > P(E)， 利用 公式 (3.2)， 
此 式 等 价 于 P(BIH) > P(BIH)P(H) + P(E|Eej[L - PCB 或 者 等 价 于 P(BIH) > 
P(EIH). 也 就 是 说 , 任何 新 的 证 据 被 认为 是 支持 假设 成 立 的 , 除非 当 假设 成 立时 ， 
该 证 据 发 生 的 概率 大 于 假设 不 成 立时 发 生 的 概率 . 事实 上 , 已 知 新 的 证 据 发 生 的 条 
件 下 , 假设 成 立 的 新 概率 和 初始 概率 的 关系 可 从 下 式 看 出 ， 
P(H) 

P(H) +[1— P(AH) 


P(GIC) = ~ 0.882 


(3.2) 


P(HIE) = 


巨 (五 万 5] 
P(EIH) 
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因此 , 在 所 考虑 的 问题 中 , 牌 手 的 打 法 可 以 认为 是 支持 假设 成 立 的 , 除非 在 他 们 作 曙 。 
的 条 件 下 这 种 打 法 的 可 能 性 大 于 他 们 不 作弊 的 条 件 下 这 种 打 法 的 可 能 性 . 而 控 方 并 
没有 作 此 声明 . 因此 , 他 们 关于 新 证 据 是 支持 作弊 的 假设 的 这 一 断言 是 无 效 的 时 

本 书 作 者 在 一 咖啡 店 喝 冰 茶 时 , 他 要 了 一 杯 水 , 以 及 一 杯 同样 的 杯子 的 茶 . 在 
他 喝 茶 时 , 不 断 地 给 茶杯 里 续 水 . 关于 他 的 最 后 一 口 是 茶 的 概率 问题 引出 了 以 下 问 
题 中 的 (a), 并 且 给 出 了 有 趣 的 答案 . 

例 3h 坛子 1 里面 最 初 有 m 个 红色 分 子 , 坛子 2 里 面 有 mm 个 蓝 色 分 子 , 按照 
以 下 方式 进行 操作 : 从 坛子 1 里 随机 移 走 一 个 分 子 , 然后 , 从 坛子 2 里 取 一 个 分 子 
(如 果 里 面 还 有 分 子 的 话 ) 放 进 坛子 1 里 . 一 直 进 行 这 样 的 操作 , 直到 坛子 1 和 坛子 
2 中 所 有 的 分 子 都 被 移 走 (一 共 从 坛子 1 移 了 2n 次 , 但 是 从 坛子 2 一 共 移 走 了 7 
个 蓝 分 子 .). 

(a) 求 P( 忆 ), 其 中 忌 表 示 “ 从 坛子 1 最 后 一 个 移 走 的 分 子 是 红色 的 ”这 一 事件 . 

(p) 如 果 坛 子 1 里 最 初 有 m 个 红 分 子 , b1 个 蓝 分 子 , 而 坛子 2 里 有 ra 个 红 分 
子 , bo 个 监 分 子 , 重 求 上 述 概率 . 

解 , (a) 将 注意 力 放 在 某 个 特殊 的 红 分 子 上 , 令 FF 表示 “该 特殊 的 红 分 子 是 最 
后 一 个 被 移 走 的 ”. 若 已 发 生 , 那么 在 坛子 1 中 移 走 了 个 分 子 以 后 (相应 坛子 2 
中 的 nn 个 蓝 色 分 子 也 已 经 被 移 走 了 ), 这 个 分 子 仍然 在 坛子 1 中 . 令 Ni 表示 “该 分 
子 不 是 第 i 次 被 移 走 的 分 子 ”, 显然 有 


P(F) = P(Ni::: NaF)= PN)P(NzlN) PNlN Ni)PRFIN Na) 
1 ll1 
= (=a) (7): 
其 中 P(FINi,… ,NN,) 表示 坛子 1 中 共有 nn 个 分 子 (包括 那个 特殊 的 红色 分 子 ), 一 
个 一 个 取出 时 , 那个 特殊 分 子 在 最 后 取出 , 显然 它 等 于 1/n. 


因此 , 如 采 我 们 给 n 个 红 分 子 标号 , 令 Rj 表示 红 分 子 ; 最 后 被 移 走 , 那么 通过 
十 面 的 分 析 可 得 


因为 事件 R; 互 不 相 容 , 我 们 可 得 
PR =P(DB) = PR)= (2) se 
j=1 ;=1 
(b) 现在 假设 坛子 i 里 最 初 有 ~ 个 红 分 子 和 bi 个 蓝 分 子 (i = 1,2). 为 了 计算 
最 后 移 走 的 分 子 是 红 分 子 的 概率 P(R), 将 注意 力 集中 在 坛子 1 里 最 初 的 某 个 特殊 


的 分 子 (这 个 特殊 的 分 子 可 以 是 红 的 , 也 可 以 是 蓝 的 ). 类 似 (a) 可 得 该 分 子 在 最 后 
被 移 走 的 概率 为 
p= (4 1 ) 2 1 


和 十 六 ri 十 如 
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上 式 中 , 因子 (1 - +) ”” 表示 当 第 二 个 坛子 被 取 空 以 后 , 那个 特殊 的 分 子 


仍然 在 第 一 个 坛子 内 的 概率 . 而 1/(r + ) 为 在 前 面 那个 事件 发 生 的 条 件 下 , 继续 

从 坛子 1 内 一 个 一 个 地 取 分 子 , 而 那个 特殊 的 分 子 被 最 后 取出 的 概率 . 现在 记 O 为 
“最 后 移 走 的 分 子 是 在 坛子 1 中 的 分 子 ”, 则 

72 十 b2 

PO=m+rip= (Ts) 


为 计算 P(R), 我 们 以 O 是 否 发 生 为 条 件 , 得 到 
P(R) = P(RIO)P(O) + P(RIO°)P(O®) 


ri 1 72 十 b2 Tr2 1 72 十 D2 
(一 二) + (天 | 
如 果 rl 十 b1 = 72 十 bo ==n, 这 样 两 个 坛子 里 最 初 都 有 m” 个 分 子 , 当 n 充分 大 时 ， 


P(L) pe 十 二 (1 —e-!) 器 
当 发 现 新 的 证 据 时 , 假设 成 立 的 概率 之 变化 可 以 表示 为 假设 的 “优势 * 之 变化 ， 
其 中 优势 的 概念 定义 如 下 ; 


定义 : 事件 4 的 优势 定义 为 

P(A4) __ _P(4) 

BlA) ™ 1 PA) 
也 即 , 事件 4 的 优势 告诉 我 们 该 事件 发 生 的 可 能 性 是 不 发 生 的 可 能 性 的 倍 
数 . 举例 来 说 , 如 果 P(4) = 2/3, 那么 P(4) = 2P(4°), 因此 , 事件 A 的 优势 
等 于 2. 如 果 某 事件 的 优势 等 于 a, 那么 通常 称 支持 假设 成 立 的 优势 为 “a 
比 1” 也 是 同样 的 意思 . 


现在 考虑 假设 鼠 以 概率 P( 瑟 ) 成 立 , 如 果 我 们 发 现 了 新 的 证 据 5, 那么 王 成 
立 的 条 件 下 , H 成 立 和 互 不 成 立 的 条 件 概率 分 别 为 


PE) = EE Pr 加 -2 人 


因此 , 引进 证 据 EB 后 , 假设 五 的 优势 为 


PHIE) _ P(H) P(EIH) 
PIH°IE) P(H°) P(EIH®) 


也 即 , 及 的 新 的 优势 值 等 于 它 原来 的 优势 值 乘 以 新 的 证 据 在 瑟 和 He 之 下 的 条 件 
概率 比值 . 这 个 结论 也 验证 了 例 3f 的 结论 . 如 果 , H 的 条 件 下 新 的 证 据 的 条 件 概率 
大 于 H* 的 条 件 下 的 条 件 概率 时 , 妃 的 优势 值 是 递增 的 . 反之 , 为 递减 的 . 此 处 我 们 


(3.3) 
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将 随机 事件 五 称 为 “假设 ”, 这 是 借用 了 犯罪 学 中 的 术语 . 我 们 称 犯 罪 嫌 疑 人 “有 
罪 ” 为 假设 , 而 不 称 事件 . 

例 3i 当 抛 挪 硬币 A 时 , 其 正面 朝 上 的 概率 为 1/4, 而 抛掷 硬币 B 时 , 正面 朝 
上 的 概率 为 3/4. 假设 随机 挑选 其 中 一 枚 , 并 抛掷 两 次 . 如 果 两 次 都 是 正面 朝 上 , 那 
么 选中 的 是 硬币 B 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 此 处 我 们 将 五 看 成 “选中 硬币 B” 这 一 事件 , H* 是 “选中 硬币 A” 这 一 事 
件 , 所 以 P( 妞 )/P(BES) = 1. 现在 掷 硬 币 两 次 得 到 正面 朝 上 作为 新 的 证 据 E, 利用 公 


式 (3.3), 可 知 
P(H|IE) P(B) P(E|IH) 9/16 _ 


PIH°IE) PlH) P(EBIH)™ ”1/16™ 
因此 , 引进 新 的 证 据 以 后 电 的 优势 为 9 :1, 即 引 进 新 的 证 据 以 后 , 选中 硬币 B 的 
概率 上 升 为 9/10. s 
公式 (3.0) 可 以 推广 如 下 : 假设 六 ,及 ，… , 为 互 不 相 容 事 件 , 满足 UY = 
2, 也 就 是 说 , 所 , 2,… , Fn 中 必 有 且 仅 有 一 个 事件 发 生 . 将 巨 写 成 = Ui EF. 

然后 利用 事实 : EFi,i = 1,.… ,n 为 互 不 相 容 事件 , 我 们 可 得 
P(E)= > P(EF) = > P(EIF)P(R) (3.4) 

i=1 


i=1 
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公式 (3.4) 表明 , 对 于 给 定 的 一 组 完备 的 事件 肪 , 局,… ,请 , 即 瓦 ,及 为 
互 不 相 容 的 事件 , 并 且 UF = S(5 为 必然 事件 )， 我 们 可 以 通过 P(E|) 来 计算 
P(E). 也 即 , 公式 (3.4) 叙述 了 P(E) 等 于 P(B 羽 ) 的 加 权 平 均 , 每 项 的 权 为 事件 忆 
发 生 的 概率 . 

现在 假设 三 发生 了 (新 的 证 据 ), 我 们 想 要 计算 发 生 的 概率 , 利用 公式 (3.4)， 
我 们 有 如 下 命题 : 


命题 3.1 
P( 忆 | 加 = ey ~ _P(BIF)P(E) (88) 
P(EIF)P(F) 


《一 1 


公式 (3.5) 称 为 贝 叶 斯 公式 , 最 早 由 英国 哲学 家 托马斯 : 贝 叶 斯 提出 ， 如果 我 
们 把 事件 三 设想 为 关于 某 件 事 件 的 各 个 可 能 的 “假设 条 件 ”, 那么 , 贝 叶 斯 公式 可 
以 这 样 理解 : 它 告诉 我 们 , 在 试验 之 前 对 这 些 假设 条 件 所 作 的 判断 即 P(F)], 可 以 
根据 试验 的 结果 来 进行 修正 . 

例 3j 一 架 飞 机 失踪 了 , 推测 它 等 可 能 地 坠落 在 3 个 区 域 . 令 1 - 6 表示 飞机 
坠落 在 第 ;个 区 域 时 被 发 现 的 概率 (6; 称 为 政 忽 概率 , 它 决定 于 该 区 域 的 地 理 和 环 
境 条 件 ). 已 知 对 区 域 1 的 搜索 没有 发 现 飞机 , 求 在 此 条 件 下 , 飞机 坠落 在 第 ;个 区 
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域 (i = 1,2,3) 的 条 件 概率 . 
第 1 个 区 域 的 搜索 没有 发 现 飞机 ”这 一 事件 , 利用 贝 叶 斯 公式 可 得 
1 
Bi x 
P(RIIE) = A _ PEIR)PT(R) 1 3 | _ 也 
》 P(EIR)P(R;) Bix3+lx3+tlxs 


i=1 


对 于 了 = 2,3, 有 
1x! 
P(EIR;)P(R;) 3 1 
PBIE)= pi = 一 = 7=2,3 


值得 指出 的 是 , 当 搜 索 了 第 1 个 区 域 没有 发 现 飞机 时 , 飞机 坠落 在 第 j(; # 1) 
的 概率 会 增 大 , 而 坠落 在 第 1 个 区 域 的 概率 会 减 小 . 这 是 一 个 常识 问题 : 因为 既然 在 
第 1 个 区 域 没有 发 现 飞 机 , 当然 飞机 坠落 在 该 区 域 的 概率 会 减少 , 而 坠落 在 其 他 区 
域 的 概率 会 增 大 . 而 且 飞 机 坠落 在 第 1 个 区 域 的 条 件 概 率 是 朴 忽 概率 B1 的 递增 函 
数 . 当 BB 增加 时 , 增 大 了 飞机 坠落 在 第 1 个 区 域 的 条 件 概 率 . 类 似 地 , P(Rj|E),j 1 


是 Bi 的 递减 函数 . 必 
下 一 个 例子 经 常 被 学 过 概率 而 又 不 讲 道德 的 学 生 们 用 来 从 他 们 概率 知识 较 少 
的 朋友 那里 赢 钱 . 


例 3k 假设 有 3 张 形状 完全 相同 但 所 涂 颜色 不 同 的 卡片 , 第 一 张 两 面 全 是 红 
色 , 第 二 张 两 面 全 是 黑色 , 而 第 三 张 是 一 面 红 一 面 黑 . 将 这 3 张 卡片 放 在 帽子 里 混合 
后 , 随机 地 取出 1 张 放 在 地 上 , 如 果 取 出 的 卡片 朝 上 的 一 面 是 红色 的 , 那么 另 一 面 为 
黑色 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 令 RR, BB, RB 分 别 表示 取出 的 卡片 是 “两 面 红 ”、“ 两 面 黑 ” 以 及 “一 面 
红 一 面 黑 ”这 三 个 事件 . 再 令 R 表 示 取 出 的 卡片 “ 朝 上 一 面 是 红色 ”这 一 事件 . 我 
们 可 如 下 得 到 所 求 概 率 : 


P(RBIR) = LEBN BR Tn 已 


可 P(RIRB)P(RB) 
~ P(RIRR)P(RR) + P(RIRB)P(RB)+ P(RIBB)P{BB) 


3 


因此 , 反面 是 黑色 的 概率 为 1/3. 但 是 有 些 学 生 猜 另 一 面 是 黑色 的 概率 为 1/2. 他 
们 的 错误 在 于 认为 这 张 牌 有 两 种 可 能 , 两 面 全 红 , 或 者 一 面 红 一 面 黑 , 这 两 种 可 能 性 
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是 一 样 的 . 事实 上 , 你 可 以 把 三 张 牌 的 6 个 面 记 为 (Ri R2), (Bi, B2), (Rs, Bs), 其 中 
(Ri, Re) 表示 全 红 的 那 张 牌 的 两 个 面 , (Bi, Bz) 表示 两 面 均 为 黑色 的 那 张 牌 的 两 个 
面 , (Rs, Bs) 表示 一 红 一 黑 的 那 张 牌 的 两 个 面 . 即 6 个 面 是 以 相等 的 概率 出 现 的 . 只 
有 Rs 出 现时 , 背面 是 黑色 的 . 而 玉 , Ra 出 现时 , 背面 均 为 红色 的 . 因此 , 当 正 面 为 红 
色 时 , 背面 为 黑色 的 概率 为 1/3 而 不 是 1/2. 

例 31 镇 上 新 搬 来 一 对 夫妇 , 已 知 他 们 有 两 个 孩子 . 假设 某 天 遇 到 该 母亲 带 着 
一 个 女儿 在 散步 , 问 她 的 两 个 孩子 都 是 女儿 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 首先 , 定义 如 下 事件 : 

G1: 第 一 个 (也 即 最 大 的 ) 孩子 为 女孩 ; 

G2: 第 二 个 孩子 为 女孩 ; 

G: 被 看 到 跟 和 母亲 一 起 散步 的 为 女孩 

而 且 令 Bi, B2, 忆 表示 类 似 上 述 的 事件 , 其 中 “女孩 ”替换 为 “男孩 ”. 这 样 , 所 
求 概率 P(G1G2lG) 可 以 表示 如 下 : 
P(G1G2lG) = 二 =- Se 


而 且 ， 
P(G) =P(G|G1G»)P(G1G;) 十 P(G|G1B»)P(G1B;») 
十 P(G|Bi1G2)P(B1G;) 十 P(GIB1B»)P(B1B,) 
=P(G1G,) 十 P(G|GiB2)P(G1 B,) 十 P(G|Bi1G2)P(BiG;) 


其 中 最 后 一 个 等 式 用 到 了 结论 P(G|G1G2) = 1 以 及 P(G|B1Bo) = 0. 如 果 我 们 通 
常 地 假设 4 种 可 能 结果 G1, G2, B1, B2 都 是 等 可 能 的 , 那么 我 们 有 

1/4 1 
1/4+ P(GIG1B2)/4+ P(G|IBiG2)/4 1+P(G|G1B»)+ P(G|B1G;) 
因此 , 答案 依赖 于 已 知事 件 G1B; 条 件 下 , 碰 到 母亲 带 着 女孩 的 条 件 概率 , 以 及 已 知 
事件 G2Bi 条 件 下 , 磁 到 和 和 母亲 带 着 男孩 的 条 件 概率 . 举例 来 说 , 我 们 假定 母亲 对 于 
性 别 没有 倾向 , 母亲 带 着 大 孩子 一 起 散步 的 概率 为 p, 那么 有 

P(GIG1B2) =p =1- P(GIB1G;) 

即 P(GIG1B2) + P(G1B1G2) = 1 从 而 P(G1G2|G) = 1/2. 另 一 面 , 如 果 假 定 两 个 孩 
子 性 别 不 同 , 母亲 带 着 女 接 一 起 散步 的 概率 为 g, 是 与 孩子 出 生 的 次 序 是 独立 的 , 那 
么 我 们 有 P(GIG1B2) = P(G|B1G2) = g, 意味 着 P(G1G2|G) = 1/(1 + 29). 举例 来 
说 , 如 果 我 们 取 9 = 1, 即 母 亲 总 是 选择 女孩 一 起 去 散步 , 那么 两 个 都 是 女孩 的 条 件 
概率 为 1/3. 这 点 同 例 2b 是 一 致 的 , 因为 事件 “看 见 母 亲 带 着 一 个 女孩 ”与 事件 
“至 少 有 一 个 女孩 ”是 等 价 的 . 


P(G1G2|G) 一 


64 第 3 章 条 件 概率 和 独立 性 


因此 , 综 上 所 述 , 此 问题 是 无 法 解 的 . 事实 上 , 即使 假设 孩子 的 性 别 是 等 可 能 的 ， 
我 们 仍 需 要 额外 的 假设 才能 解决 问题 . 因为 该 试验 的 样本 空间 包含 了 如 下 形式 的 
向 量 : (s1, s2, 引 , 其 中 s1 表示 大 孩子 的 性 别 , ss 表示 小 孩子 的 性 别 , i 表示 被 碰 到 的 
孩子 的 出 生 次 序 . 因此 , 为 确定 样本 空间 的 点 的 概率 , 光 知 道 孩子 的 性 别 的 概率 是 不 
够 的 , 还 需要 知道 母亲 所 带 孩 子 的 出 生 次 序 的 条 件 概率 (给 定 大 小 孩子 的 性 别 )， 晶 

例 3m 储 物 逢 里 有 3 种 不 同 的 一 次 性 手电 . 第 一 种 手电 使 用 超过 100 小 时 的 
概率 为 0.7, 而 第 二 种 和 第 三 种 手电 相应 的 概率 分 别 只 有 0.4 和 0.3. 假设 箱子 里 的 
手电 , 20% 的 为 第 一 种 , 第 二 种 和 第 三 种 分 别 为 30% 和 50%. 

(a) 随机 挑 一 个 手电 , 能 使 用 100 小 时 以 上 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 手 电 使 用 超过 100 小 时 , 问 它 是 第 j 种 手电 的 条 件 概率 是 多 大 ? (7 = 
1, 2, 3) 

解 : (a) 令 4 表示 “ 挑 出 的 手电 能 使 用 100 小 时 ”这 一 事件 , 令 三 表示 挑 出 了 
第 7 种 手电 (7 = 1 2,3) . 为 了 计算 P(A4), 以 挑 出 手电 的 种 类 为 条 件 , 可 得 

P(A)= P(AIFI)P(F) + P(AIF2)P(F2) + P(AIF3)P(Fs) 
=0.7x0.2+0.4x0.3+0.3x0.5=0.41 

因此 , 随机 挑选 的 手电 能 使 用 使 用 100 小 时 以 上 的 概率 为 0.41. 

(b) 利用 贝 叶 斯 公式 得 到 所 求 概率 : 

P(Fi|A) = LAS) PAF)PE) 


P(A) 0.41 


因此 ， 
P(F1|A) = 0.7x 0.2/0.41 = 14/41 


P(F2|A) = 0.4x 0.3/0.41 = 12/41 
P(Fs|A) = 0.3 x 0.5/0.41 = 15/41 
举例 来 说 , 对 第 一 种 手电 , 尽管 被 选中 的 初始 概率 只 有 0.2, 但 是 得 到 手电 使 用 超过 
100 小 时 的 信息 后 , 这 个 概率 提升 到 14/41 ~ 0.341. 轩 
例 3n 某 罪犯 在 犯罪 现场 留 下 了 一 些 DNA, 法 医 研 究 后 注意 到 能 够 辨认 的 只 
有 5 对 , 而 且 每 个 无 罪 的 人 , 与 这 5 对 相 匹配 的 概率 为 10-5, 律师 认为 罪犯 就 是 该 城 
镇 100 万 居民 之 一 . 在 过 去 10 年 内 , 该 城镇 有 10 000 人 曾 蹲 过 监狱 . 他 们 的 DNA 
资料 都 记录 在 案 . 在 检查 这 些 DNA 文档 之 前 , 律师 认为 这 10 000 有 犯罪 前 科 的 人 
犯 此 罪 的 概率 为 a. 而 其 余 990 000 居民 , 每 人 犯 此 罪 的 概率 为 6, 其 中 a = cp( 也 
即 , 他 认为 最 近 10 年 内 释放 的 有 犯罪 前 科 的 人 作案 的 可 能 性 是 其 他 人 的 e 倍 ). 将 
DNA 分 析 结 果 同 这 10 000 个 有 犯罪 前 科 的 人 的 数据 文档 对 比 后 , 发 现 只 有 AJ 琼斯 
的 DNA 符合 . 假设 律师 关于 a 和 6 之 间 的 关系 是 准确 的 , AJ 作案 的 可 能 性 有 多 大 ? 
解 : 首先 注意 到 概率 之 和 必 等 于 1, 因此 我 们 有 


1 = 10 000a + 990 0008 = (10 000c + 990 000)8 
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也 即 , 1 C 

Ai000c 二 990000 “一 和 000cT990000 
现在 , 令 G 表示 “AJ 为 作案 者 ”, 令 M 表示 “AJ 是 这 10 000 人 中 办 一 的 与 现场 
DNA 相 匹 配 的 人 ”. 那么 


P(G|IM) = 


P(GM) _ P(G)P(MIG) 
P(M) ~ P(MIG)P(G) + PLMIGe)P(Ge) 
如 果 AJ 为 作案 者 , 此 时 其 他 的 9999 人 都 不 是 作案 者 . 这 10 000 人 中 AJ 是 唯一 匹 
配 者 的 概率 为 P(AM|G) = (1 - 10-5)9999. 
令 C = { 除 AJ 外 , 其 他 有 前 科 的 人 不 是 作案 者 }, 则 
_ P(CG°) _ 1-10000a 


(OO) = pe) -ia 


同样 , 在 除 AJ 外 , 其 他 有 前 科 的 人 不 是 作案 者 的 前 提 下 , 这 9999 人 与 现场 
DNA 相 匹 配 的 概率 为 (1 一 10-5)9999, 所 以 1 


cy 10-5/1 _ 10-5,9999 { 1 ~ 10 000a 
PIMIG®) = 10 (1 一 10-9) 1 ) 
因此 P(G) = a, 由 上 面 公式 可 得 
, 1 
Yarn) 0 0 


因此 , 如 果 律 师 最 初 认为 任 一 有 犯罪 前 科 的 人 作案 的 可 能 性 是 没有 犯罪 前 科 的 人 的 
100 倍 (也 即 c= 100), 那么 a = 1/19 900, 且 P(G|M) = 1/1.099 s 0.9099. 如 果 律 
师 最 初 认为 c = 10, 那么 a = 1/109 000, 且 P(G|M) = 1/1.99 = 0.5025. 如 果 律 师 
最 初 认为 任 一 有 犯罪 前 科 的 人 作案 的 可 能 性 与 镇 里 其 他 人 是 相同 的 (c = 1), 那么 
Qa=1076, 且 P(GIM) = 1710.9 = 0.0917. 因此 , 概率 变化 范围 是 从 大 概 9%( 此 时 律 
师 最 初 假设 所 有 人 作案 的 概率 一 样 ) 到 91%( 此 时 他 认为 每 个 有 犯罪 前 科 的 人 作案 
的 概率 为 其 他 任 一 居民 的 100 倍 ). 国 
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本 章 前 面 的 例子 显示 : 已 知 的 条 件 下 巨 发 生 的 条 件 概 率 P(E|F) 一 般 来 说 
不 等 于 马 发 生 的 非 条 件 概率 P(E). 也 就 是 说 , 知道 了 下 已 发 生 通常 会 改变 巨 的 发 
生机 会 . 但 在 一 些 特殊 情形 下 , P(E|F) 确实 等 于 P(E), 此 时 我 们 称 已 和 已 独立 , 
也 即 , 如 果 已 知 FF 的 发 生 并 不 影响 忆 发 生 的 可 能 性 , 那么 和 下 就 是 独立 的 . 


1. 下 式 可 这 样 理解 :P(MIGe) = P(C|G°)-P(MI|C), 因为 在 G 条件 下 , AJ 只 能 是 唯一 地 与 现场 DNA 
匹配 者 , 所 以 P(M|G) = 10-5(1 一 10-5)9999.- 一 译 者 注 
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因为 P(EIF)=P(EF)/P(), 可 以 看 出 如 果 以 下 式 子 成 立 , 那么 妃 和 独立: 
P(EF) = P(E)P(F) (4.1) 
由 于 公式 (4.1) 关于 巨 和 下 是 对 称 的 , 就 说 明了 只 要 巨 和 下 独立 ,那么 下 和 巨 也 
独立 , 因此 , 我 们 有 以 下 定义 : 


定义 ”对 于 两 个 事件 和 F, 若 (4.1) 式 成 立 , 则 称 它们 是 独立 的 (indepen- 
dent. 若 两 个 事件 和 FF 不 独立 , 则 称 它们 是 相依 的 (dependent), 或 相互 
不 独立 . 


例 4a 从 一 副 洗 好 的 52 张 扑 克 牌 里 随机 抽取 一 张 牌 . 记 EB 表示 事件 “抽取 的 
牌 为 一 张 “A，”, 记 下 表示 事件 “抽取 的 牌 为 一 张 黑 桃 ”, 那么 妃 和 瑟 就 是 独立 
的 . 因为 P(EF)= 1/52, 而 P(E)=4/52 H P(F) = 13/52. 加 

例 4b 撕 两 枚 硬币 , 假设 全 部 4 个 结果 出 现 的 可 能 性 是 一 样 的 . 记 EE 表示 事 
件 “ 第 一 枚 硬币 正面 朝 上 ”, 记 已 表示 “第 二 枚 硬币 反面 朝 上 ”, 那么 妃 和 瓦 是 
独立 的 , 因为 P(EF) = P{(HT)} = 1/4, 而 P(B) = P({(H,H),(H,T))) = 1/2, 且 
P(F) = P({(H, T), (T, T)}) = 1/2. a 

例 4c 搓 两 枚 均匀 的 骨 子 , 记 到 表示 事件 “ 骨 子 点 数 之 和 为 6”, 玉 表示 事 
件 “ 第 一 枚 仍 子 点 数 为 4”, 那么 P(E1F) = P({(4,2)}) = 1/36. 而 P(EB1)P(F) = 
5/36 x 1/6 = 5/216, 因此 , Bl 和 FF 不 独立 . 直观 来 说 , 这 个 原因 是 显而易见 的 , 因为 
如 果 我 们 关注 掷 出 点 数 和 为 6( 两 枚 能 子 ), 那么 在 第 一 枚 殿 子 为 4( 或 者 1,2,3,4,5 中 
任 一 个 ), 我 们 都 还 乐观 , 因为 此 时 仍 有 机 会 得 到 和 为 6. 另 一 方面 , 如 果 第 一 枚 仍 子 
为 6, 那么 我 们 就 不 乐观 了 , 因为 没有 任何 机 会 得 到 点 数 和 为 6 了 . 也 就 是 说 , 得 到 
和 为 6 的 机 率 依赖 于 第 一 枚 骨 子 的 结果 , 因此 , Bl 和 FF 不 可 能 独立 . 

现在 , 令 2 表示 事件 “ 肯 子 数 之 和 为 ?”, 那么 EE 是 否 和 FF 独立 ? 答案 是 肯 
定 的 , 因为 P(E2F) = P({(4,3)}) = 1/36, 而 P(B2)P(F) = 3 x 1 = 1/36 

我 们 留 给 读者 去 证 明 此 直观 的 结论 ; 为 什么 事件 “山子 点 数 之 和 为 7” 同 第 一 
枚 仍 子 的 点 数 是 独立 的 . 国 

例 4dq 令 五 表示 事件 “下 届 总 统 是 共和 党 人 ”, 下 表示 事件 “未 来 一 年 将 会 
有 一 次 大 地 震 ”, 大 多 数 人 会 认为 和 下 是 独立 的 . 然而 , 如 果 另 外 一 个 事件 C 是 
“选举 之 后 两 年 之 内 会 经 历经 济 衰退 ”, 那么 对 于 已 和 G 是 否 独立 , 却 存在 着 长 期 
争论 . 

接 下 来 证 明 如 果 忆 独立 于 F, 那么 巨 也 独立 于 Fe. 


命题 4.1 如 朱玉 和 FF 独立 ,那么 已 和 Fr° 也 独立 . 


证 明 : 假定 五 入 独立 由 于 已 = EFUEFe, 且 BF 和 Fe 显而易见 
是 互 不 相 容 的 , 因此 有 P(E) = P(EF) + P(EF*) = P(E)P(F) + PUBFe) 这 样 
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P(EF°) = P(E)1 - P(F)] = P(E)P(F*) 命题 得 以 证 明 . 

因此 , 如 果 巨 和 下 是 独立 的 , 那么 无 论 得 知 F 发 生 的 信息 , 还 是 得 知 不 发 
生 的 信息 , 妃 发 生 的 概率 都 是 不 变 的 . 

现在 假设 巨 既 和 下 独立 , 也 和 G 独立 , 那么 刀 是否 一 定 和 FG 独立 ? 答案 有 
点 不 可 思议 , 是 否定 的 . 考虑 如 下 例子 : 

例 4e 掷 两 枚 均匀 的 般 子 . 记 互 表示 事件 “ 般 子 点 数 之 和 为 ?”, 记 表示 事 
件 “ 第 一 枚 般 子 点 数 为 4” 以 及 G 表示 事件 “第 二 枚 散 子 点 数 为 3”. 从 例 4c 可 以 
得 知 , 和 玉 是 独立 的 , 同样 的 理由 可 以 说 明 巨 和 G 也 是 独立 的 . 但是, 很 明显 刀 
和 FG 是 不 独立 的 , 因为 P(E|FG) = 1 加 

从 例 4e 还 可 以 得 出 关于 三 个 事件 E,F 和 G 的 独立 性 的 合适 的 定义 . 三 个 事 
件 的 独立 性 比 要 求 所 有 的 (3) 对 事件 的 独立 更 强 , 我 们 给 出 如 下 定义 ; 


定义 三 个 事件 五 , 已 和 G 称 为 独立 的 , 如 果 
P(EFG) =P(E)P(F)P(G) P(EF)= P(E)P(F,) 
P(EG) =P(E)P(G) P(FG) = P(F)P(G) 


值得 注意 的 是 , 如 果 已 F 和 G 是 独立 的 , 那么 互 与 政和 G 的 任意 组 合 事件 
都 是 独立 的 . 比如 , 和 FUG 就 是 独立 的 , 因为 
PIE(FUG) = P(EFU EG)= P(EF)+ P(EG) - P(EFG) 
= P(E)P(F) + P(E)P(G) ~ P(E)P(FG) 
= P(E)[P(F) + P(G) - PUFG)] 
= P(E)P(F UG) 


当然 , 还 可 以 推广 到 三 个 以 上 事件 的 独立 性 定义 . 事件 Ei,… , 加, 称 为 独立 的 ， 

如 果 对 这 些 事件 的 任意 子 集 Ei, Bz,… , ,7r’ < n, 都 有 
P(Eu EEr') = P(E)P(E2)... P(E,) 

最 后 , 我 们 来 定义 无 限 个 事件 的 独立 性 . 如 果 无 限 个 事件 的 任意 有 限 个 子 集 都 是 独 
立 的 , 则 称 这 无 限 个 事件 是 相互 独立 的 ， 

有 时 会 遇 到 这 种 情况 , 所 考虑 的 概率 试验 由 一 系列 子 试验 组 成 . 例如 , 连续 抛掷 
一 枚 硬币 这 个 试验 , 就 可 以 把 每 搓 一 次 看 作 一 个 子 试验 . 在 许多 场合 下 , 假定 任 一 
组 子 试验 的 结果 不 影响 其 他 子 试验 的 结果 的 假设 是 合理 的 . 如 果真 是 这 样 , 我 们 称 
这 些 子 试验 是 相互 独立 的 . 更 确切 的 说 , 称 一 系列 子 试验 是 相互 独立 的 , 如 果 任意 的 
事件 序列 ,2,… ,a,.… 是 相互 独立 的 事件 序列 , 这 里 , 事件 为 完全 由 第 i 次 
子 试验 的 结果 所 决定 . 
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如 果 各 个 子 试验 彼此 相同 , 即 各 子 试验 有 相同 的 (于) 样本 空间 及 相同 的 事件 
概率 函数 , 那么 就 称 这 些 试验 为 重复 试验 . 

例 4 设 在 独立 重复 试验 中 , 每 次 试验 结果 成 功 的 概率 为 p 失败 的 概率 为 
1 一 p, 试 求 如 下 概率 ; 

(a) 前 nn 次 试验 中 至 少 成 功 1 次 ; 

(b) 前 n 次 试验 中 成 功 大 次 

(c) 所 有 试验 结果 都 成 功 . 

解 : 为 计算 前 ”次 试验 中 至 少 成 功 1 次 的 概率 , 先 求 它 的 对 立 事件 的 概率 . 它 
的 对 立 事件 就 是 “前 n 次 试验 全 失败 了 ”. 车 以 表示 第 ;次 试验 失败 这 一 事件 
则 由 独立 性 可 得 , 前 ”次 试验 全 失败 的 概率 

P(EBiE2:.. En) = P(E)P(E2):.:. P(En,) = (1 — 9p)” 

因此 , (a) 的 答案 就 是 1 一 (1 一 p)". 

为 解 (b), 考虑 任 一 个 由 大 个 成 功 、m -大 个 失败 组 成 的 前 n 个 结果 的 特定 序 
列 由 独立 性 知 , 每 个 这 样 的 序列 发 生 的 概率 为 六 (1 一 )"*. 由 于 共有 (”) 个 这 样 


的 序列 (由 大 个 成 功 与 n 一 个 失败 组 成 的 排列 种 数 为 n1/[k!(n 一 1), 故 所 求 概 
率 为 
P{ 恰 有 A 次 成 功 } = (站 mr Dj" 


为 解 (), 我 们 由 (a) 注意 到 , 前 n 次 试验 全 成 功 的 概率 为 P(BF3.… Bs) = pr". 
因此 , 运用 概率 的 连续 性 属性 (第 2.6 节 ), 我 们 可 得 所 求 概率 P( 2， 三) 为 


~ ， 1 
?NB) -P(N 8) = mn,P( NN) 


例 4g 由 nn 个 元 件 组 成 的 系统 称 为 并 

, 联 的 , 如 果 至 少 有 一 个 元 件 工 作 正 常 , 那么 

2 整个 系统 都 工作 正常 (如 图 3.2)， 对 于 这 

; 样 的 系统 , 如 果 元 件 i 工作 正常 的 概率 为 

pisi = 1,… ,n, 并 且 各 元 件 的 工作 状态 相 

图 3.2 并 联系 网 人 有 -个 开关 是 互 独立 ， 那 么 整个 系统 工作 正常 的 概率 是 
通 的 , 4 与 B 之 间 就 是 通 的 多 大 ? 

解 : 令 4; 表示 事件 “元 件 i 工作 正 
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常 ”, 那么 
P{ 系 统 工作 正常 } = 1 一 P{ 系 统 工作 不 正常 } 
= 1 一 P{ 所 有 元 件 工作 不 正常 } 


=1- z(n 全 =:-Ia-m 利用 独立 性 曙 


例 4h 进行 独立 重复 试验 ， 每 次 试验 为 挪 两 术 均 义 的 山子 ， 并 记录 两 枚 山子 点 
数 之 和 . 问 “ 和 为 5” 出 现在 “和 为 7” 之 前 的 概率 是 多 少 ? 

解 : 令 EE 表示 捉 件 “前 n 一 1 次 试验 中 , 5 和 7 都 不 出 现 , 而 第 n 次 试验 出 现 
5”, 那么 所 求 概 率 为 

P( U E,) = 5 P(E,) 
n=1 = 

因为 任 一 次 试验 中 , P( 和 为 5) = 4/36, 且 P( 和 为 7) = 6/36, 这 样 , 利用 试验 的 独立 
性 可 以 得 到 


因此 ， 
” 1 7113 1 1 2 
r(Us.) -> (号 ) “9” 1-13/18 5 
该 结果 还 可 以 利用 条 件 概率 得 到 . 令 EE 表示 事 件 “ 和 为 5 出 现在 和 为 7 之 前 ”， 
那么 以 首次 试验 结果 为 条 件 也 可 得 到 所 求 概率 , 方法 如 下: 令 下 表示 事件 “第 一 次 
试验 中 两 枚 般 子 的 点 数 之 和 为 5”,，G 表示 事件 “第 一 次 试验 中 点 数 之 和 为 7”, 玖 
表示 事件 “第 一 次 试验 中 点 数 之 和 既 不 是 5 也 不 是 7” . 利用 全 概 公式 , 有 
P(E) = P(EIF)P(F) + P(EIG)P(G) + P(EIH)P(H) 


然而 , P(EIF)= 1 P(EIG) =0 P(EBIH) = P(E). 前 两 个 等 式 是 显而易见 的 ， 
第 三 个 等 式 是 因为 : 第 一 次 结果 既 不 是 5, 也 不 是 7, 那么 这 种 状况 又 相当 于 重新 开 
台 了 . 也 就 是 说 , 试验 者 将 要 连续 扔 两 枚 山子 直到 两 枚 山子 的 点 数 之 和 为 5 或 者 7， 
男 一 方面 , 每 次 试验 都 是 独立 的 , 因此 , 第 一 次 试验 的 结果 不 会 对 接 下 来 的 试验 有 及 
响 , 因为 P(F) = 4/36, P(G) = 6/36, P(H) = 26/36, 这 样 P(E) = = 5+ P(E) 
者 P(E) = 2/5. 

读者 可 能 会 发 现 答案 很 直观 , 因为 既然 “和 为 5” 出 现 的 概率 为 4/36 而 “和 为 
7” 出 现 的 概率 为 6/36, 那么 直观 地 看 出 5 出 现在 7 前 面 的 比例 为 4 : 6, 因此 “和 
为 5 出 现在 和 为 7 之 前 ”的 概率 就 为 4/10, 事实 上 的 确 如 此 . 


记 : 或 
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这 说 明了 如 果 E 和 FF 是 一 次 试验 中 的 两 个 互 不 相 容 事件 , 那么 在 独立 重复 试 
验 时 , 事件 EE 在 事件 正之 前 发 生 的 概率 为 
P(E) 
P(E) + PF) 
例 4 有 n 种 类 型 的 优惠 券 , 某 人 收集 到 第 i 种 优惠 券 的 概率 为 pi, D2 pi = 
1. 假定 各 种 券 的 收集 是 相互 独立 的 . 假设 这 个 人 收集 了 张 优惠 券 , 令 A; 表示 事 
件 “ 其 中 至 少 有 一 张 第 i 种 优惠 券 ”, 对 于 ij, 计算 
(a) P(Ai) (b) P(AiUA;) (c) P(Ai|A;) 
解 。P(4i) = 1 一 P(45) = 1 一 P{ 没 有 第 i 种 优惠 券 } = 1 一 (1 一 pi)*, 上 面 利用 
了 每 种 优惠 券 的 收集 都 是 独立 的 , 不 是 第 i 种 优惠 券 的 概率 为 1 - pi. 类 似 地 
P(AiUA4)=1-P((4U4,)°) 
= 1 一 P{ 既 没有 第 ;种 优惠 券 , 也 没有 第 ;种 优惠 券 } = 1 一 (1 -pi -pj)* 
此 处 利用 了 每 种 优惠 券 的 收集 都 是 独立 的 , 既 不 是 第 i 种 优惠 券 也 不 是 第 ; 种 优惠 
券 的 概率 为 1 pi 一 pj. 
为 了 计算 P(A4i|4j), 我 们 利用 等 式 P(AiU A;) = P(4i;)+P(4;) 一 P(A4i4;). 其 
中 , 利用 (a) 和 (b), 可 以 得 到 
P(AiA;)=1— (1—p) +1— (1—p)* [1—(—p;—p;)’] 
=1-(1—p)* ~ (1—p) "+(l -pi—p;)" 


这 样 ， 
_ Pi4) __ 1- (0-p) (p+(l -pi— pI) 
P(A;) 1—(1—py)* 

接 下 来 的 例子 陈述 了 一 个 在 概率 论 历史 中 占有 显赫 地 位 的 问题 , 即 著名 的 点 数 
问题 '(problem of the points). 该 问题 是 这 样 的 : 两 个 财 徒 下 了 注 后 , 就 按照 某 种 方 
式 赌 起 来 , 规定 得 胜 者 赢得 所 有 赌注 , 但 在 谁 也 没 得 胜 之 前 , 赌博 因 故 中 止 了 . 此 时 
每 人 都 获得 了 一 些 “ 得 分 ”, 那么 这 些 赌 本 该 如 何 分 呢 ? 

这 个 问题 是 1654 年 de Méré 荔 士 向 法 国 数学 家 帕斯卡 提出 的 , 赤 士 当时 是 一 
个 职业 赌 徒 . 在 攻克 这 一 难题 的 过 程 中 , 帕斯卡 提出 了 这 样 一 个 重要 的 思想 : 赌 徒 
廉 得 的 赌 本 的 比例 , 取决 于 如 果 比 赛 继续 进行 下 去 , 他 们 各 自 能 取胜 的 概率 . 帕斯卡 
解决 了 一 些 特 殊 情形 , 更 主要 的 是 , 他 开始 与 法 国 著名 的 数学 家 费 马 建立 了 通信 联 
系 , 讨论 该 问题 . 他 们 之 间 通 信 的 结果 , 不 仅 完全 解决 了 点 数 问题 , 而 且 还 为 解决 很 
多 其 他 机 会 游戏 问题 搭 好 了 框架 、 有 些 人 把 他 们 建立 通信 联系 的 这 一 天 看 作 概率 


P(AilA;) 国 


1. 此 处 也 可 解释 成 赌 本 分 割 问题 , 更 易 为 大 家 所 理解 . 一 译 者 注 
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论 的 生日 . 他 们 之 间 的 著名 的 通信 往来, 对 于 激发 欧洲 数学 家 对 概率 论 的 兴趣 也 起 
了 重要 的 作用 . 因为 当时 一 流 的 数学 家 都 认识 帕斯卡 和 费 马 ， 比 如 , 在 他 们 建立 联 
系 后 不 久 , 荷兰 的 年 轻 数学 家 惠 更 斯 也 来 到 了 巴黎 , 和 他 们 一 起 探讨 这 些 问题 及 其 
解法 . 而 且 , 人 们 对 这 个 新 领域 的 兴趣 和 积极 性 也 迅速 高 涨 起 来 

例 当 ( 点 数 问题 ) 假设 在 独立 重复 试验 中 , 每 次 成 功 的 概率 为 m 失败 的 概率 
为 1 一 p. 问 在 m 次 失败 之 前 已 有 n 次 成 功 的 概率 是 多 大 ? 设想 A 和 B 进行 这 样 
的 赌博 当 试验 成 功 时 , A 得 1 分 , 试验 失败 时 , B 得 1 分 , 如果 A 先 得 到 n 分 那么 
A 获胜 , 如 果 B 先 得 到 m 分 , 那么 B 获胜 . 问 A 获胜 的 概率 为 多 大 ? 

解 : 以 下 将 给 出 两 种 解答 . 第 一 种 是 帕斯卡 给 出 的 , 第 二 种 是 费 马 给 出 的 . 

令 Pam 表示 在 m 次 失败 之 前 已 经 出 现 了 n 次 成 功 , 以 第 一 次 的 结果 为 条 件 ， 
i 
Wi Pam = phPn-im + (1 — p)Pnm_1m n 之 l,m 过 1 
(为 什么 ? 给 出 理由 .) 利用 很 明显 的 边界 条 件 Pu。 = 0, ,m= 1, 该 等 式 能 解 出 
Pa,m. 与 其 深入 枯燥 的 细节 , 不 如 来 看 看 费 马 的 解答 

费 马 论证 了 , 要 使 得 n 次 成 功 出 现在 m 次 失败 之 前 , 那么 在 前 m+n 一 1 次 斌 
验 中 , 至 少 有 nn 次 成 功 . (即使 在 试验 m +n 1 次 之 前 , 赌博 就 结束 了 , 我 们 仍 可 以 
假设 剩 下 的 试验 继续 进行 .) 事实 上 , 如 果 在 前 m +n 一 1 次 试验 中 至 少 有 nn 次 成 功 ， 
那么 至 多 有 m -1 次 失败 , 因此 nn 次 成 功 必然 出 现在 m 次 失败 之 前 . 另 一 方面 , 如 
果 m+n 一 1 次 试验 中 不 超过 nn 次 成 功 , 那么 至 少 有 m 次 失败 , 因此 , n 次 成 功 不 会 
出 现在 m 次 失败 之 前 

因此 ,如 例 企 中 指出 的 , m+n~1 次 试验 中 恰好 成 功 k 次 的 概率 为 ("+n 一!)p 


(1 一 p)"™t"w- ik 我 们 可 得 所 求 的 n 次 成 功 出 现在 m 次 失败 之 前 的 概率 为 
m+n—1l 
Pum = 3 人 一 中 md pp) T+tn-ik 国 
k=n 

接 下 来 的 例子 是 著名 的 “ 赌 徒 破产 问题 ”. 

例 4 ( 赌 徒 破产 问题 ) 两 个 赌 徒 , 就 连续 抛掷 一 枚 硬币 的 结果 进行 打赌 . 对 于 
每 一 次 抛掷 , 如 果 是 正面 朝 上 , B 将 支付 给 A 一 元 , 如 果 是 反面 朝 上 , A 将 付 给 B 一 
元 . 一 直 这 样 下 去 , 直到 某 一 方 钱 输 光 . 假定 连续 抛掷 硬币 是 独立 的 , 且 每 次 的 结果 
正面 朝 上 的 概率 为 p, 假定 开始 时 A 有 i 元 , B 及 一 i 元 , 问 A 最 后 能 赢得 所 有 钱 
的 概率 是 多 大 . 

解 : 令 已 表 示 事 件 “开始 时 A 有 i 元 , B 有 N 一 i 元 , 而 A 最 后 赢得 所 有 钱 ”. 
很 显然 它 和 A 最 初 的 钱 数 是 有 关 的 , 记 P = P(E). 以 第 一 次 挪 硬币 的 结果 为 条 件 ， 
令 五 表示 捉 件 “第 一 次 为 正面 朝 上 ”, 这 样 得 到 P(E) 的 表达 式 如 下 : 

P= P(E)= P(EIH)P(H) + P(EIH)P(H°) =pP(EIH) + (1 p)P(EIH®) 
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现在 , 假定 第 一 次 硬币 为 正面 朝 上 , 第 一 次 打赌 结束 后 的 状态 是 : A 有 了 1i+1i 

元 , 而 B 有 NN 一 (i 十 1) 元 . 因为 随后 的 抛 毛 都 同 前 面 独 立 并 且 正 面 朝 上 的 概率 都 

为 p, 因此 , 从 该 时 刻 开始 , A 赢得 所 有 钱 的 概率 等 同 于 这 种 情形 : 一 开始 A 有 ?+1 

元 而 B 有 NN 一 (i+1) 元. 因此 P(E|H) = Piri. 类 似 地 , P(EIH°) = 已- 这 样 , 令 
gq 三 1 一 p, 可 以 得 到 

PB=pPnt+gqP: i=1,2,..…,N-1 (4.2) 

利用 明显 的 边界 条 件 PB = 0 和 Pn = 1, 就 可 以 求解 (4.2) 式 . 由 于 p+g= 1 


上 式 等 价 于 
pPi + gP: = pPiti+ gqgPi 


或 者 , 
Bn- B= (Rr-P-) i=1,2,...,N—1 (4.3) 


B-Ph= (Ph)= 2 
p p 
2 
Bb= 2B -PP)= (2) Ph 
(4.4) 


无 一 五 -1 = “(B-: — PP-_2)= (0) a 
2(Pwv-: — PN-2) = (了 a 
将 (4.4) 式 中 前 i 一 1 个 等 式 累加 , 可 以 得 到 
SAN-1 
+ | 


ea-alG+()， 


Py — PN-_1 = 


或 者 


因此 
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1 
1—(g/p)™ 2 (4.5) 
1 


令 Qi 表示 开始 A 有 i 元 , B 有 NN 一 i 元 , 最 后 B 脱 得 所 有 钱 的 概率 , 那么 , 由 
对 称 性 , 只 需 将 p 替换 为 q, i 替换 为 N 一 i, 我 们 可 以 看 出 


1 一 (P/g)> 一 1 
0 I= p/m Ra 
. 1 


Ni 

如 果 9= 5 
而 且 , 因为 g = 1/2 等 价 于 p= 1/2, 因此 当 g 取 1/2 时 ,有 
1-(g/p’ 1- /a 
RHE Tp + 1 (g/g9™ 


?7 -P(g -9 P/N 
DN 一 qv qv 一 DY 


_ pY pM-igi— gN 十 qipN-; _ 


pM gv 
当 p==g = 1/2 时 结论 仍 成 立 , 因此 我 们 有 
五 十 Gi 三 1 


上 式 表明 , A 和 B 中 某 一 人 将 赢得 所 有 钱 的 概率 为 1; 或 者 说 , A 的 钱 总 在 1 与 
NN 一 1 之 间 而 贱 博 无 休止 地 进行 下 去 的 概率 为 0( 读 者 必须 注意 , 这 场 赌博 有 三 个 可 
能 结果 , 而 不 是 两 个 , 即 或 者 A 胜 , 或 者 B 胜 , 或 者 谁 也 不 胜 . 但 我 们 刚才 证 明了 最 
后 一 种 结果 的 概率 为 0.) 
现在 给 上 述 结论 以 数量 上 的 说 明 . 若 开始 A 有 5 元 ,而 B 有 10 元 , 则 当 p = 1/2 
时 , A 得 胜 的 概率 为 1/3, 而 当 p = 0.6 时 , A 得 胜 的 概率 猛 增 为 
2\5 
二 
1 人 (3) 
财 徒 破产 问题 还 有 一 种 特殊 情形 , 称 为 赌博 持续 时 间 问 题 (duration of play). 
这 个 问题 是 1675 年 法 国 数学 家 费 马 向 荷兰 数学 家 克 里 斯 第 安 . 惠 更 斯 提出 的 , 后 
来 被 惠 更 斯 解决 . 设 A 和 B 每 人 有 12 枚 硬币 , 他 们 以 抛掷 3 个 性 子 的 方法 赌 这 
些 钱 : 若 点 数 为 11( 不 管 谁 掷 般 子 都 可 以 ), 则 A 给 B 一 枚 硬币 , 如 果 点 数 为 14, 则 
B 给 A 一 枚 硬币 . 谁 先 赢得 所 有 硬币 谁 就 获胜 ， 因 为 P{ 点 数 为 11} = 27/216 及 
P{ 点 数 为 14} = 15/216, 由 例 4k 可 以 看 出 , 对 A 而 言 , 这 正 是 p = 12/45,1 = 
12, 入 = 24 情形 下 的 赌 徒 破产 问题 ( 例 企 )， 一 般 的 赌 徒 破产 问题 由 数学 家 往 姆 


~ 0.87 
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士 . 伯 努 利 解决 , 其 结果 发 表 于 1713 年 (他 去 世 后 的 第 8 年 ) 
作为 周 徒 破产 问题 的 应 用 , 讨论 如 下 的 药品 试验 问题 、 设 为 治疗 某 种 疾病 , 正 
在 研制 两 种 新 药 . 新 药 i 的 治愈 率 为 已,i = 1,2. 然而 , 为 未 知 的 . 我 们 希望 知道 
PR > 吕 或 忆 > PR. 试验 是 成 对 地 、 有 序 地 进行 的 . 对 于 各 对 病人 , 其 中 一 人 施 以 
药 1, 另 一 人 用 药 2 当 其 中 一 种 药 的 治愈 人 数 超过 另 一 种 药 的 治愈 人 数 的 一 定数 
量 时 , 试验 就 停止 . 令 
用 策 j 对 病人 中 用 第 1 种 药品 者 治愈 了 他 的 疾病 
” 【0 其 他 
| 第 j 对 病人 中 用 第 2 种 药品 者 治愈 了 他 的 疾病 
” 【0 其 他 


设 M 是 事先 确定 的 正 整数 , 试验 在 第 NN 次 时 停止 , 其 中 N 是 使 下 列 两 个 等 式 中 某 
一 个 第 一 次 成 立时 的 那个 n 的 值 

Xi1+ + Xn (Ti+ + hh)=M 
或 

Ki+ Xn Tt) = MM 


者 n 使 第 一 个 等 式 成 立 , 就 下 结论 PL > 已, 若 n 使 第 二 个 等 式 成 立 , 则 下 结论 
P<Pb. 

为 了 验证 这 个 方法 的 好 坏 , 我 们 需要 知道 利用 这 个 方法 导致 作出 错误 结论 的 概 
率 . 即 在 假设 只 > 己 是 一 组 药 的 治愈 率 的 真 值 的 条 件 下 , 作出 “ 书 > P” 的 错误 
决定 的 概率 . 注意 到 每 一 次 试验 的 结果 : 当 药 品 1 有 效 , 而 药品 2 无 效 时 , 这 个 累计 
差 会 增加 1 相应 的 概率 为 P(1 - 肪 ). 但 如 果 药 品 2 有 效 而 药品 1 无 效 时 , 这 个 累 
计 差 会 减少 1, 其 相应 的 概率 为 (1 -- 只). 当 两 种 药 的 疗效 相同 时 , 这 个 累计 差 保 
持 不 变 , 其 相应 概率 为 Pi 己 + (1 一 号)(1 一己 ). 如 果 我 们 只 考虑 累计 差 变化 的 那些 
试验 , 则 累计 差 以 概率 


P= P{ 累 计 差 增 1| 累 计 差 增 1 或 减 1} = 和 
增 1, 以 概率 


Bli—P) 
已 (人 一 PB) 十 Bll 一 PD) 


减 1， 因 此 , 作出 判断 “P > PP” 的 概率 等 于 赌 徒 累 计 赢 M 元 钱 之 前 累计 输 M 


元 钱 的 概率 ( 赌 徒 每 次 赢 的 概率 为 p, 每 次 输赢 为 1 元 钱 )， 在 公式 (4.5) 中 , 令 
i= M,N = 2M, 这 个 概率 为 


1—-P= 
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一 (元 ) 1 1 
P{ 下 结论 己 > PL}= 1 1 P37 IPT 二 TV 
-( 1+ (于 1 
其 中 > = -二 = a 一 已 ， 例如 , 孔 = 0.6, 己 = 0.4, 则 当 M = 5 时 , 作出 不 正 
确 判 断 的 概率 为 0.017, 当 M = 10 时 , 这 个 概率 降 到 0.0003. 


现在 我 们 介绍 一 种 解决 非 概率 问题 的 概率 方法 . 设 有 一 个 集合 , 我 们 希望 知道 
在 这 个 集合 中 是 否 至 少 有 一 个 元 素 具 有 某 一 特征 ， 例 如 , 在 一 群 鸡 中 , 我 们 希望 知 
道 是 否 有 鸡 患 禽 流感 . 我 们 的 方法 是 随机 地 从 这 一 集合 中 取 一 元 素 , 抽取 的 方法 是 
使 得 这 个 集合 中 的 每 一 个 元 素 被 抽取 到 的 概率 都 大 于 0. 现在 考虑 抽 到 的 元 素 不 具 
有 该 特征 的 概率 . 若 这 个 概率 为 1, 则 在 这 个 集合 中 没有 元 素 有 这 个 特征 . 若 这 个 概 
率 小 于 1, 则 在 这 个 集合 中 至 少 有 一 元 素 具有 这 个 特征 . 

本 节 最 后 一 个 例子 就 是 应 用 这 个 技术 . 

例 41 首先 给 出 ”个 顶点 的 完全 图 的 定义 , 在 平面 
上 有 个 点 ( 称 为 顶点 ), 用 【2) 条 线段 ( 称 为 边 ) 将 这 


些 点 联结 起 来 . 如 图 3.3 表示 了 3 个 顶点 的 完全 图 . 假 
设 n 个 项 点 的 完全 图 的 每 条 边 染 成 了 红色 或 者 蓝 色 . 一 。 图 3.3 3 个 项 点 的 完全 图 
个 有 趣 的 问题 是 ， 对 于 给 定 的 整数 k, 是 否 存在 一 个 染 
色 方法 , 使 得 该 图 上 任意 给 定 的 个 顶点 , 其 相应 的 【> ) 条 边 不 是 同一 颜色 . 通过 
概率 讨论 可 以 证 明 , 如 果 ”不 是 太 大 , 答案 是 肯定 的 

讨论 如 下 : 假设 每 条 边 独立 等 可 能 地 染 成 红色 或 蓝 色 ， 也 即 , 每 条 边 为 红色 的 
概率 为 1/2. 将 这 (%) 个 大 个 顶点 所 组 成 的 子 集 编号 , 定义 事件 Ei = 1,…, (7) 
如 下 

已 = {第 ;个 项 点 集合 的 所 有 边 颜 色相 同 } 

这 样 , 由 于 顶点 集合 的 (2) 条 边 的 每 条 都 等 可 能 地 染 成 红色 或 蓝 色 , 因此 , 它们 


颜色 相同 的 概率 为 


1 \ k(k—1)/2 
) 100 


P(E) =2(3 


已) < > PC (布尔 不 等 式 ) 
我 们 可 得 “至 少 存在 一 个 上 点 集合 , 其 所 有 边 颜色 相同 ”的 概率 为 P(U; E;), 满足 
rs 的 
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因此 如 果 (加 ( Su 1)/2—1 < 1 或 者 ,等 价 于 (7) < 2%- 1)/2-1 ; 则 (7) 个 点 
集合 里 ,“ 至 少 存在 一 个 大 点 集合 , 其 所 有 的 边 颜色 都 相同 ”的 概率 小 于 1. 因此 , 在 
前 述 n 和 的 条 件 下 ,，“ 没 有 一 个 上 点 集合 , 其 所 有 边 颜 色相 同 ” 的 概率 为 正 数 , 这 
意味 着 至 少 存在 一 种 染色 方法 , 使 得 对 任意 顶点 集合 , 其 所 有 的 边 染 色 不 全 相同 .时 

注 : (a) 上 面 的 论证 列 出 了 关于 n,k 的 条 件 , 在 这 样 条 件 之 下 , 存在 一 种 涂 颜 
色 的 方法 即 可 满足 所 要 求 的 性 质 . 但 它 并 没有 告诉 我 们 如 何 涂 颜色 , 使 得 所 涂 的 颜 
色 满 足 所 要 求 的 性 质 . (当然 , 可 以 随机 地 涂 色 , 然后 检查 所 涂 的 颜色 是 否 满足 所 要 
求 的 性 质 , 若 不 成 , 再 重复 一 次 , 直到 成 功 为 止 .) 

(b) 将 概率 引进 那些 纯粹 是 确定 问题 的 方法 称 为 概率 化 方法 (probabilistic 
method!). 此 方法 的 其 他 例子 在 理论 习题 24 以 及 第 7 章 的 例 2t 和 例 2u 中 给 出 . 


3.5 ”PP(-|F) 为 概率 


条 件 概 率 满足 普通 概率 的 所 有 性 质 . 命题 5.1 证 明了 条 件 概率 P(E|F) 满足 概 
101| 率 的 三 条 公理 . 


命题 5.1 (a) 0< P(EIF)<1; (bj P(S|F)= 
(c) 若 Bi,i = 1,2,.… 为 互 不 相 容 事件 列 , 则 


P( U EilF) = 3 P(EIF) 
i=1 i 二] 


证 明 : 为 了 证 明 (a), 我 们 只 要 证 明 0 < P(EBF)/P(F) < 1 即 可 . 不 等 式 左边 是 
显然 的 , 而 不 等 式 的 右边 成 立 是 因为 BF CF 成立 意味 着 P(EF) < P(P)，(b) 成 
立 是 因为 


pe 站- HSE) -， 
(c) 成 立 是 因为 
P UE F) P(UBr) _ 
RU = BF = Fy — 因为 (JB)F = UEP 
D P(Ein) 
= 生 一 PP -过 所 (BilF) 国 


1. 参 见 N. Alon, J. Spencer 及 P. Erdos, The Probabilistic Method (纽约 : John Wiley & Sons,Inc., 
1992). 
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其 中 倒数 第 二 个 等 式 成 立 是 因为 BiB; = 9, 这 意味 着 BiFEjF = 2. 
如 果 我 们 定义 Q@(E) = P(EIF), 根据 命题 5.1, Q(BE) 可 认为 是 关于 5 中 事件 的 
概率 函数 . 因此 , 前 面 证 明 的 关于 概率 的 命题 它 都 满足 . 举例 说 , 我 们 有 


QEiU E2) = Q(BE1) + Q(E2) — Q(BiE;) 
或 者 等 价 地 ， 
P(B1U ElF) = P(Ei|F) + P(E2|F) ~ P(EiE2|F) 


而 且 , 如 果 我 们 再 定义 条 件 概 率 Q(Bi|E2) 如 下 : Q( 玉 |2) = Q(B1E2)/Q(E2), 根据 
(3.1) 式 可 得 
QU = Q(BilE2)Q(E2) + QBNES)Q( ES) (5.1) 


由 于 
_ Q(BiE2) P(EIE2|F) P(E1E2F)/P(F) 
Om) = Qs) ™ PEF) ~ POA/PE) ~ (BEF) 


我 们 可 看 出 (5.1) 式 等 价 于 
PEIF) = P(EIE2F)P(E2|F) + P(E|ESF)P(ESIF) 


例 5a 考虑 例 3a, 保险 公司 认为 人 可 以 分 为 不 同 的 两 类 , 一 类 是 易 出 事故 的 ， 
另 一 类 是 比较 谨慎 的 . 在 任意 给 定 的 一 年 内 , 易 出 事故 的 人 将 发 生 事故 的 概率 为 0.4， 
而 对 比较 谨慎 的 人 来 说 , 此 概率 为 0.2. 若 已 知 某 新 保险 客户 在 第 一 年 已 经 出 过 一 
次 事故 , 问 他 在 保险 有 效 的 第 二 年 又 出 一 次 事故 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

解 : 如 果 令 4 表示 “该 保险 客户 是 易 出 事故 的 人 ”这 一 事件 , 而 4i,i = 1,2 表 
示 “ 他 在 第 ; 年 出 一 次 事故 ”. 那么 , 以 他 是 不 是 易 出 事故 的 人 为 条 件 , 可 以 算出 所 
求 概率 P(A42|41) 如 下 : 

P(A2|A1) = P(A2|AA1)P(A|A1) + P(A2|A°A1)P(A°|A1) 


而 
_ ?A414) _ P(A41|4)P(A) 
ro 
但 是 , 例 3a 中 已 经 假设 P(4) = 3/10, 目 算出 了 P(A41) = 0.26, 因此 
P(4I4) = = 在 
从 而 


7 


由 于 P(A2|A4i) = 0.4 以 及 P(A2|4°A41) = 0.2, 我 们 得 到 


6 7 
P(A»|A1) = 0.4xC— .2X 一 名 0. 
(A2|A1)= 0 xT3+0 X13 0.29 
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例 5b 一 只 母 猩猩 生 了 一 只 幼 猩猩 , 但 是 , 却 不 能 断定 两 只 公 猩 猩 究竟 哪 一 只 
是 父亲 . 在 进行 基因 分 析 之 前 , 有 迹象 表明 第 一 只 公 猩 猩 为 父亲 的 概率 为 p, 第 二 只 
为 父亲 的 概率 为 1 - 2. 从 这 三 只 猩猩 身上 获得 的 DNA 表明 , 对 于 一 个 特殊 的 基因 
组 , 母 猩 猩 具 有 基因 对 (A,A), 第 一 只 公 猩 猩 具 有 基因 对 (aa), 而 第 二 只 公 猩 猩 具 
有 基因 对 (A,a)， 幼 猩猩 出 生 后 , 具有 基因 对 (A,a), 第 一 只 公 猩 猩 是 父亲 的 概率 是 
多 大 ? 

解 : 令 所 有 概率 都 是 以 “ 母 猩猩 有 基因 对 (A,A), 第 一 只 公 猩 猩 具 有 基因 对 (a,a)， 
第 二 只 公 猩 猩 具 有 基因 对 (A,a)” 为 条 件 的 条 件 概 率 . 又 令 Mi 表示 第 i 只 公 猩 猩 为 
父亲 这 一 事件 , i = 1,2. 令 Ba,a 表示 幼 猩猩 具有 基因 对 (A,a) 这 一 事件 , 那么 如 下 
可 得 到 P(M1|Ba,a): 


_ P(MiBaa) P(BaalM1)P(Mi) 
Oo EU ™ PN ) PUM) + PBK Mo) PU) 
lxp 2p 


1xp+1/2x (Ip 1+p 
由 于 当 p < 1 时 2p/(1 十 p) > p, 我 们 可 以 看 出 幼 猩猩 的 基因 对 为 (A,a) 这 一 信息 增 
加 了 第 一 只 公 猩 猩 为 父亲 的 概率 . 这 点 很 直观 , 因为 相对 于 M2 来 说 , Mi 成 立 的 条 
件 下 , 幼 猩 猩 的 基因 对 为 (A,a) 的 可 能 性 更 大 (各 自 的 条 件 概 率 分 别 为 1 和 1/2). 卜 
下 面 的 例子 研究 游程 的 理论 中 的 一 个 问题 . 
例 5c 设 有 一 个 独立 重复 试验 序列 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 失败 的 概率 为 g = 
1 ~ p. 我 们 希望 计算 长 度 为 n 的 成 功 游程 先 于 长 度 为 m 的 失败 游程 的 概率 . 
解 : 记 EE 为 事件 “长 度 为 ”的 成 功 游程 先 于 长 度 为 m 的 失败 游程 ”. 以 第 一 
次 试验 结果 为 条 件 , 得 到 
P(E) = pP(E|IH) + gP(E|IH®) (5.2) 
其 中 五 表示 第 一 次 试验 成 功 . 现在 假定 第 一 次 试验 成 功 , 为 了 使 得 长 度 为 n 的 成 
功 游程 先 出 现 , 我 们 希望 接着 n 一 1 次 试验 均 为 成 功 . 现在 令 表示 事件 “第 2 次 
到 第 n 次 试验 均 成 功 ”. 以 为 条 件 , 我 们 得 到 
P(E|IH) = P(EIFH)P(F|IH) + P(EIF°H)P(F°|H) (5.3) 
显然 , P(EIFH) = 1， 另 一 方面 , 若 F°H 发 生 , 说 明 第 一 次 试验 成 功 , 但 在 后 面 的 
n 一 1 次 试验 中 , 至 少 有 一 次 试验 失败 . 此 时 , 前 面 的 成 功 已 经 失去 作用 , 相当 于 从 失 
败 开始 , 因此 P(E|Fe 五 ) = P(EIH°), 由 试验 的 相互 独立 性 , 可 知 P(F|IH) = P(F) = 
p”-1. 因此 , 由 (5.3) 可 知 
P(EIH)=p" +(1—p" 1)P(EIH') (5.4) 
现在 考虑 P(EIH°). 令 G 表示 事件 “第 2 次 试验 直到 第 m 次 试验 均 失 败 ”. 我 们 
得 到 
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P(EIH°) = P(EIGH°)P(GIH°®) + P(EIG°H°)P(G°IH®) (5.5) 
GH" 表示 前 mm 次 试验 均 失 败 , 故 P(EIGH°) = 0. 当 GeH' 发 生 时 , 所 有 以 前 的 失败 
已 经 失去 作用 , 相当 于 从 成 功 开始 , 即 P(EIG*H°) = P(E|IH). 又 由 于 P(G*|H°) = 
P(Ge) = 1 一 gm-1, (5.5) 化 为 
P(EIH®)= (1 ~ g™ ’)P(EIH) (5.6) 
由 (5.4) 和 (5.6) 可 得 


pn-! - oy 
P(EIH) 一 2 1 十 gm 1 — pn lgm 1? P(EIH ) p 


(1 dm 一 二 DPI 
nl 十 qm-l 四 2P 一 1gmm 一 1 


最 后 得 到 
P(E) = pP(EIH) + aqP(EIH®) 
p+gp" 7 (lg) p” "(1 — gq”) 57 
pr-1 十 gm 一 1 — pr-lgm—1 一 Dm 一 1 十 gm 一 1 — pn-lgm-l ( “ ) 


由 对 称 性 , 可 知 长 度 为 m 的 失败 游程 先 于 长 度 为 ”的 成 功 游程 的 概率 也 可 用 (5.7) 
式 进 行 计 算 , 不 过 公式 中 m 和 n 对 换 , p 和 4 对 换 . 
P{ 长 度 为 m 的 失败 游程 出 现在 长 度 为 ”的 成 功 游程 之 前 } 
四 dm 一 1(1 p”) 
q™ 1 十 2 1 一 gm ID 1 (5.8) 
由 于 (5.7) 和 (5.8) 之 和 为 1, 可 知 长 度 为 ”的 成 功 游程 和 长 度 为 m 的 失败 游程 终 
有 一 个 会 出 现 . 
举例 , 撕 一 枚 均匀 的 硬币 , 长 度 为 2 的 正面 游程 先 于 长 度 为 3 的 反面 游程 的 概 
率 为 7/10, 长 度 为 2 的 正面 游程 先 于 长 度 为 4 的 反面 游程 的 概率 为 5/6. 国 
接 下 来 的 例子 再 次 研究 配对 问题 (第 2 章 例 5m), 这 次 运用 条 件 概率 解答 问题 . 
例 5d 在 一 次 聚会 上 ,n 个 人 摘 下 他 们 的 帽子 , 然后 把 这 些 帽 子 混合 在 一 起 , 每 
人 再 随机 选择 一 硕 ， 如 某 个 人 选中 了 他 自己 的 帽子 , 我 们 就 说 出 现 了 一 个 配对 . 以 
下 事件 概率 是 多 大 ? 
(a) 没有 配对 ，(b) 恰 有 大 个 配对 . 
解 : (a) 令 已 表示 “没有 配对 ?这 一 事件 , 它 显然 与 % 有关, 因此 可 记 P, = P(E). 
以 第 一 个 人 是 否 选中 自己 的 帽子 ( 分 别 记 为 M 和 Me) 为 条 件 , 有 
Ps = P(E)= P(EIM)P(M) + P(EIM°)P(M®) 


易 知 P(EIM) = 0, 因此 


P, = P(EIM°) 2 一 (5.9) 


P(EIM") 是 在 已 知 一 1 个 人 中 有 一 个 特殊 的 人 (此 人 的 幅 子 已 被 第 一 人 选 走 ) 必 
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定 选 不 到 自己 帽子 的 条 件 下 , 这 n 一 1 个 人 选 n 一 1 顶 帽子 没有 配对 的 概率 . 此 处 有 
两 种 互 不 相 容 的 选取 方式 ， 该 特殊 的 人 没有 选中 第 一 人 的 帽子 且 其 余 的 人 中 也 没 
有 配对 ; 该 特殊 的 人 选中 了 第 一 人 的 帽子 , 且 其 余 的 人 中 也 没有 配对 . 前 者 的 概率 正 
是 已 _:( 此 时 可 把 该 特殊 的 人 理解 成 第 一 人 )， 而 后 者 的 概率 为 /(n 一 1)]Pa_2. 这 
样 , 我 们 得 到 

P(BIM®) = Pui+— Ps 


于 是 由 (5.9) 式 可 得 


或 等 价 地 有 
PP = -i (Pa _P, 让 (5.10) 


但 是 , 由 于 P, 表示 n 个 人 在 他 们 的 帽子 中 随机 地 选 一 顶 但 没有 一 人 选中 自己 的 帆 
子 的 概率 , 我 们 有 已 = 0, 户 = 1/2, 从 而 由 (5.10) 式 可 得 : 


一 般 地 , 我 们 有 
P= 并 二 误 + 


(b) 为 了 计算 正好 有 个 配对 的 概率 , 先 考虑 固定 的 某 上 个 人 , 只 有 他 们 选中 
自己 的 帽子 的 概率 为 
1 1 1 _ (nh)! 
nn nD a Pt 
其 中 Px 是 已 知 个 人 选中 自己 的 帽子 , 其 余 n 一 个 人 在 他 们 自己 的 帽子 中 选取 
而 没有 配对 的 条 件 概率 , 再 因 这 个 人 有 (8 ) 种 选 法 , 故 正好 有 k 个 配对 的 概率 为 
工 _ CD 
PE 2! (nC—k)! 
kl 一 所 ” 
概率 论 的 另 一 个 重要 概念 是 事件 的 条 件 独立 性 . 我 们 称 事件 及 和 Es 对 于 给 
定 的 事件 下 是 条 件 独立 的 (conditionally independent), 如 果 已 知 下 发 生 的 条 件 下 ， 
已 发 生 的 概率 不 因 忆 是 否 发 生 而 改变 . 确切 地 说 , 与 刀 称 为 对 于 下 是 条 件 
独立 的 , 如 果 


1 
了 十 十 


P(Ei|E2F) = P(E|F) (5.11) 
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或 等 价 地 ， 
P(EE2|F) = P(ENF)P(E2|F) (5.12) 

条 件 独 立 的 概念 容易 推广 到 两 个 以 上 事件 的 情形 , 我 们 把 它 留 作 习 题 . 

读者 会 发 现 , 条 件 独 立 性 的 概念 在 例 5a 中 已 经 用 过 了 . 在 那里 , 我 们 假定 : 在 
已 知 保险 客户 是 否 为 易 出 事故 的 人 的 情况 下 , “他 在 第 i 年 , i = 1,2,…, 出 一 次 事 
故 ” 这 些 事件 是 条 件 独立 的 . [在 取 P(A421441) = 0.4, P(42|4°41) = 0.2 时 用 到 了 这 
一 点 . ] 下 一 个 例题 , 有 时 也 称 为 拉 普 拉 斯 继承 准则 , 进一步 解释 条 件 独 立 的 概念 . 

例 5e( 拉 普 拉 斯 继承 准则 ) 盒 中 有 十 1 枚 不 均匀 的 硬币 , 抛 毛 第 i 枚 硬币 
时 , 其 正面 朝 上 的 概率 为 i/k,i = 0,1,… ,有 从 盒子 中 随机 取出 一 枚 硬币 , 并 重复 地 
抛 搓 , 若 前 n 次 抛 指 结果 都 为 正面 朝 上 , 问 第 n + 1 次 结果 仍 为 正面 朝 上 的 概率 是 
多 大 ? 

解 : 令 Ci 表示 “开始 取出 的 是 第 i 枚 硬币 ”这 一 事件 , i = 0,1,.… ,k, F。 表示 
“前 n 次 结果 都 为 正面 朝 上 ”, H 表示 “第 n++1 次 抛掷 出 现 正面 朝 上 ”. 所 求 概率 
P(HIFn) 为 : 


k 
P(HIFn) = 》 P(HIF,Ci) P(CiF,) 
i=0 


现 已 知 取出 的 是 第 i 枚 硬币 , 假设 各 次 抛掷 的 结果 是 条 件 独立 的 , 每 次 出 现 正面 朝 
上 的 概率 为 i/k, 于 是 有 


而 且 ， 
PCiFs) = CC -PICDOPCD CDrDAK+I 
P(F,) k 大 
>》 P(PIC)P(C) DOG/R)"I/(E+ 1) 108 
因此 有 j=0 7=0 
Dn 
PEIPJ= 一 
DG/R)" 
j=0 


但 当 充分 大 时 , 可 利用 积分 近似 
nt 1 1 1 ir /1 1 
1 ) ~ d= 人 ~ | dz 和 
故 对 很 大 的 大 有 


n++l 


P(HIFW) ~ 2 
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例 5f ( 序 贯 地 补充 信息 ) 假设 有 n 个 互 不 相 容 且 完全 的 假设 , 其 初始 (有 时 也 
称 为 先 验 prior) 概 率 为 P( 玉 ;), 学 P(Hi;) = 1. 现在 假设 得 到 信息 : 事件 已 发 生 ， 
那么 H; 成 立 的 条 件 概率 为 [有 时 称 为 H; 的 后 验 (posterior) 概 率 ]: 

P(EIHi)P(H:) 


P(EIH;)P(H;) 人 
了 


P(Hi|E) = 


现在 , 假设 我 们 首先 知道 Ei 发生, 然后 Eo 发 生 . 那么 , 如 果 仅 仅 得 知 第 一 条 信息 
时 , H; 为 真 假设 的 条 件 概率 为 ; 
py P(EH)P(H) _ _ P(EINHi)P(H;) 
P(Hi|Ei) P(E!) SP(E1|H;)P(H,) 
了 
而 如 果 得 知 两 条 信息 时 , ; 为 真 假设 的 条 件 概率 P(H;|B1Eo) 可 以 如 下 计算 : 
P(E1iE2|H:;)P(H:) 
P(HiEiBE2) = 一 一 一 
HID) p(B Bol) PO) 
| 了 
然而 , 或 许 有 人 疑惑 , 可 否 这 样 计算 P(Hi|B1E2): 利用 (5.13) 式 的 右边 , 将 BE 替换 
为 B2, 将 P(H;) 替换 为 P(Hj|B1),j = 1,… ,n. 也 即 , 将 P(H;|B1),j > 1 作为 先 验 
概率 , 将 Eo 作为 新 近 得 到 的 信息 , 然后 利用 (5.13) 式 来 计算 后 验 概率 ? 
解 : 上 述 算 法 是 合理 的 , 条 件 是 : 对 每 一 个 了 = 1,.… ,n, 在 给 定 H; 下 , 事件 囊 
和 Eo 是 条 件 独 立 的 . 如 果 这 样 , 那么 
P(EiE2|H;) = P(E2|Hj;)P(ENH;) 了 了 =] 


这 样 ， 
_ P(E2IHi)P(EIHi)P(Hi) _ P(E2|Hi)P(E1H:) 
P(Hi|BIE2) = ~ PE BE,) = pp 
_ PAB2lH)P(HiEDP(E) _ P(E2lHi)P(Hi|E!) 
P(EiE,) Q@(1,2) 


其 中 Q(1,2) = P(B1E2)/P(F1), 由 于 上 式 对 所 有 i 都 成 立 , 我 们 将 上 式 对 i 求 和 
得 到 


1= YP(HilBi BE;) 一 >) Pa Pe) 


i=1 i=1 
说 明 
Q(1,2) = 》, P(E2|Hi)P(HilE!) 


i 二 1 


这 样 可 得 结果 为 


PHB E2) = EP ENE) 


DP(E2|Hi)P(HilE!) 

i=1 
举例 来 说 , 假设 有 两 枚 硬币 , 选择 一 枚 抛 搂 , 令 H; 表示 选中 了 第 i 枚 硬币 , i= 1 2， 
且 假 设 选中 第 i 枚 硬币 后 抛 搂 , 正面 朝 上 的 概率 为 pi,i=1,2. 令 历 表示 “对 于 选中 
的 硬币 的 第 7 次 的 抛掷 结果 ”. 抛掷 以 后 , 即 Bi 发 生 以 后 , 只 需 将 P(H;) 进行 修正 ， 
得 到 P(Hi|E1). 若 以 后 还 有 新 的 试验 结果 Ez2, 此 时 只 需 将 P(Hi|B1) 进行 修正 , 得 
到 P(Hi|B1E2), 将 P(Hi|E1B2) 重新 写成 P(H;), 即 忘掉 它 的 历史 . 每 次 得 到 新 的 
试验 结果 , 只 需 将 修正 了 的 P(H;) 再 一 次 进行 修正 即 可 , 而 不 必 考 虑 修正 的 历史 . 罩 


小 结 


对 于 任意 事件 忆 和 FF, 已 知 下 发 生 的 条 件 下 , 发 生 的 条 件 概率 记 为 P(EI|F)， 
定义 为 如 下 : 
PE 站 = 号) 
等 式 已 机 瑟瑟) = P(EB1)P(E2|E1)… P(En|B1… En_1) 称 为 概率 的 乘法 规则 . 
一 个 有 用 的 等 式 P(E) = P(EIF)P(F) 十 P(E|F°)P(F°) 可 用 来 通过 以 FF 是 否 
发 生 为 条 件 计算 P(E). 
P(H)/P(H°) 称 为 事件 五 的 优势 . 等 式 
P(HIE)  P(H)P(EIH) 
P(H°IE)  P(H°)P(EIH®) 
说 明了 当 得 到 一 个 新 的 证 据 巨 后 , H 的 优势 等 于 原来 的 优势 值 乘 以 当 互 成 立时 新 
证 据 发 生 的 概率 与 互 不 成 立时 新 证 据 发 生 的 概率 的 比值 . 
令 ,i = 1,… ,n 为 互 不 相 容 事件 列 , 且 它 们 的 并 为 整个 样本 空间 , 等 式 
P(EIF)P(E,) 


2 P(BIF)P(E) 


P(ElE) = 


称 为 贝 叶 斯 公式 . 如 果 事 件 瓦 ,1 = 1,… ,n 为 一 组 假设 , 那么 贝 叶 斯 公式 说 明了 如 
何 计算 当 新 证 据 成 立时 , 这 些 假设 成 立 的 条 件 概 率 . 

如 果 P(EF) = P(E)P(F), 那么 我 们 称 事件 和 下 是 独立 的 . 该 等 式 等 价 于 
P(EIF) = P(E) 或 P(FIE) = P(F). 也 即 , 如 果 知 道 其 中 之 一 的 发 生 并 不 影响 另 一 
个 的 发 生 的 概率 , 那么 已 和 王 独立 . 

事件 画 ，… ,En 称 为 独立 的 , 如 果 对 任何 子 集 Bi,,… , i., 有 

P(EBi Bi,)= P(E). P(E,) 
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对 于 任 一 给 定 事 件 F, P(EIF) 可 以 认为 是 样本 空间 的 事件 的 概率 函数 . 


习 是 


1， 掷 两 枚 均匀 贫 子 , 求 已 知 两 枚 俘 子 点 数 不 同 的 条 件 下 , 至 少 有 一 枚 点 数 为 6 的 条 件 概 率 . 


名 


类 


© mm J 


10. 


开工. 


12. 


13， 


14. 


， 据 两 枚 均匀 山子 , 求 给 定 两 枚 山子 点 数 之 和 为 i 的 条 件 下 , 第 一 枚 点 数 为 6 的 条 件 概 


率 . 计算 i 取 值 从 2 到 12 的 所 有 情况 . 


.利用 公式 (2.1), 计算 在 一 手 桥牌 里 , 南北 两 家 持 有 总 共 8 张 黑 桃 的 条 件 下 , 东家 持 有 3 


张 黑 桃 的 条 件 概 率 . 


撞 两 枚 均匀 盘子 , 在 点 数 和 为 i,i = 2,3,.… ,12 的 条 件 下 , 至 少 有 一 枚 点 数 为 6 的 条 件 


概率 是 多 大 ? 


“ 坛子 里 有 6 个 白 球 9 个 黑 球 . 如 果 无 放 回 随机 抽取 4 个 , 问 头 两 个 是 白 球 后 两 个 是 黑 


球 的 概率 是 多 大 ? 


“ 坛子 里 有 12 个 球 , 其 中 8 个 白 球 . 从 中 有 放 回 (无 放 回 ) 抽取 4 个, 求 已 知 抽取 的 球 中 


正好 有 3 个 白 球 的 条 件 下 , 第 一 个 球 和 第 三 个 球 是 白 球 的 条 件 概率 (有 放 回 和 无 放 回 
情形 下 分 别 计算 ). 


. 国王 来 自 有 两 个 孩子 的 家 庭 , 问 另 一 个 孩子 是 他 姐妹 的 概率 是 多 大 ? 
， 某 夫妇 有 两 个 孩子 , 已 知 老大 是 女孩 的 条 件 下 两 个 孩子 都 是 女孩 的 条 件 概率 是 多 大 ? 
- 假设 有 3 个 坛子 , 坛子 A 有 2 个 白 球 4 个 红 球 , 坛子 B 有 8 个 白 球 4 个 红 球 , 坛子 C 


有 1 个 白 球 3 个 红 球 , 如 果 从 每 个 坛子 各 取 一 球 , 问 正 好 取 了 两 个 白 球 的 条 件 下 , 从 坛 
子 4 里 取 的 是 白 球 的 条 件 概 率 是 多 大 ? 

随机 无 放 回 地 从 一 副 52 张 牌 里 面 抽取 3 张 , 已 知 第 二 张 和 第 三 张 都 是 黑 桃 , 求 第 一 张 
是 黑 桃 的 条 件 概率 . 

随机 无 放 回 地 从 一 副 52 张 牌 里 面 抽取 2 张 , 令 B 表示 “两 张 都 是 ‘A， ”, 令 4。 表示 
“ 抽 中 了 黑 桃 “A，”, 令 4 表示 “至 少 抽 中 了 一 张 ‘A””, 计算 

(a) P(BIA,). (b) P(B|A). 

某 大 学 毕业 生 将 在 今夏 参加 前 三 场 精算 师 考试 . 她 将 在 6 月 份 参加 第 一 场 考 试 . 若 通过 
了 , 则 在 7 月 份 参加 第 二 场 . 而 若 又 通过 了 , 则 参加 8 月 份 的 第 三 场 . 如 果 在 某 场 考试 
失败 了 , 则 不 允许 参加 剩 下 的 考试 . 她 通过 首 场 考试 的 概率 为 0.9; 如 果 她 通过 了 首 场 考 
试 , 则 通过 第 二 场 考试 的 条 件 概 率 为 0.8; 如 果 通 过 了 前 两 场 , 那么 通过 第 三 场 的 条 件 概 
率 为 0.7. 

(a) 她 通过 全 部 三 场 考试 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 她 没有 通过 全 部 三 场 考试 的 条 件 下 , 她 在 第 二 场 考 试 失败 的 条 件 概 率 是 多 大 ? 
考虑 一 副 52 张 牌 (有 4 张 “A”) 随机 平均 分 给 4 家 , 每 家 13 张 , 我 们 感 兴趣 于 每 家 
都 有 一 张 “A” 的 概率 p, 令 E; 表示 “第 i 家 恰好 有 1 张 “A，”, 利用 乘法 规则 计算 
p= P(BiE2EsbE). 

坛子 里 最 初 有 5 个 白 球 7 个 黑 球 . 每 次 取出 一 个 球 , 记 下 它 的 颜色 并 放 回 坛子 , 同时 再 
放 入 同 颜色 的 2 个 球 . 计算 如 下 概率 : 

(a) 前 两 个 球 是 黑色 , 接 下 来 两 个 球 是 白色 . (b) 抽取 的 前 四 个 球 当 中 , 正好 有 2 个 黑 球 . 


15, 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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吸烟 的 怀孕 妇女 宫外孕 的 概率 是 不 吸烟 妇女 的 两 倍 . 如 果 有 32% 的 孕妇 吸烟 , 那么 宫 
外 孕 孕 妇 吸烟 的 概率 是 多 大 ? 

数据 显示 , 98% 的 婴儿 分 娩 是 安全 的 . 然而 有 15% 的 分 娩 是 剖腹 产 ， 当 采用 前 腹 产 时 ， 
婴儿 的 生存 概率 为 96%. 问 采 用 非 剖腹 产 的 孕妇 , 其 婴儿 的 生存 概率 是 多 大 ? 
某 个 社区 , 36% 的 家 庭 有 一 条 狗 , 22% 的 家 庭 既 有 一 条 狗 , 又 有 一 只 猫 , 另外 , 30% 的 家 
庭 有 一 只 猫 . 求 : 

(a) 随机 选择 一 个 家 庭 , 为 既 有 猫 又 有 狗 的 概率 . 

(b) 随机 选择 一 个 家 庭 , 已 知 该 家 庭 有 猫 的 条 件 下 , 还 有 一 条 狗 的 条 件 概率 . 

某 城市 中 , 46% 的 人 无 党 派 , 30% 的 人 属于 自由 党 , 24% 的 人 属于 保守 党 . 在 最 近 一 次 
地 方 选 举 中 , 35% 的 无 党 派 人 士 、 62% 的 自由 党 员 、58% 的 保守 党 员 参 与 了 选举 . 随机 
选择 一 位 选民 , 假定 他 参与 了 地 方 选举 , 求 以 下 概率 : 

(a) 他 是 无 党 派 人 士 ; (b) 他 是 自由 党 党 员 ; 

(c) 他 是 保守 党 党 员 ? ”(d) 有 多 少 比例 的 人 参与 了 地 方 选 举 ? 

参加 过 一 个 “戒烟 班 的 人 , 有 48%% 的 女性 和 37% 的 男性 在 结束 后 一 年 内 坚持 没有 了 吸 
烟 , 这 些 人 参加 了 年 末 的 庆功 会 . 如 果 一 开始 , 班 里 有 62% 的 男性 , 问 : 

(a) 参加 庆功 会 的 女性 有 多 大 比例 ? 

(b) 参加 庆功 会 的 人 数 占 全 班 的 百分比 是 多 少 ? 

某 大 学 里 , 52% 的 学 生 为 女生 , 5% 的 学 生 专业 为 计算 机 科学 , 2% 的 学 生 为 计算 机 科学 
专业 的 女生 . 如 果 随 机 挑选 一 名 学 生 , 求 以 下 条 件 概率 : 

(a) 在 已 知 该 学 生 主 修 计 算 机 科学 的 条 件 下 , 该 生 为 女生 的 条 件 概 率 ; 

(b) 已 知 该 生 为 女生 的 条 件 下 , 该 生 主 修 计算 机 科学 的 条 件 概率 . 

总 共有 500 对 职业 夫妇 参与 了 关于 年 薪 的 调查 , 以 下 是 调查 结果 : 


丈 夫 
妻子 低 于 25*000 美元 高 于 25 000 美元 
低 于 25 000 美元 212 198 
高 于 25 000 美元 36 54 


举例 说 明 , 其 中 有 36 对 夫妇 , 妻子 年 薪 超 过 25 000 美元 , 而 丈夫 低 于 25 000 美元 . 如 
果 随 机 挑选 一 对 关 妇 , 求 以 下 概率 : 

(a) 丈夫 年 薪 低 于 25 000 美元 ; 

(b) 丈夫 年 薪 高 于 25 000 美元 的 条 件 下 , 妻子 年 薪 超 过 25 000 美元 的 条 件 概 率 ; 

(c) 丈夫 年 薪 低 于 25 000 美元 的 条 件 下 , 妻子 年 薪 超 过 25 000 美元 的 条 件 概率 . 

分 别 据 一 枚 红 、 蓝 、 黄 色 般 子 (都 是 6 面 ), 我 们 感 兴趣 于 蓝 屋子 点 数 小 于 黄 观 子 点 数 ， 
而 黄 届 子 点 数 小 于 红 骨 子 点 数 的 概率 . 也 即 , 令 B,Y, R 分 别 表示 蓝 、 黄 、 红 山子 的 点 
数 , 我 们 感 兴趣 P(B < 了 < RR). 

(a) 没有 两 个 仙 子 点 数 一 样 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 没 有 两 个 骨 子 点 数 一 样 的 情况 下 , B < Y < RR 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 求 P(B<Y < RR). 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


坛子 1 有 2 个 白 球 4 个 红 球 , 而 坛子 I 工 有 1 个 白 球 1 个 红 球 , 随机 从 坛子 I 里 取 一 个 

球 放 入 坛子 I 然后 随机 从 坛子 II 中 取 一 个 球 ， 

(a) 从 坛子 II 中 取出 的 球 是 白 球 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 从 坛子 II 中 取出 的 是 白 球 , 问 从 第 一 个 坛子 中 取出 的 放 入 第 II 个 坛子 的 球 是 
白 球 的 条 件 概 率 是 多 大 ? 

在 一 个 坛子 里 放 入 两 个 球 , 假设 在 放 入 之 前 , 每 个 球 分 别 以 概率 为 1/2 涂 成 黑色 , 以 概 

率 为 1/2 涂 成 金色 . 假设 两 个 球 的 涂 色 是 相互 独立 的 . 

(a) 假设 你 已 知 金色 的 颜料 已 经 用 过 (也 即 至 少 有 一 个 球 涂 成 了 金色 ), 计算 两 个 球 都 

(b) 假设 坛子 倒 了 , 一 个 球 掉 了 出 来 , 是 金色 , 那么 其 中 两 个 球 都 是 金色 的 概率 是 多 大 ? 
并 解释 . 

以 下 方法 用 来 估计 100 000 人 的 城镇 里 的 50 岁 以 上 的 人 口 的 数量 :“ 当 你 在 街 上 散步 

时 , 数 一 数 你 磁 到 的 超过 50 岁 的 人 数 , 再 算出 它们 占 你 遇 到 的 人 的 百分数 , 这 样 做 几 天 

后 , 用 100 000 去 乘 得 到 的 百分数 就 是 所 求 的 估 值 ，” 对 这 个 方法 作出 你 的 评论 . 

提示 : 设 这 个 城市 中 超过 50 岁 的 人 所 占 比 例 为 p, 另外 , 令 aa 表示 一 个 50 岁 以 下 的 

人 花费 在 街 上 的 时 间 所 占 的 比例 ,as 表示 一 个 超过 50 岁 的 人 的 相应 比值 , 这 个 方法 估 

计 的 是 什么 量 ? 什么 时 候 这 个 估计 值 近似 等 于 p? 

假设 有 5% 的 男性 和 0.25% 的 女性 为 色盲 , 并 假定 男性 和 女性 的 数量 相等 . 随机 选择 一 

个 色盲 的 人 , 他 是 男性 的 概率 是 多 大 ? 如 果 男 性 的 数量 是 女性 的 两 倍 呢 ? 

一 公司 所 有 员工 都 开车 去 上 班 . 公司 希望 估计 出 每 个 车 内 乘员 的 平均 数 . 下 面 提供 的 

方法 中 , 哪 一 个 是 正确 的 ? 并 给 出 解释 . 

(a) 随机 地 找 个人, 问 他 们 所 乘 的 车 内 有 多 少 人 , 求 出 其 平均 值 ; 

(b) 随机 地 选 n 辆 车 , 数 一 数 车 内 的 人 数 , 然后 求 平 均值 . 

一 副 52 张 牌 扣 在 桌 上 , 每 次 翻 开 一 张 , 直到 出 现 第 一 张 “A”. 已 知 第 一 张 “A” 出 现在 

第 20 张 翻 牌 , 问 接 下 来 的 牌 是 以 下 牌 的 条 件 概 率 是 多 大 ? 

(a) 黑 桃 “A”. (b) 梅花 2. 

盒子 里 有 15 个 网 球 , 其 中 9 个 球 还 没 用 过 . 随机 抽取 3 个 , 用 它们 练 球 , 之 后 放 回 盒子 . 

随后 , 又 随机 从 中 再 抽取 3 个 , 求 其 中 没有 一 个 球 被 用 过 的 概率 是 多 大 ? 

两 个 盒子 , 一 个 里 面 有 黑白 弹子 各 一 个 , 另 一 个 有 2 个 黑 弹 子 , 1 个 白 弹 子 . 随机 挑选 

一 个 盒子 , 再 随机 从 中 取出 一 个 弹子 , 问 是 黑 弹 子 的 概率 是 多 大 ? 已 知 弹子 是 白 的 条 件 

下 , 选中 的 盒子 是 第 一 个 盒子 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

阿 奎 娜 夫人 接受 了 一 次 癌症 活体 组 织 检查 . 但 她 不 愿意 影响 她 周末 的 情绪 . 若 她 告诉 

医生 , 只 有 好 消息 时 才 打 电话 通知 结果 . 这 样 , 当 医 生 不 打 电 话 时 , 她 仍然 可 下 结论 : 她 

的 结果 是 不 好 的 . 学 过 概率 的 阿 硅 娜 夫人 要 求 医生 , 首先 掷 一 枚 硬币 , 若 硬 币 为 正面 朝 

上 , 那么 当 检 验 结果 是 好 消息 时 ， 医 生 就 及 时 通知 她 ， 当 检验 结果 是 坏 消 息 时 ， 就 不 通 

知 她 . 若 硬 币 为 反面 朝 上 时 , 医生 就 不 必 打 电 话 . 这 样 , 即使 医生 不 打 电 话 , 并 不 意味 着 

“一 定 是 坏 消息 ”. 记 a 为 检查 结果 为 癌症 的 概率 , 6 为 医生 不 打 电 话 的 条 件 下 , 检验 

结果 为 癌症 的 条 件 概 率 . 

(al a 和 6 哪个 大 ? (b) 求 出 8 和 a 之 间 的 关系 , 验证 (a) 中 结论 . 
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某 家 庭 有 7 个 孩子 的 概率 为 p;, 其 中 pi =0.1,p2 二 0.25, pa 二 0.35,p4 = 二 0.3. 随机 从 该 家 

庭 挑选 一 个 孩子 , 已 知 这 孩子 为 该 家 庭 里 最 大 的 孩子 , 求 该 家 庭 有 以 下 数量 孩子 的 条 件 

(a) 仅仅 一 个 孩子 ， (b) 有 4 个 孩子 . 

如 果 随 机 挑选 的 一 个 孩子 是 该 家 庭 里 最 小 的 孩子 , 重 做 (a) 和 (b). 

“严格 ”这 个 词 英国 人 与 美国 人 的 拼写 方法 分 别 为 “rigour” 和 “rigor”. 暂 住 在 巴黎 某 

旅馆 中 的 一 个 人 写 了 这 个 词 , 从 他 写 的 这 个 词 中 随机 地 取 一 个 字母 , 发 现 是 元 音字 和 母 . 

如 果 住 此 旅馆 的 讲 英语 的 人 当中 , 有 40% 是 英国 人 , 其 余 60% 是 美国 人 , 问 写字 者 是 

英国 人 的 概率 是 多 大 ? 

在 例 3f 中 , 假定 新 的 证 据 仅仅 表明 罪犯 具有 该 特征 的 可 能 性 为 90%. 这 种 情形 下 , 嫌 

疑犯 确实 犯罪 的 可 能 性 是 多 大 (假设 嫌疑 人 具有 该 特征 )? 

一 个 概率 班 里 有 30 个 学 生 , 15 个 成 绩 好 , 10 个 成 绩 一 般 , 5 个 成 绩 较 差 . 另 一 个 概率 

班 里 也 有 30 个 学 生 , 其 中 5 个 成 绩 好 , 10 个 一 般 , 15 个 成 绩 较 差 . 你 (专家 ) 仅 知道 这 

些 数 据 , 但 是 分 不 清 到 底 哪个 班 是 成 绩 较 好 的 那个 班 ， 如果 你 随机 从 两 班 里 各 挑选 一 

名 学 生 , 发 现 从 A 班 里 挑 出 的 是 成 绩 一 般 的 , 而 从 B 班 里 挑 出 的 是 成 绩 差 的 学 生 , 那么 

A 班 是 较 好 的 班 的 概率 是 多 大 ? 

商店 A,B,C 各 有 50、75 和 100 名 员工 , 其 中 50%, 60% 和 70% 是 女性 . 我 们 假定 每 个 

员工 的 辞职 是 等 可 能 的 ,而 且 不 分 员工 的 性 别 . 有 个 员工 辞职 了 , 而 且 是 女性 , 问 她 在 

C 店 工作 的 概率 是 多 大 ? 

(a) 某 赌 徒 口袋 里 有 一 枚 均匀 硬币 , 还 有 一 枚 两 面 都 为 正面 的 硬币 . 他 随机 从 中 取出 一 
枚 并 挪 之 , 发 现 是 正面 朝 上 , 问 掷 的 是 对 称 硬币 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 假设 他 将 那 枚 硬币 再 掷 一 次 , 发 现 还 是 正面 朝 上 . 那么 它 是 对 称 硬币 的 概率 是 多 大 ? 

(c) .假设 他 第 三 次 掷 那 枚 硬币 , 发 现 是 反面 朝 上 . 那么 它 是 对 称 硬币 的 概率 是 多 大 ? 

坛子 A 里 有 5 个 跌 球 7 个 黑 球 . 坛子 B 里 有 3 个 白 球 12 个 黑 球 . 我 们 投掷 一 枚 对 称 

硬币 , 如 果 结 果 为 正面 朝 上 , 从 A 里 取 一 个 球 , 而 如 果 结 果 为 反面 朝 上 , 则 从 B 里 取 一 

个 球 . 假设 取出 的 是 一 白 球 , 问 硬币 是 反面 朝 上 的 概率 是 多 大 ? 

在 例 3a 中 ,已 知 投保 人 第 一 年 内 没 发 生 事故 , 问 第 二 年 发 生 事故 的 条 件 概 率 是 多 大 ? 

坛子 里 有 5 个 白 球 , 7 个 红 球 . 考虑 如 下 方式 取出 3 个 : 每 一 步 取出 一 个 , 并 记 下 颜色 ， 

然后 把 它 放 回 坛子 , 同时 再 放 进 一 个 同 颜色 的 球 . 求 取 出 的 3 个 球 满足 下 列 条 件 的 概率 : 

(a) 没有 白 球 ; (b) 只 有 1 个 白 球 ; (ec) 是 3 个 白 球 ; (qd) 刚好 有 2 个 白 球 . 

一 副 洗 好 的 牌 分 成 两 半 , 各 26 张 . 从 其 中 一 半 里 取出 1 张 , 发 现 是 “A”. 然后 将 它 放 入 

男 一 半 里 , 洗 好 后 , 从 中 取出 一 张 . 计算 这 张 牌 是 “A” 的 概率 . 

提示 : 以 取出 的 是 否 是 放 进 去 的 那 一 张 为 条 件 . 

A,B,C 三 个 厨师 烘 烤 一 种 饼 , 烤 坏 的 概率 分 别 为 0.02, 0.03 和 0.05. 在 它们 工作 的 餐厅 

内 , 这 种 饼 , A 烘 的 占 50%, B 烘 的 占 30%, C 烘 的 占 20%. 问 在 烤 坏 的 饼 中 , 由 A 烘 烤 

的 占 多 大 比例 ? 

盒子 里 有 3 枚 硬币 , 第 一 枚 两 面 都 为 正面 , 第 二 枚 为 正常 硬币 , 第 三 枚 是 不 对 称 的 , 它 出 

现 正 面 朝 上 的 概率 为 75%. 从 中 随机 挑 一 枚 硬币 并 掷 出 去 , 发 现 是 正面 朝 上 , 问 它 是 两 

面 都 为 正面 的 概率 是 多 大 ? 
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第 3 章 条 件 概率 及 独立 性 


监狱 看 守 通 知 三 个 囚犯 , 在 他 们 中 要 随机 选择 一 个 处 决 , 而 把 另 两 个 释放 . 囚犯 A 请 求 
看 守 秘 密 地 告诉 他 , 另外 两 个 囚犯 中 谁 将 获得 自由 , A 声言 :“ 因 为 我 已 经 知道 他 们 两 人 
中 至 少 有 一 个 获得 自由 , 所 以 你 泄漏 这 点 消息 是 无 妨 的 . ”但 是 看 守 拒 绝 回 答 这 个 问题 ， 
他 对 A 说 :“ 如 果 你 知道 了 你 的 同伙 中 谁 将 获释 , 那么 , 你 自己 被 处 决 的 概率 将 由 1/3 
增加 到 1/2, 因为 你 就 成 了 剩 下 的 两 个 囚犯 中 的 一 个 了 . ”对 于 看 守 的 上 述 理由 , 你 怎么 
评价 ? 

假定 有 10 枚 硬币 , 掷 第 ; 枚 硬币 正面 朝 上 的 概率 为 i/10,i = 1,2,… ,10. 先 随机 选择 
一 枚 硬币 掷 出 , 结果 为 正面 , 问 它 是 第 5 枚 硬币 的 概率 是 多 大 ? 


， 某 年 内 , 投保 的 男 司机 索赔 的 概率 为 pm, 而 投保 的 女 司机 索赔 的 概率 为 py, 其 中 py 


Pm. 男 司机 占 的 比例 为 a,0 < a < 1. 随机 挑选 一 名 司机 , 令 4; 表示 “该 司机 第 i 年 索 
赔 ” 这 一 事件 , 证 明 
P(4az|41) > P(A1) 

给 出 上 述 不 等 式 的 直观 解释 . 
坛子 里 有 5 个 白 球 , 10 个 黑 球 . 掷 一 枚 对 称 贫 子 , 掷 出 几 点 就 从 坛子 中 取 几 个 球 , 取出 
的 球 都 是 白 球 的 概率 是 多 大 ? 在 取出 的 球 都 是 白 球 的 条 件 下 , 掷 出 的 通 子 点 数 为 3 的 
条 件 概率 是 多 大 ? : 
两 个 外 形 一 样 的 橱柜 都 有 2 个 抽 导 .A 橱柜 每 个 抽 懂 里 有 一 个 银币 ，B 柚 柜 有 一 个 抽 
屡 里 有 一 枚 银币 , 另 一 抽 民 有 枚 金币 . 随机 挑选 一 个 橱柜 , 打开 其 中 一 个 抽 居 , 发 现 是 一 
枚 银币 , 求 男 一 个 抽 导 里 也 是 银币 的 概率 . 
前 列 腺 癌 是 男性 中 比较 常见 的 一 种 癌 , 作为 男性 是 否 患 有 前 列 腺 癌 的 指标 , 医生 经 常 进 
行 一 项 检查 , 测量 仅 由 前 列 腺 分 泌 的 PSA(prostate specific antigen) 蛋白 质 水 平 . 这 种 
检查 是 出 了 名 地 靠不住 . 事实 上 , 一 个 未 患 前 列 腺 瘤 的 男性 其 PSA 水 平 偏 高 的 概率 为 
0.135, 而 他 确实 有 癌症 的 情况 下 , 此 概率 增 至 0.268. 如 果 一 个 医生 用 其 他 方法 诊断 该 
男士 有 70% 的 可 能 患 有 前 列 腺 癌 , 给 定 下 列 条 件 下 , 他 串 有 癌症 的 条 件 概 率 是 多 大 ? 
(a) 检查 指标 为 高 水 平 ，(b) 检查 指标 不 为 高 水 平 . 
若 假设 医生 最 初 有 30% 的 把 握 认 为 他 有 癌症 , 重 做 以 上 问题 . 
某 保险 公司 把 被 保险 人 分 成 如 下 三 类 “好 的 >“ 一 般 的 ">“ 高 风险 的 ” ， 统 计 资料 表 
明 , 对 于 上 述 三 种 人 而 言 , 在 一 年 期 内 卷 入 某 一 次 事故 的 概率 依次 为 0.05, 0.15 和 0.30. 
如 果 “ 好 的 ”被 保险 人 占 人 口 的 20%, “一 般 的 ” 占 50%, “高 风险 的 ” 占 30%. 试问 
在 固定 的 一 年 中 出 事故 的 人 口 占 多 大 比例 ?如 果 某 被 保险 人 在 1997 年 没 出 事故 , 他 是 
“好 的 ”( “一般 的 ”) 概率 是 多 大 ? 
某 员工 为 了 找到 新 工作 , 请 其 领导 写 封 推荐 信 . 她 估计 如 果 得 到 了 强 有 力 的 推荐 , 那么 
有 80% 的 可 能 找到 工作 ; 如 果 得 到 了 一 般 的 推荐 , 那么 40% 的 可 能 找到 工作 ; 如 果 得 
到 比较 弱 的 推荐 , 那么 只 有 10% 的 可 能 找到 工作 而且 她 估计 她 得 到 强 有 力 的 推荐 、 
一 般 的 推荐 和 较 弱 的 推荐 的 概率 分 别 为 0.7,0.2,0.1. 
(a) 她 有 多 大 的 把 握 认 为 她 会 找到 新 工作 ? 
(b) 已 知 她 找到 了 新 工作 , 她 得 到 了 强 有 力 的 推荐 、 一 般 的 推荐 以 及 较 弱 的 推荐 的 条 件 

概率 各 是 多 少 ? 
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(c) 已 知 她 没 找到 新 工作 , 她 得 到 了 强 有 力 的 推荐 、 一般 的 推荐 以 及 较 弱 的 推荐 的 条 件 


概率 各 是 多 少 ? 
一 个 高 中 学 生 非 常 焦急 地 等 待 大 学 录取 通知 书 . 她 估计 在 她 被 录取 (不 被 录取 ) 的 条 件 


下 , 在 下 周 各 天 内 收 到 信件 的 概率 如 下 表 : 


日 期 P( 收 到 信件 | 被 录取 ) P( 收 到 信件 | 未 录取 ) 
周一 0.15 0.05 
周二 0.20 0.10 
周三 0.25 0.10 
周 四 0.15 0.15 
周 五 0.10 0.20 


同时 , 估计 被 录取 的 概率 为 0.6. 

(a) 星期 一 收 到 信件 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 星期 一 没收 到 信件 的 条 件 下 , 星期 二 收 到 信件 的 概率 ? 

(c) 若 星期 三 以 前 未 收 到 信件 , 她 被 录取 的 概率 有 多 大 ? 

(d) 如 果 她 在 星期 四 收 到 信件 , 她 被 录取 的 条 件 概 率 有 多 大 ? 

(e) 本 周 她 没收 到 信件 , 问 她 被 录取 的 条 件 概 率 有 多 大 ? 

并 联系 统 当 其 中 只 要 有 一 个 元 件 有 效 时 就 工作 正常 . 考虑 一 个 有 n 个 元 件 的 并 联系 统 ， 
假设 每 个 元 件 独立 地 有 效 工作 的 概率 为 1/2, 计算 已 知 系统 工作 正常 的 条 件 下 , 元 件 1 
工作 正常 的 条 件 概率 . 

在 下 列 (a) 到 (e) 的 情形 中 , 如 果 你 必须 建立 一 个 关于 事件 EE 和 下 的 数学 模型 , 哪 种 
情形 你 可 认为 它们 是 独立 的 ? 试 解释 原因 . 

(a) 互 表示 某 个 女 商人 是 蓝 眼 睛 , 而 F 表示 她 的 秘书 也 是 蓝 眼 睛 . 

(b) 五 表示 某 教 授 有 辆 汽车 , 下 表示 他 的 名 字 出 现在 电话 德里 . 

(c) 五 表示 某 男 人 身高 低 于 6 英尺 , 而 FF 表示 其 体重 超过 200 磅 . 

(d) 五 表示 某 妇女 生活 在 美国 , 而 FF 表示 她 生活 在 西半球 . 

(e) 五 表示 明天 会 下 坪 , 而 下 表示 后 天 还 会 下 雨 . 

某 课堂 里 已 知 有 4 个 一 年 级 男生 , 6 个 一 年 级 女生 , 还 有 6 个 二 年 级 男生 . 如 果 从 中 随 
机 选择 一 个 学 生 , 是 其 性 别 和 年 级 是 独立 的 , 那么 此 课堂 有 多 少 个 二 年 级 女生 ? 

你 一 直 在 收集 优惠 券 , 假设 一 共有 m 种 优惠 券 . 若 每 次 收集 优惠 券 时 , 得 到 第 i 种 优惠 
券 的 概率 为 pi,i = 1,… ,m. 假设 你 正 收集 第 n 张 优惠 券 , 那么 它 是 一 张 新 类 型 (以 前 
未 曾 收集 到 ) 的 概率 有 多 大 ? 

提示 : 以 这 张 优惠 券 的 种 类 为 条 件 . 

一 个 关于 股价 变化 的 简化 模型 为 : 每 一 天 股价 上 涨 一 个 单位 的 概率 为 p, 下 跌 一 个 单位 
的 概率 为 1 一 p, 不 同 天 里 的 变化 认为 是 独立 的 . 

(a) 2 天 后 股价 仍 维持 在 初始 水 平 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 3 天 后 股价 上 涨 1 个 单位 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 已 知 三 天 后 股价 上 涨 了 一 个 单位 , 问 第 一 天 股价 上 涨 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

我 们 希望 模拟 搓 一 枚 均匀 硬币 的 试验 , 但 是 我 们 只 有 一 枚 不 一 定 均匀 的 硬币 , 其 正面 朝 
上 的 概率 为 未 知 的 p(p 不 一 定 为 1/2). 考虑 下 面 步 又 ， 
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(1) 掷 一 次 硬币 ; (2) 再 掷 一 次 硬币 ; 

(3) 如 果 上 面 两 次 结果 一 样 , 回 到 第 1 步 ; (4) 最 后 一 次 掷 出 的 结果 , 作为 试验 结果 . 

(a) 证 明 : 这 样 得 到 的 结果 , 正面 朝 上 或 朝 下 的 概率 是 一 样 的 . 

(b) 如 果 我 们 简化 了 步骤 . 将 硬币 掷 到 出 现 两 次 不 同时 为 止 , 将 最 后 一 次 掷 硬币 的 结果 
作为 试验 结果 . 这 样 做 可 以 吗 ? 

独立 抛 搓 一 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p, 前 四 次 结果 如 下 的 概率 是 多 大 ? 

(a) H,H,H,H; (b) T,H,H,H:; 

(c) 在 连续 掷 硬 币 过 程 中 , T,H,H,H 出 现在 H,H,H,H 之 前 的 概率 是 多 大 ? 

提示 : 对 于 (c), 在 什么 条 件 下 HH,H,H,H 先 发 生 ? 

人 们 眼睛 的 颜色 由 一 对 基因 决定 . 如 果 都 为 蓝 色 基因 , 那么 他 服 睛 为 蓝 色 , 如 果 都 为 棕 

色 基 因 , 那么 眼睛 为 棕色 . 如 果 一 个 是 蓝 色 基因 , 一 个 是 棕色 基因 , 那么 他 眼睛 为 棕色 . 

(我 们 称 棕色 基因 比 蓝 色 基因 占 优势 .) 一 个 新 生 儿 独立 地 从 其 父母 处 各 得 到 一 个 遗传 

基因 , 父亲 的 基因 对 中 的 任 一 基因 以 相等 的 概率 遗传 给 他 的 孩子 . 母亲 的 情况 也 是 一 样 

的 . 假设 史密斯 及 其 父母 眼睛 都 为 棕色 , 但 其 姐姐 眼睛 为 蓝 色 . 

(a) 史密斯 拥有 蓝 色 基因 的 概率 多 大 ? 假设 史密斯 先生 的 夫人 眼睛 为 蓝 色 . 

(b) 他 们 第 一 个 孩子 的 眼睛 为 蓝 色 的 概率 是 多 大 ? 

(c) 如 果 他 们 第 一 个 孩子 的 眼睛 为 棕色 , 它们 第 二 个 孩子 眼睛 为 棕色 的 概率 是 多 大 ? 

有 关 白 化 病 的 基因 记 为 A 和 a, 只 有 从 其 父母 都 遗传 得 到 了 基因 a 的 人 才 会 得 白化 病 . 

有 基因 对 A,a 的 人 在 外 表 上 是 正常 的 , 但 是 因为 他 能 将 其 基因 传 给 下 一 代 , 因此 称 为 扒 

带 者 . 现 假设 有 一 对 正常 的 夫妇 有 两 个 小 孩 , 其 中 有 一 个 为 白化 病 . 假设 另 一 个 未 得 白 

化 病 的 孩子 将 来 与 一 个 白化 病 携带 者 结婚 . 

(a) 他 们 的 第 一 个 孩子 得 白化 病 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 已 知 他 们 的 第 一 个 孩子 未 得 白化 病 的 条 件 下 , 第 二 个 孩子 得 白化 病 的 条 件 概 率 是 
多 大 ? 

芭 芭 拉 和 伪 安 娜 出 去 射击 . 假设 芭 芭 拉 每 次 射击 击 中 目标 ( 木 鸭 子 ) 的 概率 为 pi, 而 黛 

安娜 每 次 射击 击 中 目标 的 概率 为 p2. 假设 她 们 同时 射击 同一 目标 . 如 果木 鸭子 翻 了 ( 表 

示 射 中 了 ), 以 下 事件 概率 是 多 大 ? 

(a) 两 人 都 射 中 了 . (b) 芭 芭 拉 射 中 了 . 

其 中 作 了 怎样 的 独立 性 假设 ? 

A 和 B 被 卷 入 一 场 决斗 . 决斗 的 规则 是 : 捡 起 自己 的 枪 , 并 同时 射击 对 方 . 如 果 有 一 人 

或 两 人 都 被 射 中 , 那么 决斗 结束 ， 如果 两 人 都 射 空 , 那么 重复 过 程 . 假设 每 次 射击 结果 

都 是 独立 的 , 上 且 A 射 中 B 的 概率 为 pA, B 射 中 A 的 概率 ps, 计算 

(a) A 没 被 击 中 的 概率 ; (b) A,B 都 被 击 中 的 概率 ; 

(c) 局 决斗 后 决斗 停止 的 概率 ; 《d) A 没 被 击 中 的 条 件 下 , n 局 决斗 停止 的 条 件 概率 ; 

(e) 两 人 都 被 击 中 的 条 件 下 , n 局 决斗 停止 的 条 件 概 率 . 

在 一 个 答题 秀 上 , 一 对 夫妇 遇 到 了 一 道 题 , 丈夫 和 妻子 独立 给 出 正确 答案 的 概率 都 为 p. 

对 于 这 对 夫妇 , 以 下 哪个 策略 更 好 ? 

(a) 任 选 一 个 人 并 让 其 答题 . 
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(b) 他 们 俩 都 给 出 问题 的 答案 , 如 果 答 案 一 致 , 那么 就 采用 这 答案 , 如 果 答 案 不 一 致 ,， 那 
么 掷 硬 币 决定 采取 谁 的 答案 . 

在 习题 64 中 , 若 p = 0.6, 且 夫 妇 采 用 (b) 的 策略 , 那么 在 如 下 条 件 下 夫妇 给 出 正确 答 

案 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

(a) 夫妇 给 出 的 答案 一 致 (b) 夫妇 给 出 的 答案 不 一 致 . 

在 图 3.4 中 所 示 的 电路 里 ， 第 i 个 继电器 闭合 的 概率 为 pi,i = 1,2, 3, 4, 5. 如 果 所 有 继 电 

器 的 功能 相互 独立 , 试 对 如 下 (a)、(b) 两 种 情况 , 分 别 求 出 A 和 B 之 间 是 通路 的 概率 . 

提示 : 对 于 (b), 以 继电器 3 是 否 闭合 为 条 件 . 

一 个 帆 n 个 部 件 组 成 的 系统 称 为 “k - n” 系统 (k < n), 如 果 此 系统 运行 当 且 仅 当 它 的 

n 个 部 件 中 至 少 有 个 部 件 运 行 . 假设 它 的 各 部 件 运行 是 相互 独立 的 . 

(a) 如 果 第 i 个 部 件 运行 的 概率 为 pi,i = 1,2,3,4, 求 一 个 “2 - 4” 系 统 运 行 的 概率 . 

(b) 试 对 “3 - 5” 系 统 求 出 上 述 概率 ; 

(c) 假设 一 个 “k - n>” 系统 所 有 的 pi 都 等 于 p( 即 p; = p,i = 1,2.… ,n), 斌 对 此 系统 求 
出 上 述 概 率 . 

在 习题 66(a) 中 , 已 知 A 和 B 是 通路 的 条 件 下 , 求 继 电器 1 和 2 均 闭合 的 概率 . 


图 3.4 习题 66 中 的 电路 示意 图 


某 种 生物 具有 一 对 基因 组 , 其 中 每 个 基因 组 由 5 个 不 同 的 基因 组 成 . 这 5 个 基因 用 5 个 
英文 字母 表示 . 每 个 基因 有 两 种 特性 , 分 别 用 大 小 字母 来 区 别 . 大 写字 母 表示 显 性 , 小 
写字 母 表示 隐 性 . 若 某 生物 具有 基因 对 (xX), 此 时 , 该 生物 表现 基因 X 的 特征 . 例如 , X 
代表 棕色 了 眼睛, x 代表 蓝 色 眼睛 , 那么 具有 (X,X) 或 (x,X) 的 都 是 棕色 眼睛 , 而 (x,x) 时 
为 蓝 色 眼睛 .生物 的 表现 特征 (phenotype) 与 基因 特征 (genotype) 是 有 区 别 的 . 例如 ， 
一 个 生物 具有 基因 特征 aA,bB,cc,dD,ee, 另 一 个 生物 具有 基因 特征 AA,BB,cc,DD,ee, 
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它们 的 基因 特征 不 同 , 但 表现 特征 是 相同 的 . 对 于 每 一 种 基因 的 基因 对 , 交配 双方 都 随 
机 地 贡献 其 中 一 个 .例如 , 对 某 种 基因 , 父 方 的 基因 为 (X,x), 母 方 的 基因 为 (X,X), 此 
时 , 其 子女 接受 父 方 的 一 个 X( 或 x), 母 方 的 一 个 X, 构成 子女 的 基因 的 两 个 特征 . 现在 
设 交配 双方 的 5 种 基因 组 分 别 为 aA,bB,cC,dD,eE 和 aa,bBycc,Dd,ee. 分 别 计算 子女 的 
人 基因 特征 和 (i 表现 特征 与 下 列 相同 的 概率 : 

(a) 第 一 个 亲 代 ; ”(b) 第 二 个 亲 代 ;”(c) 与 某 一 个 亲 代 ; ”(d) 都 不 相同 . 

女王 有 50% 的 可 能 携带 有 血 友 病 的 基因 .如 果 她 是 一 个 携带 者 ， 那 么 每 个 王子 都 有 
50% 的 可 能 有 血 友 病 . 如 果 女 王 有 3 个 王子 , 且 都 没有 血 友 病 . 那么 女王 是 携带 者 的 概 
率 有 多 大 ? 如 果 有 第 四 个 王子 , 那么 他 有 J 血 友 病 的 概率 有 多 大 ? 

在 1982 年 12 月 30 日 , 美国 全 国 棒球 协会 西部 赛区 积分 榜 排 名 前 三 名 如 下 : 


球 队 赢 输 
亚特兰大 勇士 87 72 
旧金山 巨人 86 73 
洛杉矶 躲闪 者 86 73 


每 个 队 还 剩 三 场 比赛 需要 打 , 巨人 队 的 所 有 三 场 比赛 的 对 手 是 躲闪 者 , 而 勇士 队 的 所 有 
三 场 比赛 的 对 手 是 圣迭戈 教士 队 . 假设 所 有 比赛 结果 是 独立 的 , 且 每 场 比赛 双方 获得 胜 
利 的 可 能 性 是 一 样 的 . 那么 各 个 队 取得 排名 第 一 的 概率 是 多 大 ? (如 果 两 个 队 并 列 第 一 ， 
还 需要 进行 附加 赛 , 以 决定 名 次 , 此 时 , 假定 各 队 获 胜 概率 为 1/2.) 

市 政委 员 会 由 7 人 组 成 , 其 中 包含 一 个 由 3 人 组 成 的 核心 委员 会 . 一 个 新 的 法 律 提案 
首先 由 核心 会 员 会 表决 . 若 核心 委员 会 中 有 2 人 以 上 同意 , 才能 拿 到 全 体委 员 会 上 讨 
论 . 一 旦 到 了 全 体委 员 会 , 只 要 有 4 票 以 上 通过 , 这 个 新 的 法 律 提案 就 生效 . 现在 有 一 
新 的 法 律 提案 . 设 每 个 委员 以 概率 p 同意 这 个 提案 , 并 且 相 互 独立 地 作出 投票 决定 . 求 
一 个 核心 委员 会 成 员 起 决定 作用 的 概率 . 所 谓 起 决定 作用 是 指 若 他 的 决定 是 相反 , 其 最 
后 结果 也 相反 . 即 若 他 投 赞成 票 , 法 案 就 通过 , 他 若 投 反对 票 , 法 案 就 不 通过 . 不 在 核心 
委员 会 的 委员 起 决定 作用 的 概率 是 多 少 ? 

假设 某 对 夫妇 的 每 个 孩子 是 男 是 女 的 可 能 性 一 样 , 且 与 这 个 家 庭 里 的 其 他 孩子 的 性 别 
是 独立 的 . 对 于 一 个 有 5 个 孩子 的 家 庭 , 计算 如 下 事件 的 概率 : 

(a) 所 有 的 小 孩 同一 性 别 ; ” (b) 最 大 的 三 个 为 男孩 , 其 他 为 女孩 ; 

(c) 正好 三 个 男孩 ; (d) 最 大 的 两 个 为 女孩 ; (e) 至 少 有 一 个 女孩 . 

A 和 B 轮流 撕 一 对 山子 , 当 A 掷 出 “和 为 9" 或 B 掷 出 “和 为 6” 时 停止 , 假设 A 先 掷 ， 
求 最 后 一 次 搓 是 由 A 完成 的 概率 . 

某 村 子 有 一 个 传统 , 家 庭 里 的 长 子 和 其 妻子 有 义务 照顾 他 们 的 年 迈 父 母 . 然而 , 近年 来 ， 
这 个 村 的 妇女 不 愿意 嫁 给 最 大 的 男孩 . 

(a) 如 果 每 个 家 庭 都 有 两 个 孩子 , 问 所 有 的 儿子 中 长 子 占 多 大 比例 ? 

(b) 如 果 每 个 家 庭 都 有 三 个 孩子 , 问 所 有 的 儿子 中 长 子 占 多 大 比例 ? 

假设 出 生 婴 儿 时 , 是 男孩 或 女孩 的 概率 是 相同 的 , 并 且 家 庭 里 各 小 孩 的 性 别 是 独立 的 . 
假设 E, 下 为 某 次 试验 的 互 不 相 容 的 事件 , 证明, 如 果 独 立 重复 进行 这 样 的 试验 , 那么 
互 发生 在 下 之 前 的 概率 为 P(E)/[P(E) + P(F)]. 
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考虑 一 个 无 穷 的 独立 重复 试验 序列 , 每 次 试验 都 等 可 能 地 以 1, 2, 3 为 结果 . 假设 3 次 
试验 后 最 后 一 次 试验 结果 为 3, 求 以 下 条 件 概率 : 

(a) 第 一 次 试验 结果 为 1 (b) 前 两 次 试验 结果 都 为 1. 

A 和 B 进行 一 系列 比赛 , 每 局 比赛 A 获胜 的 概率 都 为 p, B 获胜 的 概率 为 1 - P, 是 每 
次 比赛 结果 相互 独立 . 当 其 中 一 人 比 另 一 人 多 胜 两 局 时 , 游戏 停止, 获胜 局 数 多 的 选手 
获得 比赛 胜利 . 

(a) 求 总 共 比 赛 了 4 局 的 概率 . (b) 求 A 最 后 获得 比赛 胜利 的 概率 . 

连续 地 搓 一 对 均匀 仍 子 , 在 出 现 6 次 “和 为 偶数 ” 之前, 出现 2 次 “和 为 7” 的 概率 是 多 大 ? 
选手 们 水 平 相当 , 在 每 次 比赛 中 任 一 方 获胜 的 可 能 性 都 是 1/2. 共有 2" 个 选手 随机 地 
一 一 配对 比赛 随后 的 2”! 个 胜 者 再 随机 地 一 一 配对 比赛 , 如 此 这 般 , 直到 最 后 一 个 
获胜 者 出 现 , 对 指定 的 A, B 两 人 , 定义 事件 Ai,i < n 和 巨 如 下 : 


Ai :A 参与 了 汤 比 赛 已 :A,B 兽 一 起 比赛 


(a) 求 P(A4i),i==1,…,n; (b) 求 P(E). 
(c) 令 已 = P(E), 证明 1 gn 2 /12 
P+) Pe 
并 利用 此 验证 (b) 里 得 到 的 答案 . 
提示 : 以 事件 4i,i = 1,.… ,nm 发 生 为 条 件 , 计算 P(E), 再 利用 以 下 代数 恒等式 


. _ n—l _ n 
入 1 = 1 一 nnTZ 十 人 一 Uz 
(1— 2)? 


21=1 


来 化 简 答 案 . 另外 一 个 解决 此 问题 的 方法 是 , 注意 到 一 共 进行 了 2" -- !1 场 比赛 . 
(d) 解释 为 什么 总 共有 2” -工场 比赛 . 

给 这 些 比赛 进行 编号 , 且 令 Bi 表示 “4 和 B 在 第 i 场 比赛 中 碰面 ”, i=1,……. ,2*-1. 
(e) P(Bi) 是 多 少 ? (f) 利用 (e) 计算 P(E). 
某 股票 投资 者 有 一 只 股票 , 其 现价 为 25. 她 决定 当 股价 跌 至 10 或 涨 至 40 时 卖 出 股票 
如 果 股 价 的 每 次 变化 都 是 以 0.55 的 概率 上 涨 1 点 , 以 0.45 的 概率 下 跌 1 点 , 且 每 次 变 
动 (上 涨 或 下 跌 ) 是 相互 独立 的 , 那么 投资 者 最 后 获 利 的 可 能 性 是 多 大 ? 
A 和 B 掷 硬币 , A 先 开始 并 连续 毛 硬 币 , 直到 出 现 反面 朝 上 . 此 时 , B 开始 掷 硬币 直到 
出 现 反 面 朝 上 , 然后 又 轮 到 A 掷 , 等 等 . 令 已 , 玉 分 别 表示 A 和 B 撕 硬 币 时 正面 朝 上 
的 概率 . 若 谁 先 达到 如 下 获胜 条 件 则 胜 , 求 A 获胜 的 概率 . 
(a) 在 一 轮 中 有 两 个 正面 朝 上 ; 。“”(b) 双方 总 共 2 个 正面 朝 上 ; 
(0) 一 轮 中 3 个 正面 朝 上 ; (qd) 双方 总 共 3 个 正面 朝 上 . 
钥 子 A 有 4 面 红 2 面 白 , 而 民 子 B 有 2 面 红 4 面 白 . 先 撞 一 枚 均匀 的 硬币 , 如 果 正 面 
朝 上 , 那么 用 骨 子 A 玩 游戏 , 如 果 是 反面 朝 上 , 那么 用 骨 子 B. (在 整个 游戏 过 程 中 , 只 
在 开始 时 掷 一 次 硬币 ) 
(a) 证 明 每 次 搓 出 红色 一 面 的 概率 为 1/2; 
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(b) 若 前 两 次 投掷 结果 都 为 红色 一 面 , 那么 第 三 次 投 卷 也 为 红色 的 概率 是 多 大 ? 
(c) 如 果 头 两 次 投掷 都 为 红色 , 那么 使 用 的 是 估 子 A 的 概率 是 多 大 ? 
坛子 里 有 12 个 球 , 其 中 4 个 白 球 , 三 个 选手 A,B,C 依次 从 坛 中 取 球 , A 最 先 , 然后 B， 
然后 C, 再 是 A, 依次 进行 下 去 .第 一 个 取出 白 球 的 人 获胜 . 求 每 个 选手 获胜 的 概率 , 如 果 
(a) 每 个 球 取 出 后 再 放 回 ， (b) 取出 的 球 不 放 回 . 
当 3 个 选手 各 自选 择 自己 的 坛子 时 , 重 做 习题 84, 也 即 , 假设 有 3 个 不 同 的 坛子 , 每 个 
里 面 有 12 个 球 , 其 中 4 个 白 球 . 
令 5 二 {1,2,… ,nj}, 假设 4 和 B 独立 , 等 可 能 地 为 2" 个 子 集 之 一 (包括 空 集 和 8 本 
身 ). 
(a) 证 明 : 

P{4CcB}= (5) 


提示 : 令 N(B) 表示 B 里 元 素 个 数 , 利用 


P{Ac B}= > P{AC BIN(B) =i}P{N(B) = 


n 


@) 证 明 P{4B=g}= (3)” 
在 例 5e 里 ,已 知 前 n 次 结果 都 是 正面 朝 上 的 条 件 下 , 选中 第 i 个 硬币 的 条 件 概 率 是 
多 大 ? 

拉 善 拉 斯 继承 规则 里 ( 例 5e), 各 次 投掷 结果 是 否 独立 ? 试 解释 之 . 

由 3 名 法 官 组 成 一 陪审 团 . 某 人 被 审讯 后 , 若 至 少 两 名 法 官 投 “ 有 绯 * 票 , 则 判决 此 人 
有 罪 . 假设 对 一 名 事实 上 有 罪 的 被 告 , 每 个 法 官 独立 地 投 “ 有 罪 ” 票 的 概率 为 0.7, 而 对 
事实 上 无 罪 的 被 告 , 这 个 概率 下 降 到 0.2. 如 果 70% 的 被 告 事 实 上 是 有 罪 的 , 试 对 如 下 
各 条 件 求 出 3 号 法 官 投 “有罪 ” 票 的 条 件 概率 . 

(a) 1 号 法 官 和 2 号 法 官 都 投 “有罪 ” 票 ; 

(b) 在 1 号 和 2 号 法 官 所 投 的 票 中 , 一 张 “ 有 罪 ”， 另 一 张 “ 无 罪 ” ; 

(c) 1 号 和 2 号 法 官 全 投 “ 无 罪 ” 票 . 

以 到 ,i = 1,2,3 表示 i 号 法 官 投 一 张 < 有 罪 ” 票 的 事件 , 这 些 事 件 是 否 相互 独立 ? 是 否 
条 件 独立 ? 试 说 明理 由 . 

假设 进行 ”次 独立 重复 试验 , 每 次 结果 是 0,1 或 2 的 概率 分 别 是 po, pi 和 pz, 并 2_ pi = 
1. 求 结果 1 和 2 都 至 少 出 现 一 次 的 概率 是 多 大 ? 


理论 习题 


. 着 P(4) > 0, 证 明 


P(AB|A) > P(AB|AU B) 


. 者 4c B, 尽 可 能 化 简 如 下 概率 : 


P(AIB) P(A4IB*) P(BIA)  P(BIA') 


CN 


理论 习题 ”95 


. 考虑 有 mm 个 家 庭 的 社区 , 其 中 有 加 个 家 庭 有 i 个 孩子 i 二 1,.… ,hk, 了 mu 二 和 考 


虑 如 下 两 种 选择 孩子 方式 ， 
(a) 随机 选择 一 个 家 庭 , 然后 再 随机 选择 一 个 孩子 ; 
(b) 从 可 Lins 个 孩子 中 随机 挑选 一 个 
证 明 : 第 一 种 方法 挑选 出 来 的 孩子 是 他 家 里 第 一 个 出 生 的 孩子 的 概率 大 于 第 二 种 方法 
挑选 出 来 的 . 
提示 : 为 了 解 此 题 , 需要 证 明 

k k 


i 了 


k 大 
> > LZ > rey 
1 


i j=1 


为 了 证 明 这 点 , 将 两 边 展开 , 证 明 对 于 任意 一 组 (i, 站, 式 子 左边 的 项 wy 的 系数 比 右 
边 的 大 . 


.已 知 有 一 个 球 放 在 n 个 盒子 中 的 一 个 内 . 已 知 球 在 第 i 个 盒子 的 概率 是 忆 . 如 果 球 在 


第 i 个 盒子 里 , 搜寻 该 盒子 会 以 o 的 概率 发 现 它 . 证 明 : 已 知 搜索 第 i 个 盒子 没有 发 
现 球 的 条 件 下 , 球 在 第 j 个 盒子 的 条 件 概率 是 


.事件 王 称 作 不 利于 事件 巨 的 , 并 记 为 PN ,车 


P(EIF) < P(E) 


试 证 明 如 下 论断 或 者 给 出 反例 : 

(a) 关 FNE, 则 EN F; 

(bj 车 FNE, 且 ENG, 则 F、G; 

(c) 若 FNE, 有 GN BE, 则 FGN EE. 

同样 还 可 定义 FR 有 利于 EE, 并 记 作 F 7 EE, 车 P(EIF) > P(E). 将 和 改 为 7 重 做 
(a)(b)j(c). 


. 证 明 ; 若 Bi, B2,… ,En 为 相互 独立 事件 列 , 则 


PUBu 肪 uuB)=1-TJIa -Gel 


. (a) 坛子 里 有 nn 个 白 球 和 m 个 黑 球 , 每 次 随机 从 中 取出 一 个 , 直到 剩 下 的 球 为 同一 种 


颜色 . 证 明 剩 下 的 球 全 为 白 球 的 概率 为 n/(n 十 m); 
提示 : 设想 试验 一 直 进 行 直到 所 有 球 都 取 走 , 并 考虑 最 后 取出 的 球 的 颜色 . 

(b) 池塘 里 有 3 种 不 同 的 鱼 , 我 们 分 别称 为 红 、 蓝 、 绿 鱼 ， 三 种 鱼 分 别 有 r、b、g 条 . 
假设 按 一 随机 顺序 将 这 些 鱼 全 部 移 走 (也 即 每 次 选择 对 于 剩 下 的 鱼 都 是 等 可 能 的 )， 
问 最 先 抓 完 红 鱼 的 概率 ? 
提示 : 写 P{R} = P{RBG} + P{RGB}), 并 以 最 后 移 走 的 是 哪 种 颜色 的 鱼 作为 条 
件 来 计算 右边 的 概率 . 
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设 一 次 掷 两 枚 对 称 的 他 子 ，4, B,C 为 与 试验 有 关 的 三 个 事件 . 
(a) 若 
P(AIC) > P(BIC) 且 P(AIC°) > P(BIC9 

或 者 证 明 P(4) > P(B), 或 者 定义 事件 4, B,C 说 明 这 个 不 等 式 不 成 立 . 
by 车 
P(AIC) > P(AIC®) 有 P(BIC) > P(BIC9 

或 者 证 明 P(4BIC) > P(4BIC*), 或 者 构造 事件 4, B,C 说 明 这 个 不 等 式 不 成 立 . 
提示 : 令 C 表示 “ 掷 一 对 山子 , 点 数 之 和 为 10”, 令 4 表示 “第 一 个 贷 子 点 数 为 6”, 令 
B 表示 “第 二 个 仍 子 点 数 为 6”. 


.考虑 独立 地 掷 两 次 均匀 硬币 . 令 4 表示 第 一 次 为 正面 朝 上 , 令 B 表示 第 二 次 为 正面 朝 


上 , 令 C 表示 两 次 朝向 一 样 . 证 明 事件 4, B,C 为 两 两 独立 . 也 即 , 4 和 B 独立 , 4 和 
C 独立 , B 和 C 独立 , 但 4, B,C 不 独立 . 

考虑 有 nn 个 人 , 假定 每 人 的 生日 在 365 天 内 任 一 天 的 可 能 性 都 是 一 样 的 , 且 相 互 独立 . 
令 4 表示 “第 i 个 人 和 第 了 个 人 ”生日 相同 , i 关 j, 证 明 : 这些 事 件 都 是 两 两 独立 的 ， 
也 即 , 4 和 4r。 是 独立 的 , 但 是 这 (2 ) 个 事件 Aiz,i 关 7 并 不 独立 . 


设 有 一 枚 硬币 , 在 掷 硬币 时 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现 独立 搓 ”次 . 问 ” 需 多 大 , 才能 保 
证 至 少 有 一 次 正面 朝 上 的 概率 大 于 1/2? 
若 0< ai < 1,i= 1,2,…, 证 明 

co i—l1 ee 

2, | [Ia 一 oj +JIGa 一 ai) 一 1 
提示 : 假设 搓 无 限 多 个 硬币 , 令 a; 表示 第 i 个 硬币 正面 朝 上 的 概率 , 考虑 出 现 第 一 个 正 
面 朝 上 的 时 刻 . 
设 有 一 枚 硬币 ， 在 抛掷 时 正面 朝 上 的 概率 为 p. 假设 A 开始 连续 掷 硬币 ， 直 至 出 现 了 反面 
朝 上 , 此 时 B 接着 连续 掷 硬币 ， 直 到 掷 出 反面 朝 上 为 止 , 然后 A 再 接着 掷 , 如 此 进行 下 去 . 
令 Pm 表示 在 B 累计 m 次 正面 朝 上 之 前 A 已 累计 n 次 正面 朝 上 的 概率 . 证明; 


Pnm 一 PPr—1,m 十 (1 一 p){(1 一 Pn,n) 


假设 你 同一 个 无 限 富裕 的 人 赌博 , 每 一 步 你 可 能 赢 也 有 可 能 输 1 个 单位 , 概率 分 别 为 p 


和 1 一 p. 证 明 你 最 后 输 光 的 概率 为 


其 中 9=1-2 且 ;是 你 的 最 初 资金 
独立 重复 进行 每 次 成 功率 为 p 的 试验 , 直到 总 共有 r 次 成 功 为 止 . 证 明 恰 好 需要 进行 
n 次 试验 的 概率 为 


Cra-arr 
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并 利用 此 结果 解决 赌 本 分 割 问题 ( 例 入). 
提示 : 为 了 在 n 次 试验 中 得 到 7 次 成 功 , 在 前 n 一 1 次 试验 中 必须 有 多 少 次 成 功 ? 
若 某 独立 重复 实验 序列 中 , 每 次 试验 结果 只 有 两 种 , 成 功 或 失败 , 则 这 种 试验 序列 称 为 
伯 努 利 试验 序列 . 现 设 一 个 n 次 独立 重复 的 伯 努 利 试验 序列 , 每 次 试验 成 功 的 概率 为 
Pp( 失 败 的 概率 为 1 一 p). 记 PP, 表示 n 试验 中 出 现 偶数 次 (0 认为 是 偶数 ) 成 功 的 概率 ， 
证 明 
pI-P +O-DP: nl 
并 利用 此 公式 (利用 归纳 法 ) 证 明 
1+ (1— 2p)" 
2 
考虑 进行 n 次 独立 试验 , 第 i 次 试验 成 功 的 概率 为 1/(2i + 1). 令 已 , 表示 总 的 成 功 次 
数 为 奇数 的 概率 . 
(a) 计算 Pn 一 1,2,3,4,5; 
(b) 猜测 已, 的 一 个 一 般 公 式 ; 
(c) 导出 用 已 -1 表示 的 已 , 的 递 推 公式 ; 
(d) 验证 (b) 中 的 猜测 满足 (c) 中 的 递 推 公式 . 因为 递 推 公式 只 有 一 个 解 , 这 就 证 明了 
你 的 猜测 是 正确 的 . 
令 Qn 表示 连续 搓 ”次 均匀 硬币 , 没有 出 现 3 个 连续 的 正面 朝 上 的 概率 . 证 明 
Qn = 3Qn 1 + Qu。 2+ BQn-3 


Qo = Q1=Q2=1 


P= 


并 求 @s. 

提示 : 以 出 现 第 一 次 反面 朝 上 的 时 刻 为 条 件 . 

考虑 赌 徒 输 光 问题 , 不 同 的 是 A 和 B 同意 最 多 玩 n 局 . 令 已 ,: 表示 A 最 后 输 光 所 有 
钱 的 概率 , 其 中 开始 时 A 有 i 元 而 B 有 NN 一 i 元 . 推导 用 Pi_1st1 和 户 ,_1i_1 表示 的 
Pi 的 公式 , 并 计算 Pr,s, N = 5. 

假设 有 两 个 坛子 , 每 个 坛子 中 既 有 白 球 , 也 有 黑 球 . 从 两 个 坛子 里 取出 白 球 的 概率 分 别 
为 p 和 p'. 按照 如 下 方式 连续 有 放 回 地 取 球 . 最 初 分 别 以 a 的 概率 从 第 一 个 坛子 里 取 
球 , 以 1 - a 的 概率 从 第 二 个 坛子 里 取 球 . 接 下 来 的 取 球 按 如 下 规则 进行 : 一 旦 取出 的 
是 白 球 ， 列 该 同 然后 从 同一 个 坛子 里 再 取 球 ; 如 取出 的 是 黑 球 , 那么 接 下 来 从 另 一 个 坛 
子 里 取 球 . 令 an 表示 第 n 次 从 第 一 个 坛子 里 取 球 的 概率 , 证 明 


Qnti=an(p+p —1l)+1l-p n>1 
并 用 此 证 明 


te 
令 已 表示 第 n 次 取出 的 球 是 白 球 的 概率 , 求 已 . 并 且 计算 man 和 lim 已 . 

票 问题 ， 在 一 次 选举 中 , 候选 人 A 获得 了 n 张 选票 , 而 B 获得 了 m 张 选票 其 中 
n > m. 假定 所 有 的 (n 十 m)!1/(n!1m1!) 种 选票 的 顺序 都 是 等 可 能 的 , 令 已 ,= 表示 在 统 


计 选 票 时 A 一 直 领 先 的 概率 . 
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(a) 计算 Pi, Pa,1, Ps,2, Psi, Pa,2, Pa,3. 

(b) 求 Pi, Pn,2. 

(c) 基于 (a) 和 (b) 的 结果 , 猜测 Pm 的 值 . 

(d) 以 谁 获得 了 最 后 一 张 选票 为 条 件 ， 推导 用 Pn_i,m 和 Pm—1 表示 的 Pn,m 的 递 推 
公式 . 

(e) 利用 (d), 对 n+m 用 归纳 法 证 明 (c) 中 的 猜测 . 

作为 天 气 预报 的 一 个 简单 模型 , 假设 明天 天 气 (湿润 或 者 干燥 ) 与 今天 相同 的 概率 为 p. 

如 果 1 月 1 日 天 气 为 干燥 , 证 明 , n 天 后 的 天 气 为 干燥 的 概率 已 , 满足 


P=(2p— P11+(1-p) n>l 
P=1 


并 证 明 : 
P=3+3(P-1)" nz0 
设 一 个 包 里 有 a 个 白 球 ,5 个 黑 球 , 根据 以 下 方式 从 包 里 取 球 : 
第 1 步 随机 取出 一 个 球 , 然后 扔 掉 ; 
第 2 步 再 随机 取出 一 个 球 , 若 取 出 的 球 的 颜色 与 前 一 次 取出 的 不 同 , 将 球 放 回 包 内 
转向 第 1 步 . 否则 , 将 球 扔 掉 , 重复 第 2 步 . 
也 就 是 说 , 随机 取 球 并 扔 掉 , 直至 颜色 发 生 了 变化 , 此 时 将 取 到 的 球 放 回 包 里 重新 开始 . 
令 P,s 表示 包 里 最 后 一 个 球 为 白 球 的 概率 , 证 明 : 
1 
Po = 3 


提示 : 对 = o 十 用 归纳 法 . 
n 个 选手 的 单 循环 赛 ，(”) 对 选手 只 比赛 一 次 , 任何 一 场 比赛 的 结果 都 分 出 输赢 对 于 


一 个 给 定 的 整数 k,k < n, 一 个 有 趣 的 问题 是 : 是 否 可 能 存在 一 种 比赛 结果 , 对 于 任意 
上 个 选手 的 集合 , 都 有 一 位 选手 , 他 打败 了 该 集合 内 的 所 有 选手 . 证 明 : 若 


n 1 km 一 KR 
(二 | < 
则 这 种 结果 是 存在 的 . 
提示 : 假设 比赛 结果 是 相互 独立 的 , 且 每 场 比赛 谁 获胜 的 可 能 性 也 是 一 样 的 . 给 大 个 先 
手 的 所 有 (”) 个 组 合 标号 , 令 B; 表示 “在 第 i 个 组 合 里 , 没有 人 打败 所 有 个 选手 ”， 


然后 利用 布尔 不 等 式 求 出 P(U; B ) 的 界 . 
直接 证 明 
P(EIF) = P(EIFG)P(GIF) + P(EIFG°)P(G°|F) 
证 明 (5.11) 和 (5.12) 的 等 价 性 
将 条 件 独立 性 的 定义 推广 到 2 个 以 上 的 事件 的 情形 . 
证 明 或 给 出 反例 , 如 果 忆 , 和 EE 是 独立 的 , 那么 给 定 FF 的 条 件 下 , 它们 也 条 件 独立 . 


29. 


30. 


31. 


自 检 习 题 ”99 


在 拉 普 拉 斯 继承 准则 ( 例 5e) 中 , 证 明 : 已 知 前 ”次 搓 的 结果 都 是 正面 朝 上 的 条 件 下 ， 
接 下 来 m 次 掷 的 结果 也 是 正面 朝 上 的 条 件 概率 为 (n 十 1)/(n 二 mm 二 11). 

在 拉 普 拉 斯 继承 准则 中 , 假设 前 ”次 投 搓 中 , 有 7 次 正面 朝 上 , n 一 + 次 反面 朝 上 . 证 明 : 
第 n 十 1 次 投掷 正 面 朝 上 的 条 件 概 率 为 (7 十 1)/(n 十 2). 此 题目 证 明 必需 先 证 明 恒 等 式 
nim! 


1 
fv YW dy mm 


提示 : 为 了 证 明 该 恒等式 , 令 C(n,m) = 万 y"(1 一 ”dy. 通过 分 部 积分 可 得 : 


Cl(n,m) = jCmt+ 1,m— 1) 


从 C(n,0) = 1/(n 十 1 开始, 对 m 利用 归纳 法 证 明 恒 等 式 . 

假定 你 的 一 个 不 懂 数 学 但 有 哲学 头脑 的 朋友 声称 拉 普 拉 斯 继承 准则 必定 是 错误 的 , 理 
由 是 它 可 以 导出 荒 廖 的 结论 . “例如 , ”他 说 ,“ 如 果 一 个 孩子 10 岁 , 按照 这 个 原则 , 由 
于 他 已 经 活 了 10 年 , 那么 再 活 一 年 的 概率 为 11/12. 另 一 方面 , 如 果 孩 子 有 位 80 岁 的 
祖父 , 那么 由 拉 普 拉 斯 准则 , 祖父 再 活 一 年 的 概率 为 81/82. 显然 这 是 荒 谣 的 , 因为 孩子 
比 祖父 更 容易 再 活 一 年 . ”你 怎么 回答 这 位 朋友 ? 


自 检 习题 


在 一 局 桥牌 中 , 西 家 没有 “A”, 求 以 下 事件 的 概率 ， 


(a) 他 的 搭档 没有 “A”; (b) 他 的 搭档 有 2 个 或 更 多 的 “A”? 
(c) 如 果 西 家 正好 有 一 个 “A”, 以 上 概率 又 各 是 多 少 ? 


.一 个 新 的 汽车 电池 使 用 超过 10 000 英里 的 概率 为 0.8, 超过 20 000 英里 的 概率 为 0.4， 


超过 30 000 英里 的 概率 为 0.1. 如 果 一 个 新 的 电池 在 使 用 10 000 英里 以 后 仍 能 继续 使 
用 , 求 以 下 概率 : 
(a) 其 总 寿命 超过 20 000 英里 . (b) 它 还 能 继续 使 用 20 000 英里 . 


.怎样 将 10 个 白 球 10 个 黑 球 共 20 个 球 放 入 两 个 坛子 内 , 使 得 随机 选择 一 个 坛子 并 随机 


从 中 取出 一 个 球 是 白 球 的 概率 最 大 ? 


` 坛子 A 有 2 个 白 球 1 个 黑 球 , 而 坛子 B 有 1 个 白 球 5 个 黑 球 . 随机 从 坛子 A 中 取 一 个 


球 放 入 坛子 B, 然后 再 随机 从 坛子 B 内 取出 一 球 . 已 知 取出 的 是 白 球 , 问 从 坛子 A 中 
取出 的 放 入 坛子 B 的 球 是 白 球 的 概率 是 多 大 ? 


.坛子 里 有 r 个 红 球 w 个 白 球 , 每 次 随机 取 走 一 个 . 令 R; 表示 “第 i 次 取 走 的 是 红 球 ”， 


计算 
(a) P(Ri); (b) P(Rs|Rs); (¢) P(Rs|Rs). 


* 坛子 里 有 5 个 黑 球 ,7 个 红 球 随机 取出 一 个 ,， 再 放 回 , 同时 还 放 入 e 个 同样 颜色 的 


球 . 现在 , 再 取 一 个 球 , 证 明 已 知 第 二 个 球 是 红 球 的 条 件 下 , 第 一 个 球 是 黑 球 的 概率 为 
b/ (bb 十 7 十 c). 


.你 的 一 个 朋友 从 一 副 52 张 牌 里 无 放 回 地 随机 取出 2 张 牌 . 在 下 列 情形 下 , 计算 两 张 都 


是 “A? 的 条 件 概率 : 
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第 3 章 条 件 概率 及 独立 性 


(a) 你 问 是 否 其 中 一 张 是 黑 桃 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 ; 
(b) 你 问 是 否 第 一 张 是 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 ; 

(c) 你 问 是 否 第 二 张 是 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 ; 

(d) 你 问 是 否 其 中 有 一 张 是 “A”, 你 朋友 的 回答 是 肯定 的 . 


. 证明: 


P(BEIB) _ P(H) P(EIH) 
PGIE)  P(G) P(EIG) 
考虑 : 在 得 到 新 的 证 据 前 , 假设 五 成 立 的 可 能 性 是 假设 G 成 立 的 可 能 性 的 3 倍 . 如 果 
G 成 立时 新 的 证 据 出 现 的 可 能 性 是 五 成 立时 的 两 倍 , 那么 当 新 证 据 出 现时 , 哪个 假设 
更 有 可 能 成 立 ? 
在 你 外 出 度假 时 , 你 请 邻居 给 您 的 病 树 北 水 . 如 果 没 浇 水 的 话 , 它 死去 的 概率 为 0.8. 如 
果 浇 水 的 话 , 它 死去 的 概率 为 0.15. 你 有 90% 的 把 握 确 定 邻居 记得 浇 水 . 
(a) 当 你 回来 时 , 树 还 活着 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 如 果树 死 了 , 那么 邻居 忘记 浇 水 的 概率 是 多 大 ? 
某 种 老鼠 , 黑色 比 棕 色 占 优势 (黑色 对 应 显 性 基因 , 棕色 对 应 隐 性 基因 ). 假设 某 只 黑 老 
鼠 有 个 兄弟 是 棕色 的 , 但 其 父母 都 是 黑色 的 . 
(a) 该 老鼠 是 纯 黑 色 的 概率 是 多 大 ? (相对 它 的 基因 对 是 一 个 黑色 , 一 个 棕色 的 混合 而 


2 


(b) 假设 当 这 只 老鼠 和 一 只 棕色 老鼠 交配 时 , 其 所 有 5 个 后 代 都 是 黑色 的 , 此 时 , 这 只 
老鼠 为 纯 黑 老鼠 的 概率 是 多 大 ? 

(a) 在 习题 66b 里 , 以 开关 1 是 否 关 为 条 件 , 计算 电流 能 从 A 到 B 的 概率 . 

(b) 已 知 电流 能 从 A 到 B 的 条 件 下 , 开关 3 是 合 上 的 条 件 概率 . 

在 习题 67 中 描述 的 上 一 n 系统 , 假定 每 个 元 件 相 互 独立 且 正 常 工 作 的 概率 为 1/2, 求 

已 知 系统 正常 工作 的 条 件 下 , 元 件 1 工作 正常 的 条 件 概率 , 当 

(a) k=1,n=2. (b) k=2,n=3. 

琼斯 先生 为 了 启 得 幸运 轮 中 奖 , 设计 了 一 套 如 下 的 赌博 策略 : 当 他 押 注 时 , 只 有 当前 面 

10 次 都 出 现 黑色 数字 时 才 押 注 在 红色 数字 上 . 他 的 理由 是 连续 11 次 出 现 黑色 的 概率 

非常 小 . 你 认为 他 的 策略 如 何 ? 

A,B,C 三 人 同时 搓 一 枚 硬币 ， 掷 出 正面 朝 上 的 概率 分 别 为 只 , 忆 , 己 , 如 果 有 一 个 人 掷 

出 的 结果 与 其 他 两 人 不 一 样 , 那么 就 称 他 为 奇异 人 . 如 果 没 有 出 现 奇 异 人 , 则 继续 掷 硬 

币 , 直到 出 现 奇异 人 , 那么 A 被 称 为 奇异 人 的 概率 是 多 大 ? . 

假设 某 次 试验 有 个 结果 , 结果 i 出 现 的 概率 为 pi,i = 1,… ,mn, 部 ”1 pi = 1. 如 果 观 

察 两 次 试验 , 那么 第 二 次 的 试验 结果 大 于 第 一 次 结果 的 概率 为 多 大 ? 

如 果 A 据 ni 十 1 枚 , B 掷 m 枚 均匀 硬币 , 证 明 : A 得 到 的 正面 朝 上 数 大 于 B 得 到 的 正 

面 朝 上 数 的 概率 为 1/2. 

提示 : 以 每 人 撕 出 n 枚 硬币 后 , 谁 具有 更 多 的 正面 朝 上 数 为 条 件 (共有 三 种 可 能 ). 

对 于 下 列 叙述 , 试 证 明 或 给 出 反例 : 

(a) 若 忆 独立 于 F, 且 到 独立 于 G, 则 互 独立 于 FUG; 

(b) 若 忆 独立 于 下 ,独立 于 G, 及 FG =%, 则 巨 独 立 于 FUG; 

(ce) 阁 忆 独立 于 FF, 下 独立 于 G, 及 互 独 立 于 FG, 则 G 独立 于 EF. 
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自 检 习题 101 


令 4 和 B 为 具有 正 概 率 的 捉 件 , 说 明 以 下 投 述 是 (i) 必然 对 ; (这 必然 错 ; (证 ) 可 能 对 . 

(a) 若 4 和 B 互 不 相 容 , 则 它们 独立 ; 

(b) 若 4 和 B 独立 , 则 它们 互 不 相 容 ; 

(c) P(A4) = P(B) = 0.6, 有 A,B 互 不 相 容 ; 

(d) P(A4) = P(B) = 0.6, 且 4,B 互相 独立 . 

按照 发 生 的 概率 的 大 小 , 将 下 列 事件 排序 

(a) 掷 一 枚 均匀 硬币 ,正面 朝 上 ; 

(b) 3 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 均 为 0.8, 三 次 都 成 功 ; 

(c) 7 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 均 为 0.9, 7 次 都 成 功 . 

有 两 个 工厂 生产 收音 机 , 工厂 A 生产 的 每 台 收 音 机 是 次 品 的 概率 为 0.05, 而 工厂 B 生 

产 的 每 台 收音 机 为 次 品 的 概率 为 0.01， 假 设 你 在 同一 家 工厂 购买 了 两 台 收音 机 , 且 这 

两 台 收 音 机 来 自 A 厂 或 B 厂 的 概率 是 相等 的 . 如 果 第 一 台 收音 机 检测 后 发 现 是 次 品 ， 

问 另 一 台 也 是 次 品 的 条 件 概 率 . 

证 明 : 若 P(A4|B) =1, 则 P(B°|4°)=1. 

坛子 里 开始 有 一 个 红 球 , 一 个 蓝 球 . 每 步 从 其 中 随机 地 取出 一 个 并 同时 放 入 两 个 同 颜色 

的 球 .比如 , 若 开始 取出 了 红 球 , 那么 在 下 次 取 球 时 , 坛子 里 有 2 个 红 球 1 个 蓝 球 . ) 利 

用 数学 归纳 法 证 明 : n 步 后 , 坛子 里 正好 有 i 个 红 球 的 概率 为 1/(n 十 D),1 <ig<ntl. 

共有 2n 张 牌 , 其 中 2 张 为 “A”. 将 这 些 牌 随机 分 给 两 位 选手 , 每 人 n 张 . 然后 两 位 选 

手 按 领 牌 次 序 声明 自己 是 否 有 “A?. 人 在 第 一 人 声称 自己 有 “A>” 时 , 第 二 人 没有 “A” 的 

条 件 概 率 是 多 大 ? 其 中 

(a) n=2; (b) 了 = 10; (c) n= 100. 

当 半 趋 于 无 穷 大 时 , 该 概率 的 极限 值 是 多 大 ? 为 什么 ? 

市 场 上 一 共有 n 种 不 同 的 优惠 券 . 某 人 收集 优惠 券 , 每 次 收集 一 张 , 并 且 各 次 收集 是 相 

互 独立 的 . 已 知 每 次 收集 到 第 种 优惠 券 的 概率 为 pi, 并 pi = 1. 

(a) 如 果 已 经 收集 到 n 张 优惠 券 , 那么 这 n 张 优惠 券 都 不 相同 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 现在 假设 pl = pz = … = pn = 1/n. 令 BE 表示 “在 收集 到 的 n 张 优惠 券 里 没有 
第 i 种 优惠 券 ", 对 P(U; E;) 利用 容 斥 等 式 证 明 人 恒等式 


n! 一 (1°) 人 一 由" 


对 任意 事件 和 FF, 证 明 
P(EJEUF) > P(EIF) 


提示 : 以 是 耕 发 生 为 条 件 求 P(E|E UF). 
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第 4 章 随机 变量 
4.1 随机 变量 


进行 试验 时 , 相对 于 试验 的 实际 结果 而 言 , 通常 我 们 更 感 兴趣 有 关 试 验 结果 的 
某 些 函数 . 比如 , 在 撕 两 枚 骨 子 的 游戏 中 , 我 们 通常 更 关心 两 枚 骨 子 的 点 数 之 和 , 而 
不 是 各 枚 仍 子 的 具体 值 . 也 即 , 我 们 或 许 关 心 仍 子 点 数 之 和 为 7, 而 不 关心 实际 结果 
究竟 是 (1,6) 或 (2,5), 或 (3,4), 或 (4,3), 或 (5,2), 或 (6,1). 同样 , 在 掷 若 干 枚 硬币 时 , 我 
们 或 许 关 心 正 面 朝 上 的 总 数 , 而 不 关心 实际 结果 有 关 正 面 朝 上 或 反面 朝 上 的 排列 情 
况 . 由 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 这 些 感 兴趣 的 量 是 试验 结果 的 实 值 函数 , 我 们 称 之 为 随 
机 变量 (random variable). 随机 变 基 是 定义 在 祥 本 空间 上 试验 结果 的 实 值 函数 . 

因为 随机 变量 的 取 值 由 试验 结果 决定 , 因此 我 们 也 将 随机 变量 的 可 能 取 值 赋 子 
概率 . 
例 la 考虑 掷 3 枚 均匀 硬币 的 试验 . 令 Y 表示 正面 朝 上 出 现 的 枚 数 , 那么 了 就 
是 一 个 随机 变量 , 它 的 取 值 为 0,1,2,3 之 一 , 各 自 概率 为 : 

P{Y =0} = P{(T,T,T)} = 3 


P{Y = 1} = P{(T,T, H), (YT, H, T), (H, T, T)} = 


oolco oo1ce 


P{Y = 2} = P{(T, H, H), (H, T, H), (H, H, T)} = 


P{Y =3} = P{(LH,H)}=+ 
此 处 H 表示 正面 朝 上 , T 表示 正面 朝 下 . 因为 了 的 取 值 必 是 0 到 3 之 一 , 故 有 


1-P(UtY =)) -=D PY = 


关于 随机 变量 取 值 的 概率 , 其 性 质 与 前 文 介绍 的 关于 事件 的 概率 是 一 致 的。 
例 1b 一 个 坛子 里 装着 标 有 数字 1 到 20 的 20 个 球 , 无 放 回 地 从 中 随机 取出 3 
个 , 如 果 打赌 取出 的 球 中 至 少 有 一 个 号 码 大 于 等 于 17, 打赌 获胜 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 令 X 表示 取出 的 球 中 最 大 的 号 码 , 那么 X 就 是 取 值 为 3,4… ,20 之 一 的 随 
机 变量 . 而 且 , 如 果 我 们 假定 (3 ) 种 抽取 方式 中 任 一 种 方式 都 是 等 可 能 的 , 那么 
4 一 工 
2 


P{X= 讨 = i= 3,4,... ,20 (1.1) 
20 


3 
(1.1) 式 是 这 样 得 到 的 ， 事件 {X = 引 意味 着 从 20 个 球 中 抽取 一 个 号 码 为 ;的 球 ,再 
从 号 码 为 1 到 i-1 中 抽取 2 个 球 , 显然 一 共有 (] ) ("2 ) 种 抽取 方式 . 这 样 就 可 以 
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得 到 式 (1.1). 由 上 式 可 以 得 到 


2) ， (2) 


1 
P{X = 20} 六 =0150 P{X =19} 365 ~ 0.134 
(3) (3) 
3 3 
| 17 16 
( 2 ) 34 2 ) 2 
PIX=18}=—— = 20 P{X=17}=— = ~0.105 


(3) 


由 于 事件 {X > 17} 就 是 不 相交 事件 {X = 叶 = 17, 18, 19, 20 的 并 . 这 样 , 能 够 赢得 
打赌 的 概率 就 是 
P{X 之 17} 污 0.105 + 0.119 十 0.134 十 0.150 = 0.508. 国 


例 le 设 有 一 枚 不 均匀 的 硬币 , 每 次 掷 硬币 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现在 独立 
重复 地 掷 硬币 , 直到 出 现 正面 朝 上 或 者 已 经 挪 了 n 次 为 止 . 令 XX 表示 投 撕 硬 币 的 次 
数 , 那么 X 就 是 一 个 取 值 为 1,2,3… ,n 之 一 的 随机 变量 , X 的 取 值 概率 为 : 

P{X=1}=P{H}=p 
P{X =2}= P{(T,H)} = (1~p)p 
P{X =3}= P{(T,T,H)} = (1—p)*p 


P{X=n-1}= P{(T,T,.…,T,H)}= (1 -pn" 2p 
一 2 
P{X =n} = PTT TDT(TT ,T,H)} = (1 — p)"™-! 
一 、 


n—1l n—l1 


作为 验证 , 注意 到 


P(U{X=) = PX = D+" 


-=p[1 |+0-7™ =1-0-p" + -p=1 ™ 


例 1d 某 个 坛子 里 有 3 个 白 球 、3 个 红 球 和 5 个 黑 球 . 现 从 中 随机 无 放 回 地 抽 
取 3 个 球 . 假设 进行 打赌 , 抽出 每 个 红 球 可 以 赢得 1 元 , 每 个 白 球 则 输 掉 1 元 . 令 X 
表示 灰 得 的 总 钱 数 , 那么 X 就 是 一 个 取 值 为 0, 土 1, 2, 十 3 之 一 的 随机 变量 , 各 取 值 


概率 为 : 
+ 5 
(5) 165 


P{X = 


133 


134 
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OG) 
P{X=1}= P{X=-1}- = 
(1) 165 
3 
3\ /5 
P{X=2}= P{X=-2}= WY = 
(1) 165 
3 
3 
pox pa 
(2) 165 
3 


这 些 概率 是 怎样 算出 来 的 呢 ? 以 P{X = 0} 的 计算 为 例 , 由 于 三 个 球 是 随机 地 抽取 ， 
因此 这 ( 3 ) 种 球 的 组 合 都 是 等 可 能 的 ; 而 {X = 0} 可 以 分 解 为 两 种 情况 , 一 种 是 抽 


出 来 的 球 全 为 黑 球 , 这 种 抽取 方法 共有 (3) 种 , 另 一 种 情况 是 红 、 白 、 黑 各 抽出 一 个 


球 , 这 种 抽取 方式 有 (3) (3) (5) 种 , 这 样 , 我 们 就 得 到 P{X = 0} 的 计算 公式 . 对 于 
P{X = 十 的 其 他 几 个 公式 , 论证 是 类 似 的 . 下 面 的 公式 验证 了 我 们 的 计算 结果 : 


3 3 
SNP{X=i+D PIX=-i)= +++] 
i=0 icl 165 


因此 , 我 们 启 钱 的 概率 为 ; 


3 
, 55 1 


例 le 设想 有 N 种 不 同 的 优惠 券 , 某 人 收集 优惠 券 , 每 次 收集 一 张 , 且 每 种 优 
惠 券 都 以 相同 的 可 能 性 被 收集 到 ， 又 假定 各 次 收集 是 相互 独立 的 . 假设 某 人 想 收集 
一 套 N 种 优惠 券 , 他 的 办 法 是 一 张 一 张 地 收集 , 直到 收集 成 一 套 为 止 此 时 N 种 优 
惠 券 每 种 至 少 一 张 ). 他 所 收集 到 的 优惠 券 的 总 张 数 是 一 个 随机 变量 , 记 为 了. 与 其 
135| 直接 计算 PC = n), 不 如 先 考虑 了 大 于 n 的 概率 . 为 此 , 先 固定 n, 并 且 定 义 事件 
41, 42,… ,An 如 下 : Ah; 表示 “前 n 张 优惠 券 里 没有 第 ; 种 优惠 券 ”(7 = 1,… ,NN). 
因此 


P{T >n} =P( U 4;) = D7 PA) YD, P(A As) + 


+ (—1)*+! >», > > P(Aj 4 Mi): + (N+IP(A1A2... An) 
由 于 每 张 优 惠 券 不 属于 第 ; 种 的 概率 为 (N - 1)/N, 利用 各 次 收集 相互 独立 的 假设 
可 得 
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wo- 
而 当前 a 张 优惠 券 里 , 既 没有 第 j: 种 优惠 券 , 也 没有 第 妃 种 优惠 券 时 ，4i 4 发 生 ， 
因此 P(4i hs) = ( 立 2)” 用 类 似 的 推理 , 可 得 P(A4;, 4j… 4) = (了 二 <)” 这 
样 , 对 于 n > 0, 我 们 有 

PT>W NT) + 


N-—1 


DDR) TOR) 09 


了 等 于 n 的 概率 可 结合 下 式 得 到 


P{T>n-1}=P{T=n}+ P{T>n} 


或 等 价 地 ， 
P{T=n}= P{T>n—1}— P{T>n)} 
另外 一 个 值得 感 兴趣 的 随机 变量 是 前 n 张 优惠 券 里 , 优惠 券 的 不 同 种 类 数 , 不 
妨 记 为 D。 为 了 计算 P{Da = 由 , 我 们 首先 把 注意 力 放 在 一 组 特定 的 种 优惠 券 ， 
然后 计算 我 们 收集 的 前 张 优惠 券 是 由 这 特定 的 & 种 优惠 券 组 成 的 概率 . 而 这 个 事 
件 说 明 所 收集 到 的 前 ” 张 优 惠 券 应 当 满足 
4: ”每 张 都 是 这 k 种 优惠 券 之 一 
B : 这 k 种 优惠 券 的 任 一 种 都 在 n 张 优惠 券 中 出 现 
这 样 , 我 们 得 到 
P{ 收 集 到 的 n 张 优惠 券 由 特定 的 ¢ 种 优惠 券 组 成 } = P(4B) = P(A4)P(B|A4). 和 
收集 的 每 张 优惠 券 属 于 这 种 之 一 的 概率 为 &/N, 因此 事件 4 的 概率 为 (k/N)” 
且 , 在 给 定 每 张 优惠 券 是 所 考虑 的 种 之 一 的 条 件 下 ， 很 容 曙 看 出 在 收入 优惠 关 时 
种 优惠 券 中 的 任 一 种 都 是 等 可 能 地 被 收集 . 因此 , 给 定 4 发 生 的 条 件 下 下 恰好 是 
事 作 “ 收 全 一 套 & 种 优惠 券 , 所 需 收集 张 数 小 于 等 于 n”, 其 概率 正好 是 本 例 前 面 讨 


论 的 {< n) 的 概率 , 不 过 优惠 券 的 总 数 是 而 不 是 原来 的 N. 利用 (1.2) 式 , 将 公 


式 中 的 N 换 成 我 们 得 到 P(4) = (条) ,PUBI) = 1- 守 2 (*) ("1 


N 2 


最 后 , 由 于 个 种 类 的 集合 一 共有 (六) 种 , 因此 


Pip = 有 = (P49 = 人)( 其 字 - 全 鸭 ( 生 


注释 : 由 于 至 少 要 收集 到 N 张 优惠 券 才 有 可 能 得 到 一 整套 , 因此 , 如 果 n < N， 
则 P{T > n} =1. 因此 , 由 公式 (1.2) 我 们 可 得 到 一 个 非常 有 意义 的 组 合 恒等式 : 对 


于 1<n<N, 有 Nl | 
SY) cy 


"CD 上 


136 


137 


138 
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也 可 写成 二 
a 
或 者 , 两 边 同 时 乘 以 (-1)YN", 并 令 j= NN 一 i 得 


N 
DY) =0 1gn<N 而 
j=1 


对 于 随机 变量 X, 如 下 定义 的 函数 F 
F(z)= P{X < zx} 一 oo <Z< oo 


称 为 X 的 累积 分 布 函数 (cumulative distribution function), 简称 为 分 布 函数 . 因此 , 对 
任 一 给 定 实数 z, 分 布 函数 等 于 该 随机 变量 小 于 等 于 z 的 概率 . 

假设 a < 6b, 由 于 事件 {X < a} 包含 于 事件 {X < 6)}, 可 知 前 者 的 概率 F(a) 要 小 
于 等 于 后 者 的 概率 F(b). 换 句 话说 , F(z) 是 x 的 非 降 函 数 . 第 4.9 节 给 出 了 分 布 函数 
的 更 一 般 的 性 质 . 


4.2 ”离散 型 随机 变量 


若 一 个 随机 变量 最 多 有 可 数 多 个 可 能 取 值 , 则 称 这 个 随机 变量 为 离散 型 的 . 对 于 
一 个 离散 型 随机 变量 X, 我 们 定义 X 的 概率 分 布 列 (简称 为 分 布 列 , probability mass 


function) p(a) 如 下 : 
sj= P(X = 村 


分 布 列 p(a) 在 最 多 在 可 数 个 a。 上 取 正 值 , 也 即 , 如 果 X 的 可 能 值 为 z1,z2,…, 那么 
p(zi)>0 = 


p(z)=0 所 有 其 他 zx 
由 于 X 必定 取 值 于 {z1,z2,…}, 这 样 有 


p(Ti)=1 


pW) 用 较 直观 的 图 形 方式 , 将 z(zi) 标 在 y 轴 上 , 将 z; 标 
在 z 轴 上 . 例如 , 设 X 的 分 布 列 为 : 


PO)=3 PD)=3 p02)=3 


可 表示 为 图 41. 类 似 地 , 在 措 两 枚 均匀 山子 的 试验 中 , 令 

X 为 两 枚 山子 的 点 数 之 和 , 则 X 的 分 布 列 可 用 图 4.2 表示 . 

x 例 2a 设 随机 变量 X 的 分 布 列 为 : p(i) =cX’/i!,i= 

图 4.1 分布 列 1 0,12…， 其 中 和 为 一 正 数 . 求 (a) P{X=0}; (b) P{X >2}. 
解 : 因为 二 2op(G) = | 我 们 有 
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4 3 6 Wm RR 9 0 ll I 


sl- FI $l Fle Sm Flo TT 
加 


图 4.2 ”分布 列 2 
AX’ 139 


又 因为 ef = > zi/i!l, 因此 ce = 1, 也 即 ,c=e-* 这 样 
(a) P{X = 0j=e-Mo/01 -er 


(b) P{X >2}=1- P{X <2}=1- P{X=0}— P{X=1}- P{X=2} 
入 2e 一 和 


= = = 国 
2 
离散 型 随机 变量 的 分 布 函 数 可 通过 分 布 列 p(a) 进行 计算 : 
F(a)= >》 plz) 


VS 


如 果 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 其 可 能 取 值 为 zi, zz,za,……, 其 中 zl < za < zs < 
…, 那 么 它 的 分 布 函数 是 一 个 阶梯 函数 . 也 即 , 在 区 间 [zi_1,zi) 上 取 常 数值 , 且 在 zx; 
处 跳 一 步 , 跳 路 值 为 p(zi). 举例 来 说 , 如 果 X 的 分 布 列 如 下 


Pp)=F za)= 了 p38)=3 p= 


却 么 其 分 布 函 数 为 : Fla) 


0 之 这 


上 locl 一 


总 克之 2 


有 (而 三 2 和 雪 丰 专电 


一 


Wi 革 计 


PP IN AIW I OO 


4 


图 4.3 分 布 函 数 


其 图 像 如 图 4.3 所 示 . 
读者 应 该 注意 到 , F(a) 在 1,2,3,4 处 的 跳跃 值 分 别 等 于 X 在 该 点 取 值 的 概率 . 
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4.3 期 望 


概率 论 里 一 个 非常 重要 的 概念 就 是 随机 变量 的 期 望 , 如 果 X 是 一 个 离散 型 随 

机 变量 , 并 具有 分 布 列 p(z), 那么 X 的 期 望 (expectation) 或 期 望 值 (expected value) 记 
140 E[X] = 》 2zp(z) 
2zZ:D(zZ)>0 
也 就 是 说 , X 的 期 望 值 就 是 X 所 有 可 能 取 值 的 一 个 加 权 平 均 , 每 个 值 的 权重 就 是 X 
取 该 值 的 概率 . 例如 , 如 果 X 的 分 布 列 如 下 : 
p(0) = 3 =p(D) 
那么 
1 1 


BIX] =0x3+1x3=3 


这 正 是 的 两 个 可 能 取信 0 和 1 在 通常 意义 下 的 平均 值 . 另外 , 如 果 


p(0)=3 Pp(D)=3 


那么 

BX]=0x3+1x3=3 
这 正 是 两 个 可 能 取 值 0 和 1 的 加 权 平 均 , 此 处 1 的 权重 是 0 的 权重 的 2 倍 , 因为 
2(1) = 2p(0). 


期 望 定义 的 另外 一 种 来 源 是 概率 的 频率 定义 . 这 个 定义 ( 见 第 8 章 给 出 的 强大 
数 定律 ) 指出 如 果 进 行 无 限 多 次 独立 重复 试验 , 那么 对 任 一 事件 E, E 发生 的 次 数 的 
比例 为 P(E). 现在 假设 随机 变量 X 的 可 能 取 值 为 z1,z2,… ,zn, 并 且 其 相应 的 概率 
分 别 为 p(z1),p(z2),… ,p(zn), 与 此 同时 , 我 们 将 随机 变量 X 解释 为 一 次 机 会 游戏 的 
启 得 . 每 次 游戏 , 我 们 以 概率 p(zi) 万 得 zi(i = 1,2,… ,n) 个 单位 . 现在 , 利用 频率 解 
释 , 如 果 我 们 连续 玩 这 个 游戏 , 那么 我 们 赢得 z; 的 频率 为 p(zi), i = 1,2,… ,n. 因此 
我 们 的 平均 赢得 为 , 

141 >》 ”zip(zi) = ELX]. 
例 3a 设 X 表示 “ 掷 一 枚 均匀 骨 子 出 现 的 点 数 ”, 求 BEIX]. 
解 : 由 于 p(1) = z(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = 1/6, 这 样 可 得 


1 1 1 1 1 1 7 
二 1 一 2 一 一 一 一 一 一 一 
E[X|= x 8 十 X61+3xXF+4xF+5xF+6xs 3 图 


例 3b 我 们 称 了 是 事件 4 的 示 性 变量 , 如 果 


T_ 11 如 果 4 发 生 
0 否则 
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试 求 E[]. 
解 : 因为 p(1) = P(4),p(0) = 1 一 P(4), 这 样 我 人 有 BED] = P(4), 也 即 , 事件 4 的 
示 性 变 基 的 期 望 就 等 于 事件 4 发 生 的 概率 . 四 


例 3c 某 人 参加 “答题 秀 ”, 一 共有 问题 1 和 问题 2 两 个 问题 . 他 可 以 自行 决定 
回答 的 顺序 . 如 果 他 先 回 答 问 题 i, 那么 只 有 回答 正确 , 他 才 被 允许 回答 问题 j}(i 关 池 ， 
如 果 回 答 不 正确 , 就 不 允许 回答 另 一 问题 . 如 果 他 正确 回答 了 问题 i, 他 将 获得 Vi 元 
奖励 (i = 1,2). 这 样 , 一 旦 他 两 道 问题 都 回答 正确 , 他 将 获得 VW + 公元 奖励 . 如 果 他 
能 正确 回答 问题 i 的 概率 为 PB.(i = 1,2), 那么 他 先 回答 哪个 问题 才能 使 得 获得 奖励 的 
期 望 值 最 大 化 ? 设 事件 Ei,i = 1,2 表示 “他 能 正确 回答 问题 i”, 且 Bi, Ez 相互 独立 . 

解 : 如 果 他 先 回答 问题 1, 那么 他 将 获得 的 奖励 如 下 : 

0 概率 为 1 - PP 
Vi 概率 为 Pi(1 一 己 ) 
十 所 概率 为 Pi 性 


因此 , 这 种 情况 下 他 获得 的 期 望 奖励 是 : Vi Pi(1 一 忆 ) + (Vi 十 人 W)PiPB. 另 一 方面 , 如 
果 他 决定 先 回 答 问题 2, 那么 获得 的 期 望 奖 励 是 : VPP(1 -已 )+ (Vi+ 态 )PiB. 因此 ， 
如 果 VP(1 一 己 ) > 态 忆 (1 一 只 ) 成 立 , 他 应 该 先 回答 问题 1, 上 式 等 价 于 


ViP > VP 
1-P 1b 


这 样 , 举例 来 说 , 如 果 他 有 60% 的 把 握 答 对 问题 1, 如 果 答 对 将 获得 200 元 奖励 , 有 
80% 的 把 握 答对 问题 2, 答对 将 获得 奖励 100 元 , 那么 他 应 该 选择 先 回答 问题 2, 因为 


100 x 0.8 200 x 0.6 
4 一 一 -一 -一 一 -一 -一 
00 07 > 0. 300 业 


例 3d 一 个 学 校 的 120 名 同学 分 乘 3 辆 大 客车 去 听 交 响 乐 表演 . 第 一 辆 车 有 36 
名 同学 , 第 二 辆 有 40 名 , 第 三 辆 有 44 名 . 到 达 目 的 地 后 , 从 120 名 同学 中 随机 抽取 
一 名 . 令 式 表示 被 随机 选中 的 同学 所 乘坐 的 车 上 的 同学 数 , 求 E[X] 

解 : 关机 抽取 就 误 味 省 120 各 同 生 被 抽 中 的 可 能 性 是 一 样 的 以 有 


P{X =36} = 3 0 P{X = 40} = 一 P{X=44= 持 0 


Ea 3 0 La 1208 _ so2607 
和 10 3 30 30 


另 一 方面 , 一 辆 客车 上 的 同学 数 的 平均 值 为 120/3 = 40. 计算 表明 随机 抽取 一 位 
同学 , 他 乘坐 的 车 上 的 同学 数 的 期 望 值 要 大 于 车 上 的 同学 数 的 平均 值 . 这 是 很 正常 
的 , 因为 一 辆 车 上 同学 越 多 , 该 车 上 的 同学 越 容易 被 抽 中 , 也 即 , 同学 数 多 的 车 所 占 
权重 要 大 于 同学 数 少 的 车 所 占 权重 ( 见 自 检 习 题 4). 四 

注释 : 期 望 这 一 概念 可 以 类 比 于 质量 分 布 的 重心 ( Center of gravity) 这 一 物理 概 

念 . 假定 有 一 个 离散 型 随机 变革 X a p(zi),i 之 1. 我 们 设想 有 一 根 没有 重 
基 的 作 竺 在 点 zi 处 放 有 质量 p(zi),i > 1( 见 图 4.4). 那么 能 使 竹 笔 保持 平衡 状态 的 点 


0 


142 


110 第 4 章 随机 变量 
就 是 重心, 对 于 具有 静 力学 基本 知识 的 读者 来 说 , 很 容易 找到 这 个 点 就 是 BIX]'.。 生 


-1 0 *] 2 
p(CD=010 p(0)=025 p(D=030 PC)=0.35 


* 二 重心 0.9 


图 4.4 点 上 的 质量 


4.4 ”随机 变量 函数 的 期 望 


如 果 已 知 一 个 随机 变量 X 的 分 布 列 , 如 何 计算 X 的 函数 , 比如 g(X) 的 期 望 ? 下 
面 介 绍 的 是 一 种 方法 : 既然 9(X) 本 身 也 是 一 个 随机 变量 , 它 便 有 自己 的 分 布 列 , 这 
个 分 布 列 可 以 通过 X 的 分 布 列 计算 得 到 . 一 旦 9(X) 的 分 布 列 得 到 了 , 那么 就 可 以 
根据 期 望 的 定义 来 计算 9(X) 的 期 望 Blo(X)]. 
例 4a 令 式 表示 取 值 于 {-1,0,1} 的 随机 变量 , 其 相应 的 取 值 概率 为 : 
P{X=-1}=02  P{X=0}=05  P{X=1}=0.3 


计算 E[X. 
解 : 令 Y = X?, 那么 了 的 分 布 列 如 下 
P{Y =1}=P{X=-1}+P{X=1}=0.5 
P{Y =0} = P{X =0}=0.5 


因此 , E[X?] = E[Y] =1x05+0x0.5= 0.5. 读者 应 该 注意 到 0.5 = E[X?] z (EB[X])? 
= 0.01. 
尽管 用 上 述 方法 可 以 根据 对 随机 变量 X 的 了 解 求 出 一 些 有 关 XX 的 函数 的 期 望 
值 , 但 是 , 对 于 Elg(X)] 还 有 另 一 种 理解 方法 . 注意 到 一 旦 X = z, 那么, g(X) = g(x)， 
因此 很 合理 地 认为 B[g(X)] 就 是 g(z) 的 一 个 加 权 平 均 , 每 个 权重 就 是 X = z 的 概率 . 

144| 这 样 , 以 下 结论 就 非常 直观 ; 


命题 41 如 果 称 是 一 个 随机 变量 , 其 可 能 取 值 为 zi,i > 1, 相应 取 值 概率 为 
p(zi), 那么 对 任 一 实 值 函 数 9 都 有 


Elg(X)] = 2 9(Zi)p(zZi) 


在 证 明 此 命题 之 前 , 让 我 们 先 看 看 利用 命题 所 得 到 的 结果 是 不 是 与 例 4a 的 结 
果 一 致 .利用 命题 41 可 以 得 到 


E[X”]=(-1)? x0.2+02x0.5+1?x0.3=1x(02+0.3)+0x0.5=0.5 


1. 为 了 证 明 这 点 , 我 们 要 证 明 绕 E[X] 的 力矩 之 和 等 于 0, 也 即 , 我 们 要 证 明 0 = (zi 一 BE[X])P(zi)， 
而 这 点 很 容易 得 到 . 


4.4 随机 变量 函数 的 期 望 111 


这 个 结果 与 例 4a 的 结果 是 一 致 的 . 
命题 4.1 的 证 明 : 我 们 的 证 明 方 法 是 将 和 号 > ,9g(zi)p(zi 中 具有 相同 9(Zi 值 
的 项 合并 . 特别 地 , 假设 %,7 > 1 表示 g(zi),i > 1 的 不 同 取 值 , 因此 可 得 


2 gi)pr) = 2 2 gv)p(z) = Dy 2 Po 


了 全 9(z2i) 一 2 评 9(zi) 一 2 


= 5 ypP{9(X) =%} = Elo(X)] 和 


例 4b 某 种 季节 性 销售 的 产品 , 如 果 每 卖 出 一 件 商 品 , 可 获得 纯利 润 5 元, 如 果 
季节 未 仍 未 卖 出 , 则 每 件 商 品 将 损失 4 元 . 设 某 百 货 商 店 在 某 个 季节 的 销售 量 ( 即 卖 
出 商品 的 件数 ) 为 一 随机 变量 , 其 分 布 列 为 pli),z > 0. 现在 商店 决定 销售 旺季 前 要 
转 货 , 问 它 要 围 多 少 件 才 能 使 得 期 望 利润 最 大 化 . 

解 : 令 并 表示 季节 销售 量 , 如 果 围 货 数量 为 s, 记 利 润 为 P(s), P(s) 可 表示 如 下 : 

pes) = 以 一 (s 一 Xj 如 果 X <s 
sb 如 果 X > s 
因此 , 期 望 利润 为 


ElP(s)] = > 区 — (s — Ap(i) + sbp(i) 


一 化 十 入》 ip(i) — st Y pli) + sb 1 -》、 zO| 
i=1 i=0 i=0 

= (b+6) dip) — (b+h)sY pi)+sb= sb+ (b+b) >》 (i — s)pli) 
i=0 i=0 i=0 


为 了 得 到 最 佳 的 。 值 , 我 们 来 看 看 当 s 增加 一 个 单位 时 , 利润 有 什么 变化 . 利用 上 述 
公式 得 到 : 


s+1 
ElP(s+1)]=b(s+l)+(6+6) > (i s— 1)p() 


i=0 
3 


=b(s+1)+(b+6) > (i—s— 1)p() 


两 式 相 减 得 。 
ELP(e+ ~ EIP(S)] =b- (0+4) Dp0) 

因此 , 如 果 下 列 条 件 满足 , 那么 转 货 数量 为 。+ 1 得 到 的 期 望 利润 会 大 于 力 货 数量 为 
s 的 情形 : . 

Dr0) < 3 (4.1) 
由 于 公式 (4.1) 的 左边 随 着 。 的 增加 而 增加 , 而 右边 为 一 常数 , 因此 不 等 式 对 所 有 的 
s < s* 总 是 成 立 的 , 其 中 s* 为 满足 (4. 了 ) 式 的 最 大 值 . 因为 

EIP(0)] < < EIP(s")] < ElP(s* 4 1)] > BIP(s* 4 2)] >... 

这 样 , 围 货 数量 达到 s* + 1 时 将 会 使 得 利润 最 大 化 . 四 
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例 4c 假设 你 要 在 两 种 行动 方案 之 中 选择 其 一 , 采取 任 一 种 方案 都 将 导致 下 列 
个 结果 之 一 , 记 为 C1,… ,Cn. 假设 采取 了 第 一 种 方案 , 那么 结果 C; 发 生 的 概率 为 
pai 二 1,… ,n; 如 果 采 取 了 第 二 种 方案 , 那么 结果 Ci 发 生 的 概率 为 gi,i = 1,… ,n, 其 
中 ?pi = 二 9 = 1. 下 面 提供 一 种 选择 行动 方案 的 方法 . 一 开始 采取 以 下 方式 
给 各 个 结果 进行 赋值 : 首先 , 确定 最 坏 和 最 好 的 结果 , 分 别称 之 为 c 和 C, 并 给 最 坏 
结果 。 赋值 0, 给 最 好 结果 C 赋值 1. 现在 考虑 其 他 n -2 个 结果 , 不 妨 设 为 Ci. 为 
了 给 这 些 结果 赋值, 设想 你 有 以 下 两 种 选择 , 获得 Ci, 或 者 采取 一 随机 试验 , 使 得 你 
获得 结果 C 的 概率 为 u, 获得 结果 e 的 概率 为 1 -~ 很 显然 , 你 的 选择 依赖 于 v 的 
取 值 , 如 果 w= 1, 那么 试验 取得 确定 结果 C, 由 于 C 为 最 好 的 结果 , 你 肯定 认为 选择 
做 试验 优 于 选择 获得 C;, 另 一 方面 , 如 果 “ = 0, 那么 试验 结果 就 是 最 坏 的 结果 <, 因 
此 , 这 种 情形 下 , 很 明显 你 会 认为 选择 结果 C* 优 于 选择 做 随机 试验 . 现在 , 令 v 从 1 
减 小 到 0, 那么 会 很 合理 地 认为 存在 一 点 , 在 这 点 上 , 你 认为 选择 做 试验 和 选择 获得 
Ci 是 一 样 的 . 也 即 , 在 严格 的 这 点 上 , 这 两 个 选择 是 没 差别 的 . 那么 令 这 个 点 所 对 应 
的 概率 v 为 结果 Cs 的 值 . 换 句 话说 , 你 选择 Ci, 或 选择 做 试验 , 以 概率 w 获得 结果 
C, 以 概率 1 -“ 获得 结果 c, 使 得 这 两 者 没 差别 的 概率 值 就 是 0; 的 值 . 我 们 称 这 个 
概率 值 为 结果 Cs 的 效用 ( utility), 记 为 w(Ci). 

为 了 确定 哪个 行动 是 最 优 的 , 我 们 要 给 每 个 行动 估 值 . 考虑 第 一 个 行动 方案 , 其 
结果 C; 发 生 的 概率 为 pi,i = 1,2,… ,n, 我 们 可 以 认为 这 个 行动 方案 的 结果 由 一 个 
两 步 试验 决定 , 第 一 步 , 随机 选择 1,… ,n, 其 相应 概率 为 p;, 如 果 选 择 了 那么 获得 
结果 Ci, 然而 , 由 于 Ci 相当 于 以 概率 wC) 获得 结果 C, 以 概率 1 - wu(C;) 获得 结果 
c. 这 样 , 两 步 试验 的 结果 就 等 价 于 以 下 一 步 试 验 : 获得 结果 C 或 者 c, 其 中 获得 C 
的 概率 为 学, piu(Ci). 类 似 地 , 选择 第 二 个 行动 方案 的 结果 等 价 于 进行 试验 , 获得 
结果 C 或 者 c, 其 中 获得 C 的 概率 为 并” qiu(Ci). 既然 C 优 于 c, 这样 第 一 个 试验 
优 于 第 二 个 试验 , 如 果 ?piu(Ci) > 二 ”gu(Cy), 换 句 话说 , 行动 方案 可 以 通过 其 
结果 的 效用 的 期 望 值 进行 选择 . 使 得 期 望 效 用 取得 最 大 值 的 行动 方案 是 最 优 的 ，s 

命题 4.1 的 一 个 简单 推论 就 是 以 下 推论 4.1. 


| 沦 4.1 若 a 和 6。 是 常数 , 则 ElaX 二 9] = ag[X] +b. | 


证 明 : 
ElaX+0]= D(ar+b)p(z)=a zp(z)+b Dp(z) =aE[X] +b 
Z:D(Z)>0 Z:D(Z)>0 Zip(z)>0 
随机 变 基 X 的 期 望 E[X] 也 称 为 X 的 均值 或 者 一 阶 矩 . B[X"],n > 1 称 为 X 的 


n 阶 矩 . 由 命题 41 可 知 
BE[X"] = >》 z"p(z) 


Zr:p(z)>0 


4.5 方 差 
给 定 一 随机 变 基 X 及 其 分 布 函数 F, 我 们 希望 能 通过 定义 合适 的 度量 来 概括 开 


4.5 方 差 113 


的 本 质 属性 , 这 也 是 十 分 重要 和 有 意义 的 . 一 个 比较 好 的 度量 是 X 的 期 望 EB[X]. 
而 , 尽管 E[X] 可 以 得 到 和 取 各 个 可 能 值 的 加 权 平 均 ， 但 是 包养 没 和 竹 诉 我 们 任何 
关于 取 这 些 信 的 对 均 信 的 偏离 程度 或 者 说 散布 程度 等 信息 . 比如 说 , 尽管 W,Y, 2 
具有 分 布 列 如 下 : 
W =0 概率 为 1 
_ | -1 概率 为 2 。 ， _ | -100 概率 为 1/2 
+1 概率 为 1/2 +100 概率 为 1/2 


这 三 个 随机 变 基 具有 相同 的 期 望 值 0, 但 是 Y 的 取 值 散 布 程度 要 远 远大 于 Ww ( 取 值 
为 常数 ) 的 取 值 散布 程度 . 而 且 , 2 的 取 值 散布 程度 也 大 于 Y 的 取 值 散 布 程度 . 

由 于 我 们 认为 X 的 取 值 在 E[X] 附近 , 这 样 , 一 个 合理 的 度量 X 取 值 散布 程度 
的 方法 就 是 考察 X 的 取 值 与 BIX] 的 距离 . 一 个 可 能 方式 就 是 考虑 EIIX -ul], 其 中 
4= [XI]. 然而 , 在 数学 上 处 理 这 种 度量 是 不 方便 的 , 因此 , 更 容易 处 理 的 度量 通常 
考虑 X 与 其 均值 距离 的 差 的 平方 的 期 望 , 这 样 我 们 就 有 如 下 定义 . 


定义 : 设 X 的 期 望 为 y, 则 X 的 方差 记 为 Var(X), 定义 如 下 ， 
Var(X) = E[(X — /0)"] 


随机 变 基 X 的 方差 Var(z) 就 是 刻画 随机 变量 相对 于 期 望 值 的 散布 程度 的 一 个 很 好 
的 度 基 . 下 面 导出 Var(X) 的 另 一 公式 : 


Var 一 BIN = 内? 四 =》 (2 一 2Ur+j2)p(z) 
= ,rp(z) -2p rp(z) + pS plz) 


= EX"] -2 + = EX -yp 


也 即 


Var(X) = E[X”] ~ (E[X])? 


X 的 方差 等 于 X? 的 期 望 值 减 去 X 的 期 望 值 的 平方 ， 这 也 是 实践 中 最 方便 计算 
Var(X) 的 方法 . 

例 5a 撕 一 枚 均匀 山子, 记 X 表示 掷 出 的 点 数 , 计算 Var(X 

解 : 在 例 3a 中 已 经 得 到 E[X] = 7/2, 利用 命题 41, 得 


1 


ED = 1 x3+2x3+3 x +4 x 3 +5? x 3 +6 x 3= 1 x g1 


6 
因此 ， 
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对 于 任意 常数 a 和 6b, 下面 的 等 式 是 十 分 有 用 的 : 
Var(aX +b) = a2Var(X) 
为 了 证 明 上 式 , 令 yp = EIX], 注意 到 推论 4.1 的 结果 ElaX + 日 = ay+b, 因 此 有 
Var(aX +b) = El((aX +b—au— b= Ele:(X -AM =a2BI(X 1)] = a Var(X) 
注释 : 
(a) 在 力学 中 , 类 比 于 均值 是 质量 分 布 的 重心 , 方差 代表 了 惯性 矩 . 
(bj Var(X) 的 平方 根 称 为 X 的 标准 差 (Standard deviation), 记 为 SD(X), 也 即 


SD(X) = Vo 
离散 型 随机 变量 通常 根据 其 分 布 列 进行 分 类 , 下 面 的 几 节 将 要 介绍 几 种 常见 的 
类 型 . 


4.6 ” 伯 努 利 随机 变量 和 二 项 随机 变量 


考虑 一 个 试验 , 其 结果 分 为 两 类 , 或 者 成 功 , 或 者 失败 . 如 果 我 们 令 
_ J 1 当 试 验 结果 为 成 功 时 
0 当 试 验 结果 为 失败 时 
那么 X 的 分 布 列 如 下 : 
p(0)= P{X=0}=1-p 2p(l)= P{X=1}=p (6.1) 
其 中 m 0 < p < 1 就 是 每 次 试验 成 功 的 概率 . 
一 个 随机 变量 X 称 为 伯 努 利 随 机 变量 (起 源 于 瑞士 数学 家 詹 姆 士 . 伯 努 利 ), 如 
果 其 分 布 列 由 (6.1) 式 给 出 , 其 中 pe (0,1). 
现在 设 进行 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p, 失败 的 概率 为 1 -yp. 
若 以 X 表示 n 次 试验 中 成 功 的 次 数 , 那么 X 称 为 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 ( 
binomial). 因此 , 伯 努 利 随机 变量 也 称 为 参数 为 (1,p) 的 二 项 随机 变量 . 
参数 为 (n,p) 二 项 随机 变量 的 分 布 列 为 


p 的 = (pp 0 (6.2) 


(6.2) 式 的 成 立 原因 如 下 : 首先 注意 到 某 符 定 包 售 i 个 成 功 和 ni 个 失败 的 n 个 结 
果 的 序列 的 概率 为 pi(1 - p)” “(由 试验 的 独立 性 ). 又 由 于 ”个 结果 的 序列 里 , 包含 i 


个 成 功 和 ni 个 失败 的 序列 一 共有 (”) 个 , 举例 来 说 , 如 果 n = 41 = 2, 那么 包含 
两 次 成 功 两 次 失败 的 试验 结果 序列 一 共有 (2?) = 6 种 , 也 即 ，(ssffp)(sfs'f),(sjffs)， 


Gssfh(fsfs) 及 (ffss, 其 中 (ssf9) 表示 前 两 次 成 功 , 后 两 次 失败 . 既然 每 个 结果 序 
列 的 概率 均 为 px(1-p)”, 那么 在 4 次 独立 重复 试验 中 ,2 次 成 功 的 概率 为 (4)p?(1-p)*. 
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由 二 项 式 定理 知 
D000)= 5 (pap = p+" =1 
i=0 0 


例 6a 据 5 枚 均匀 的 硬币 , 假定 掷 各 枚 硬币 所 得 的 结果 是 相互 独立 的 , 求 掷 出 
的 5 枚 硬币 中 正面 朝 上 枚 数 的 分 布 列 . 

解 : 令 X 表示 掷 5 枚 硬币 正面 朝 上 (成 功 ) 的 硬币 枚 数 , 则 X 就 是 一 个 参数 为 
(n= 5,p=1/2) 的 二 项 随机 变量 , 因此 , 由 公式 (6.2), 可 得 : 


re 全 的 (页 mao 全 

04- mao 四 

re 二 的 -eco 的 的 -二 

例 6b 某 工厂 生产 螺钉 , 已 知 每 一 颗 螺 钉 为 残 次 品 的 概率 为 0.01, 并 且 各 螺钉 

是 否 残 次 品 是 相互 独立 的 . 工厂 以 10 颗 为 一 盒 出 售 螺钉 , 并 且 承 诺 每 盒 里 最 多 只 有 
一 个 残 次 品 , 否则 该 盒 作 退货 处 理 . 问 售 出 的 产品 中 退货 的 比例 . 


解 : 令 X 表示 一 盒 中 有 缺陷 的 螺钉 的 数量 , 那么 X 就 是 一 个 服从 二 项 分 布 的 
随机 变 基 , 参数 为 (10,0.01), 因此 , 任 一 箱 将 要 退回 的 概率 为 


1-P{X=0-PIX=I=1- (0) (0.01)°(0.99)'° 一 (7) (0.01)1(0.99)9 s 0.004 


因此 , 将 要 有 0.4% 的 盒子 被 退回 . 上 

例 6c 以 下 介绍 的 赌博 方法 称 为 “运气 轮 ”, 在 世界 各 地 的 狂欢 节 或 赌场 十 分 
流行 . 赌 徒 押 注 于 1 到 6 之 间 某 一 个 数 , 然后 庄家 掷 3 枚 般 子 , 如 果 赌 徒 押 的 数 出 现 
和 一 1 2,3 次 ,那么 他 将 赢得 ;单位 . 反之 , 如 果 赌 徒 押 的 数 没 出 现 , 他 将 损失 1 单位 . 
问 这 个 赌博 对 赌 徒 是 否 公 平 ? (实际 上 , 这 个 赌博 经 常 是 转 一 个 轮子 , 当 轮子 停 下 来 
时 , 指针 会 指向 某 结 果 , 其 结果 会 显示 1 到 6 之 间 的 三 个 数字 , 但 是 从 数学 上 来 说 
这 两 者 是 等 价 的 .) 

解 : 我 们 假设 侦 子 都 是 均匀 的 , 而 且 掷 出 的 点 数 相互 独立 , 那么 赌 徒 押 的 数 出 现 
的 次 数 就 是 一 个 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (3, 1/6), 因此 , 令 X 表示 赌 徒 赢得 的 数目 ， 
我 们 有 


re 二 全 -里 wo 的 的 的 -器 
Oe 
为 了 计算 这 赌博 方式 对 赌 徒 是 否 公平 , 我 们 先 计算 B[X], 利用 以 上 概率 可 以 得 到 


一 125 十 75 十 30 二 3 一 17 
EI[X|]= 一 一 一 
A 216 216 


因此 , 如 果 长 期 赌 下 去 , 每 216 局 , 财 徒 将 要 输 掉 17 个 单位 . a 
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接 下 来 的 例子 我 们 考虑 由 孟 德 尔 (G. Mendel, 1822 一 1884) 发 展 的 遗传 理论 的 最 
简单 的 一 种 形式 . 
例 6d 考虑 人 类 的 某 一 特别 属性 (比如 眼睛 的 颜色 , 或 是 否 左 撤 子 等 ) 是 由 他 的 
一 对 基因 决定 的 , 以 d 表示 显 性 基因 , 而 r 表示 隐 性 基因 , 则 有 dd 基因 的 是 纯 显 性 
的 , 有 的 是 纯 隐 性 的 , 而 有 dr 的 就 是 混合 性 . 纯 显 性 的 和 混合 性 都 显露 出 显 性 基 
因 决 定 的 特征 . 孩子 从 其 父母 身上 各 遗传 得 到 1 个 基因 , 如 果 一 对 混合 型 父母 总 共 
有 4 个 孩子 , 问 其 中 3 个 孩子 具有 显 性 基因 所 决定 的 特征 的 概率 有 多 大 ? 
解 : 我 们 假定 每 个 孩子 独立 地 从 他 的 父母 方 各 遗传 得 到 1 个 基因 , 因此 , 当 父母 
均 为 混合 型 时 , 孩子 具有 基因 dd,rr,dr 的 概率 分 别 是 1/4, 1/4, 1/2. 而 具有 基因 dd,dr 
的 孩子 具有 显 性 基因 所 决定 的 特征 , 因此 , 孩子 具有 显 性 基因 所 决定 的 特征 的 概率 
为 3/4, 这 样 , 他 们 的 4 个 孩子 中 , 具有 显 性 特征 的 孩子 数 的 分 布 是 二 项 分 布 , 参数 为 
n 二 4p=3/4. 那么 所 求 概率 为 : 
(3)(4) (人 = 太 " 
例 6e 某 陪审 团 的 审判 由 12 名 陪审 员 参 加 . 为 宣判 被 告 有 罪 , 必须 其 中 至 少 有 
8 名 陪审 员 投 票 认为 他 有 罪 . 假设 陪审 员 的 判断 是 相互 独立 的 , 旦 每 位 陪审 员 作出 
正确 判断 的 概率 为 9. 问 这 个 陪审 团 作出 正确 判决 的 概率 有 多 大 ? 
解 : 上 述 问 题 是 无 法 解 的 , 因为 还 缺少 足够 的 信息 . 例如 , 车 被 告 是 无 罪 的 , 则 陪 
审 团 作 出 正确 判决 的 概率 为 
》、 (ea 加 gb)12- 


而 堵 被 告 有 罪 , 正确 判决 的 概率 为 
人 (ed 加 0)12- 


因此 , 如 果 已 知 被 告 的 确 有 罪 的 概率 为 a, 那么 以 他 是 不 是 有 罪 为 条 件 , 我 们 得 到 陪 
审 团 作出 正确 判决 的 概率 为 
ay (ed -9)2 一 二 (1 ay、 (ed 一 0)2- 加 

例 6f 一 个 通讯 系统 由 个 元 件 组 成 , 各 个 元 件 是 否 工作 正常 是 相互 独立 的 , 并 
且 各 个 元 件 正 常 工作 的 概率 均 为 p. 若 在 系统 中 , 至 少 有 一 半 的 元 件 工作 正常 , 那么 
整个 系统 就 有 效 . 

(a) p 取 何 值 时 , 5 个 元 件 的 系统 比 3 个 元 件 的 系统 更 有 可 能 有 效 ? 

(b) 一 般 来 说 , 什么 时 候 2k+1 个 元 件 的 系统 比 2k -1 个 元 件 的 系统 更 有 效 ? 

解 : (a) 正常 工作 的 元 件数 是 一 个 服从 参数 为 (n,p) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , 那 
么 5 个 元 件 的 系统 有 效 的 概率 为 


(3)Pd 一 p)? 十 (gm —p)+p’ 
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而 三 个 元 件 的 系统 有 效 的 概率 为 
(zjz2ll —p)+p’ 


因此 , 以 下 条 件 成 立时 , 5 个 元 件 的 系统 比 3 个 元 件 的 系统 更 有 效 : 
10p°(1 —p)? + 5ps(1—p)+p > 3p (1 —p)+ps 
化 简 为 3(p 一 1)?(2p -1)>0, 即 p> 1/2. 154 
(b) 一 般 来 说 , 当 ( 且 仅 当 ) p > 1/2 时 , 2k 十 1 个 元 件 的 系统 比 2k -1 个 元 件 的 系 
统 有 效 . 为 了 证 明 这 点 , 考虑 2k + 1 元件 的 系统 , 令 X 表示 “前 2k 一 1 个 元 件 中 工作 
正常 的 元 件 的 数目 ”, 那么 
Pr+1( 系 统 有 效 ) = P{X >k+1} + P{X =k}(1~ (1—p)?)+P{X =k-1}p? 
上 式 之 所 以 成 立 是 基于 种 件 “2k + 1 元件 的 系统 有 效 ” 可 以 写成 下 列 三 个 互 不 相 容 
的 事件 的 并 ， 
(i Xk+1; 
(ii X = 上 大 而 且 剩 下 的 2 个 元 件 中 至 少 有 1 个 工作 正常 ; 
(ii) 和 = 大 一 工 而 且 剩 下 的 2 个 元 件 都 工作 正常 . 
由 于 


可 得 


Pk-1( 工作 有 效 ) = P{X> k}= P{X =k}+P{X>k+1} 


Pr+1( 工作 有 效 ) 一 Pr-1( 工作 有 效 ) 
=P{X=k-1}p— (1—p)P{X = Ek} 


(i te p)*p? ~ (1 (全 pl1 国 p)*-! 
= Pa-p*p-(1-D] 因为 (1) = (中 一 


>0%p>1/2 鲁 


4.6.1 二 项 随机 变量 的 性 质 
现在 我 们 来 考察 参数 为 (n,7) 的 二 项 随机 变量 的 性 质 , 先 来 计算 其 期 望 和 方差. 


BIX*] = > (7)p'(1 —p)" = > (pp 
利用 恒等式 i(”) = n( "一 ), 可 以 得 到 155 


i~1 
BX"]=np Di (pp)"™ 
| 
= G+D TT Pp" Sj-i-l 
JI=0 


= npEl(Y + 1)*-1] 
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其 中 ,了 是 一 个 参数 为 -1p) 的 二 项 随机 变量 . 在 上 面 的 公式 中 , 令 &= 1 就 可 以 
得 到 E[X] = np, 也 即 , 如 果 试 验 每 次 成 功 的 概率 为 p , 那么 ”次 独立 重复 试验 的 成 
功 总 次 数 的 期 望 值 等 于 mp. 在 前 面 的 公式 中 令 k = 2, 再 利用 上 面 得 到 的 关于 二 项 
随机 变量 的 期 望 公式 , 可 得 ELX3 = npE[Y + 了 = np[(n -~-Dpz+a, 因为 已 XI = np, 所 
以 可 得 


Var(X) = E[X°] ~ (E[X])” =npl(n — Dp+1]— (np)? = np(l —p) 
总 结 以 上 论述 , 可 得 如 下 结论 : 
如 果 X 是 一 个 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 那么 


E[X]=np Var(X)= np(l— 2p) 


接 下 来 的 命题 表明 , 二 项 分 布 的 分 布 列 一 开始 是 递增 , 后 来 逐渐 递减 . 


命题 6.1 如 果 X 是 一 个 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 其 中 0<p<1. 那 
么 当 从 0 到 n 时 , P{X = 上} 一 开始 单调 递增 , 然后 一 直 单 调 递 减 , 它 在 
& = [(n 十 1)p] 时 取 最 大 值 (记号 [X] 表示 小 于 等 于 XX 的 最 大 的 整数 ). 


证 明 : 为 证 明 这 命题 , 我 们 考虑 P{X =/P{X =k 一 1), 对 于 给 定 的 大 值 , 判定 
以 下 比值 与 1 的 大 小 关系 . 


nl! nn 
P{X=Rk} mk? ~?) " _ (nk+1)p 
P{X =k— 1} nl Ek(1—p) 


[TCE VLAN i 


因此 , P{X = kj > P{X =k 一 1} 当 生 仅 当 (n 一 上 十 1)p > k(1 --p), 或 者 , 等 价 于 
k < (n 十 1)p. 这 样 , 命题 得 到 了 证 明 . 四 

图 4.5 为 参数 为 (10, 1/2) 的 二 项 随机 变量 的 概率 分 布 图 . 

例 6g 在 美国 总 统 选 举 中 , 若 候选 人 在 一 个 州 里 获得 了 多 数 的 选票, 那么 该 候 
选 人 就 赢得 了 分 配给 该 州 的 全 部 选举 团 票 . 选举 团 票数 正比 于 该 州 的 人 口 数 . 设 该 
州 的 人 口 数 为 mw 选举 团 票数 约 为 nc( 实 际 上 , 这 个 数 约 为 nc+2, 该 州 的 每 一 个 众 议 
员 有 一 张 选票 , 众 议 员 人 数 正比 于 该 州 的 人 口 数 . 而 该 州 的 参议 员 也 有 一 张 选 票 , 而 
一 个 州 的 参议 员 只 有 2 名 ). 现在 我 们 要 计算 一 个 选民 的 平均 权力 . 所 谓 平均 权力 是 
与 你 的 一 票 起 的 关键 作用 有 关 的 量 . 例如 , 在 某 次 会 议 上 , 你 有 决定 权 , 你 的 权力 就 
大 . 那么 , 在 选举 中 , 你 的 权力 体现 在 哪里 ? 设想 这 一 州 一 共有 n= 2k+1 人 (n 为 偶 
数 时 , 情况 是 类 似 的 ), 候选 人 共 2 人 , 除 你 之 外 其 余 的 2# 人 对 这 两 个 候选 人 的 态度 
一 样 , 即 选票 中 有 个 人 支持 候选 人 甲 , 另外 个 人 支持 乙 . 在 这 种 情况 下 , 你 的 一 
票 是 关键 的 . 若 你 支持 甲 , 甲 得 胜 , 支持 乙 , 乙 得 胜 . 现在 , 我 们 假定 州 里 的 24 个 人 的 
选择 是 相互 独立 的 , 并 且 每 个 选民 选择 甲 或 乙 的 概率 都 是 1/2， 这 个 时 候 一 个 选民 
的 选票 起 关键 作用 的 概率 为 : 
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1024 Xp (h) 


PR 法 起 兰 作 用 ) = (夫人 (和 

现在 我 们 利用 斯 特 林 公式 ， 
kl Rg k*+1/2e—* /on 
此 处 , ok ~ bk 表示 当天 -oo 时 ax/bs 一 1 这 样 我 们 得 到 
、 (2 有 )2k+1/2e-2kV3 a 

P{ 公 民 的 选票 起 关键 作用 } ~ rc- 一 -大 
当 你 的 选票 起 关键 作用 时 , 你 将 影响 到 nc 张 选举 团 票 , 这 样 , 在 一 个 人 口 为 n 的 放 
里 的 选民 , 平均 起 来 影响 到 多 少 张 选举 团 票 呢 ? 我 们 用 平均 权力 这 个 指标 

平均 权力 = we: P{ 你 的 一 票 是 关键 的 } + 0. P{ 你 的 一 票 不 起 关键 作用 } 


人 Vnn/2 2 i 
这 样 看 来 , 你 的 平均 权力 与 州 的 人 口 数 的 平方 根 成 正比 , 在 大 州 中 一 票 的 平均 权力 
比 小 州 中 的 一 票 的 平均 权力 大 . 四 


4.6.2 “计算 二 项 分 布 函数 
设 XX 是 一 个 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 计算 分 布 函数 
PX&H= (em 0 i 
的 方法 是 利用 在 证 明 命 题 6.1 得 到 的 如 下 P{X=k+1} 和 P{X =k} 之 间 的 关系 : 


一 大 
PIX=Rt eT (6.3) 


例 6h 令 X 为 一 参数 为 n= 6,p=0.4 的 二 项 随机 变量 . 从 P{X = 0} = 0.65 = 
0.0467 开始 , 利用 弟 推 公式 (6.3) 可 得 


159 
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P{X = 0} = 0.6° ~ 0.0467 P{X =1}= 3 x TP{X = 0} ~ 0.1866 
P{X =2} = : x 23P{X =1} sx03110 P{X=3}= ; x SP{X = 2} ~ 0.2765 
P{X =4} = ; x 了 P{X =3}~0.1382 P{X=5}= 3 x sP{X = 4} ~ 0.0369 
P{X = 6} = x 5P{X = 中 ~ 0.0041 加 


很 早 就 有 人 写 了 一 个 利用 递 推 公式 (6.3) 计算 二 项 随机 变量 的 分 布 函数 的 程序 . 
为 了 计算 P{X < 匡 必须 先 计 算 P{X = 0}', 然后 再 利用 递 推 公式 计算 P{X = 1} 和 
P{X = 2}, 等 等 . 这 样 的 程序 可 在 网 站 上 找到 .运行 它 时 , 直接 输入 二 项 分 布 的 参数 m 
和 了 以 及 一 个 值 i, 程序 就 会 计算 出 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 小 于 或 等 于 i 的 概率 . 

历史 注 记 

瑞士 数学 家 雅克 ' 伯 努 利 (Jacques Bernoulli 1654~1705) 首次 研究 独立 重复 试验 
(每 次 成 功率 为 p). 在 他 去 世 后 的 第 8 年 (1713 年 ), 他 侄子 尼克 拉 斯 出 版 了 伯 努 利 的 
著作 《推测 术 》. 在 书 中 , 伯 努 利 指出 了 如 果 这 样 的 试验 次 数 足够 大 , 那么 成 功 次 数 
所 占 的 比例 以 概率 1 接近 p . 

雅克 伯 努 利 是 这 个 最 著名 的 数学 家 庭 的 第 一 代 . 在 后 来 的 三 代 里 , 一 共有 8 
到 12 个 伯 努 利 , 在 概率 论 、 统 计 学 和 数学 上 作出 了 杰出 的 基础 性 贡献 . 知道 其 具体 
数目 比较 困难 , 一 方面 是 有 好 几 人 的 名 字 相 同 (比如 , 雅克 的 兄弟 让 有 两 个 儿子 分 别 
叫 雅 克 和 让 ), 另 一 方面 是 有 几 个 伯 努 利 在 不 同 的 地 方 有 不 同 的 名 字 . 比如 , 我 们 刚 
说 的 雅克 (有 时 也 写成 Jaques) 有 时 叫 雅 可 布 (也 写成 Jacob) 或 詹 姆 士 - 伯 努 利 . 但 
不 管 如 何 , 他 们 的 成 果 和 影响 都 是 非凡 的 . 正如 Bachs 之 于 音乐 , 伯 努 利家 族 在 数学 
界 是 非常 有 名 的 家 族 ! 

例 6i 设 X 是 一 个 服从 参数 为 n= 100,p = 0.75 的 二 项 随机 变量 , 求 P{X = 70} 
和 P{X < 70}. 

解 : 如 图 4.6 所 示 , 答案 可 在 网 站 上 找到 . 


Enter Value For p 


Enter Value For n|100 


Enter Value For i|70 


Probability (Number of Successes = i) = .04575381 


Probability (Number of Successes < = i) = .14954105 


图 4.6 统计 软件 计算 概率 


1。 原 书 之 义 是 先 计算 P{X = 计 ， 再 计算 P{X = i 一 1} 等 , 实际 应 先 计算 P{X = 0}, 再 计算 
P{X = 1} 等 .一 译 者 注 
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4.7 ” 泊 松 随机 变量 


一 个 取 值 为 0,1,2… 之 一 的 随机 变量 称 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 随机 变量 (Poi 
sson), 如 果 对 某 一 入 >0, 有 


pz 四 = PIX = 叶 =e i=0,1,2,... (7.1) 
公式 (7.1) 定义 了 一 个 分 布 列 , 因为 
D0 = DD 入 =e *e*=1 


泊 松 分 布 是 S.D. 泊 松 在 他 所 著 的 关于 概率 论 在 诉讼 、 刑 事 审讯 等 方面 应 用 的 书 中 
提出 的 , 这 本 书 于 1837 年 出 版 ， 法 文书 名 叫 《Recherches sur la probabilité des jugements 
en matiere criminelle et en matiere civile》. 

泊 松 分 布 在 各 种 各 样 的 领域 中 有 着 非常 广泛 的 应 用 , 这 是 由 于 当 n 足够 大 , p 充 
分 小 , 而 使 得 np 保持 适当 的 大 小 时 , 以 (n,p) 为 参数 的 二 项 随机 变量 可 近似 看 作 泊 
松 分 布 . 为 证 明 这 点 , 设 X 是 一 个 服从 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 并 且 记 和 = np， 
这 样 


. ! i ns nl! Ai 和 AN 
PK- = mr (a) (1-2) 
_ n(n ~ 1).. -一 1 十 1) 入 (1E 一 A/m)” 
ni 了 (1 — AA/n): 


由 于 对 充分 大 的 n 和 适当 的 X 有 
人 -2 ~ nD (nitl) Q-2) ~1 


n’ 


因此 , 有 
P{X=i}~e 人 
也 就 是 说 , 独立 重复 进行 ” 次 试验 , 每 次 成 功率 为 p, 当 ”充分 大 , 而 p 足够 小 ， 
使 得 np 保持 适当 的 话 , 那么 成 功 的 次 数 近 似 服 从 参数 为 和 = np 的 泊 松 分 布 , 这 个 和 
值 (以 后 将 要 证 明 这 就 是 成 功 次 数 的 期 望 值 ) 通常 凭 经 验 确定 . 
以 下 例子 中 的 随机 变 基 通常 都 服从 泊 松 分 布 (也 即 满足 公式 (7.D); 
. 一 本 书 里 一 页 或 若干 页 中 的 印刷 错误 ; 
. 某 地 区 居民 活 到 100 岁 的 人 数 ; 
.一 天 中 拨 错 电话 号 码 的 总 数 ; 
.一 家 便利 店 里 每 天 卖 出 狗 粮 饼干 的 盒 数 ; 
. 某 一 天 进入 某 邮局 的 顾客 数 ; 
一 年 中 联邦 司法 系统 中 空缺 位 置 数 ; 
. 某 放 射 性 材料 在 一 定时 期 内 放射 出 来 的 -粒子 数 . 


pS 
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还 有 其 他 大 量 的 随机 变量 , 都 因为 相同 的 原因 近似 服从 泊 松 分 布 , 也 即 , 因为 泊 
松 分 布 与 二 项 分 布 很 近似 . 例如 , 我 们 认为 某 一 页 上 任 一 字母 出 现 印刷 错误 的 概率 
2 是 一 个 很 小 的 数 , 因此 , 这 一 页 上 总 的 印刷 错误 近似 服从 参数 为 和 = np 的 泊 松 分 
布 , 其 中 是 该 页 上 的 字母 数 . 类 似 地 , 我 们 还 认为 某 个 地 区 某 人 能 活 到 100 岁 的 概率 
很 小 ; 同样 , 进入 某 家 商店 的 顾客 购买 一 袋 狗 粮 的 概率 也 可 以 认为 是 很 小 的 数 , 等 等 . 

例 7a 假设 本 书 的 某 一 页 上 的 印刷 错误 数 服从 参数 为 1/2 的 泊 松 分 布 , 计算 该 
页 上 至 少 有 一 处 错误 的 概率 . 

解 : 令 XX 表示 该 页 上 的 错误 数 , 我 们 有 

P{X>1}=1— P{X=0}=1~-e ?0.393 a 


例 7b 假设 某 台 机 器 生产 出 来 的 零件 为 残 次 品 的 概率 为 0.1, 计算 有 10 个 这 样 
的 零件 的 样本 中 至 多 有 一 个 残 次 品 的 概率 有 多 大 ? 
解 ， 所 求 概率 为 (¥) x 0.10 x 0.910 十 ( 了) x 0.1 x 0.99 = 0.7361, 而 利用 泊 松 分 


布 近似 可 得 该 概率 值 为 e-1+e-! s 0.7358. 四 
例 7c 考虑 这 样 一 个 试验 : 记录 1 克 放 射 性 物质 在 1 秒 内 放出 的 -粒子 数 . 如 
果 从 过 去 的 经 验 得 知 , 这 个 数目 的 平均 值 为 3.2, 问 放 出 的 -粒子 数 不 超过 2 的 概 
率 的 较 好 的 近似 值 是 多 少 ? 
解 : 设想 这 1 克 放 射 性 物质 由 个 原子 组 成 ( ”相当 大 ), 每 个 原子 在 所 考虑 的 
1 秒 内 赔 变 并 放出 一 个 a- 粒 子 的 概率 为 3.2/n, 于 是 我 们 可 看 到 , 放射 出 的 a- 粒 子 
数 近似 服从 参数 为 = 3.2 的 泊 松 分 布 . 因此 , 所 求 的 概率 为 


P{X < 2} =e 32 十 3.2e-32 十 5 e 32 ~ 0.3799 加 


在 计算 参数 为 的 泊 松 随机 变量 的 期 望 和 方差 之 前 , 回顾 它 近似 于 参数 为 n 和 
2( 其 中 m 很 大 , p 很 小 , 和 = np) 的 二 项 随机 变量 , 而 这 个 二 项 随机 变量 的 期 望 值 为 
np 二 入 方差 为 np(1 一 p) = A(1 一 p) 心 和 (因为 p 很 小 ). 这 样 ,看 起 来 好 像 泊 松 随机 变 
基 的 期 望 和 方差 都 等 于 其 参数 A. 下 面 我 们 来 证 明 这 一 点 . 


ie 一 Ai Ce- NAT1 A 
E[X] = > = TN > 全 令 j=i-1 
i=1 j=07 


co .2 -Ai ce .Ai-l co ，， 一 A\7 
2 te A ie “A (j++ le Xi A 
EL = >》， 可 = M2 Ti -2 令 j=;i-1 
i=0 i=1 = : 
o0 一 入 oo 和 7 
je NX eA 
= + | 
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其 中 , 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 第 一 项 就 是 参数 为 》 i 而 第 
二 项 就 是 该 随机 变量 取 各 个 值 的 概率 之 和 . 因此 , 由 于 我 们 已 经 得 到 E[X] = 入 , 可 得 
Var(X) = BEIX -(E[X]) = 入 也 即 


| 泊 松 随机 变 基 的 期 举 和 方差 都 等 了 其 2 数 ” | [ 吗 


我 们 指出 了 参数 为 np 的 泊 松 分 布 是 对 次 独立 重复 试验 (每 次 成 功 的 概率 为 p) 
中 成 功 次 数 的 较 好 的 近似 , 其 中 给 定 条 件 很 大 而 p 很 小 . 事实 上 , 在 试验 并 不 独立 ， 
但 是 弱 相 依 条 件 下 仍 是 比较 好 的 近似 . 例如 , 匹配 问题 (第 2 章 例 5m), 其 中 个 人 
随机 地 从 他 们 的 帽子 中 取 一 项 帽子 , 考虑 恰好 拿 着 自己 的 帽子 的 人 数 . 可 认为 这 mn 
个 选择 就 是 ”次 试验 , 其 中 第 i 次 成 功 就 是 第 i 个 人 拿 到 了 自己 的 帽子 ,i = 1 ,n 
定义 事件 Ei,i = 1,… ,n 如 下 : 

Bi = {第 i 次 试验 成 功 } 

很 容易 看 出 P{B;} = 1/n, 且 P{Bi|Bj} = 1/(n 一 1),7 关 5 那么 很 合理 地 认为 成 功 的 次 
数 近似 服从 参数 为 n x In = 1 的 泊 松 分 布 , 事实 上 , 这 一 点 已 经 在 第 2 章 例 sm 得 
到 了 证 明 . 

现在 给 出 第 二 种 关于 试验 为 弱 相 依 情形 下 泊 松 近似 的 阐述 , 考虑 第 2 章 例 5i. 在 
该 例 中 , 假设 有 n 个 人 , 每 个 人 在 一 年 365 天 内 任 一 天 过 生日 的 概率 都 相同 , 现在 的 
问题 是 计算 ”个 人 生日 各 不 相同 的 概率 . 我 们 曾 用 组 合 学 知识 计算 了 该 概率 , 并 计 
算出 当 ”= 23 时 该 概率 小 于 1/2. 

我 们 可 以 利用 泊 松 近似 来 给 出 上 述 概率 的 近似 值 ， 设想 我 们 进行 一 系列 试验 ， 
对 于 不 同 的 i 和 7( 两 个 人 ), 称 试验 27 为 成 功 , 如 果 : 和; 生日 相同 . 如 果 我 们 令 
Bs 表示 事件 “试验 ?7 成 功 ”, 那么 这 (2) 个 事件 BT < i < j < n 并 不 独立 ( 见 


仑 习题 21), 但 其 相依 性 却 很 弱 0 对 于 不 同 的 i,j,%k,1, Bij 与 Eki 是 相互 独 
立 维 见 理论 习题 21). 由 于 P(Ei;) = 1/365, 因此 , 假设 成 功 次 数 近似 服从 参数 为 


(3)/365 = n(n -1)/730 的 泊 松 分 是 人 合理 因此 
P{ 没 有 2 个 人 生日 相同 } = P{0 个 成 功 } ~ exp {一 3 一 一》 164 
现在 计算 该 概率 小 于 1/2 的 ”的 值 , 注意 到 


3 


等 价 于 ， 
“(I }>? 
两 边 取 对 数 , 可 得 n(n - D) > 7301In2 ~ 505.997. 这 样 , 可 以 得 到 解 : n = 23. 这 与 例 第 
2 章 例 5 的 结论 是 一 致 的 . 
现在 考虑 我 们 想 要 得 到 没有 3 个 人 同一 天 生日 的 概率 , 这 时 用 组 合 学 知识 去 解 
决 就 变 得 相当 困难 了 , 但 仍 可 以 用 简单 的 方法 得 到 一 个 较 好 的 近似 . 首先 , 设想 我 们 
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对 (中 个 jh1<i<j<k<n 做 一 次 试验 ,试验 称 为 成 功 的 ,如果 7 这 3 人生 
日 相同 . 如 上 所 述 , 我 们 知道 成 功 数 近 似 为 泊 松 随机 变量 , 参数 为 


1 no—1)(n— 2) 


(3)P{5jk 这 3 人 生日 相同 } = ()( 霹 ) = 6 x 3652 


因此 ， 1 2 
P{ 没 有 3 人 生日 相同 } ~ exp {= 中 下 一} 


该 概率 值 小 于 1/2, 车 nn 满足 n(n 一)(n 一 2) > 799 350In2 有 ~ 554 067.1, 等 价 于 n> 84， 
因此 , 当 人 数 超过 84 时 , 至 少 有 3 人 生日 相同 的 概率 超过 1/2. 

因此 要 使 事件 发 生 的 数量 近似 服从 泊 松 分 布 , 并 没有 必要 要 求 各 个 事件 发 生 的 
概率 相同 , 只 要 这 些 概率 都 较 小 即 可 . 下 面 就 是 泊 松 范例 . 

泊 松 范例 考虑 n 个 事件 , 每 个 事件 发 生 的 概率 为 pi, i = 1,.… ,n， 如 果 所 有 
pi 都 很 小 , 且 试 验 或 者 独立 , 或 者 至 多 弱 相依 , 那么 事件 发 生 次 数 近似 服从 参数 为 
zpi 的 泊 松 分 布 . 

接 下 的 例子 不 但 应 用 了 泊 松 范例 , 而 且 阑 述 了 前 面 介绍 的 一 系列 技巧 . 

例 7d( 最 大 游程 的 长 度 ) 抛掷 硬币 ”次 , 假定 各 次 抛掷 是 相互 独立 的 , 每 次 抛掷 
正面 朝 上 的 概率 为 p. 出 现 连 续 上 次 正面 朝 上 的 概率 有 多 大 ? 

解 : 首先 应 用 泊 松 范例 逼近 这 个 概率 . 对 于 i= 1,… ,n 一 k+1, 令 fH; 表示 “第 
i 十 1,… ,i 十 k 一 1 次 抛 指 硬 币 均 为 正面 朝 上 ”. 此 时 , 连续 次 正面 朝 上 的 概率 就 
是 至 少 有 一 个 Hi 发 生 的 概率 . 由 于 fH 是 “第 ii+1,… ,i+k--1 次 抛 毛 硬 币 均 为 
正面 朝 上 ”, P(H;) =p*. 当 p* 很 小 时 , fi; 发 生 的 次 数 应 该 近似 具有 泊 松 分 布 . 但 是 ， 
这 是 不 对 的 , 因为 尽管 各 事件 H; 发 生 的 概率 很 小 , 而 某 些 事件 之 间 的 依赖 性 很 大 ， 
影响 了 泊 松 逼近 的 精度 . 在 第 1,… ,并 次 抛掷 硬币 的 结果 都 是 正面 朝 上 的 条 件 下 , 第 
2,… ,十 1 次 抛 搓 硬 币 的 结果 都 是 正面 朝 上 的 概率 等 于 第 上 +1 次 抛掷 的 结果 为 正 
面 朝 上 的 概率 . 即 P(H2|Hi1) = p, 这 个 概率 比 P(H2) 大 得 多 . 

为 了 应 用 泊 松 台 近 , 对 于 i=1,… ,nh, 令 B 为 “第 ii+1,… , 计 有 -1 次 抛掷 的 
结果 都 是 正面 朝 上 , 而 第 ;+ 次 抛掷 为 反面 朝 上 ”. 而 Espti 为 “第 mn 一 十 1 mn 
次 抛掷 都 是 正面 朝 上 ”, 这 样 我 们 得 到 

P(Ei)=p*(1-p) ign—k 
P(En_k+1) = p* 


这 样 , 当 p* 很 小 时 , P(E;) 都 是 小 概率 事件 , 对 于 E; 和 ;, 当 它们 所 涉及 的 试验 
没有 相 重 的 时 候 , P(EBi|E;) = P(E), 如 他 们 涉及 的 试验 有 相 重 部 分 , P(Ei|E;) = 0. 在 
这 两 种 情形 下 , 条 件 概 率 都 可 以 为 是 无 条 件 的 . 令 N 表示 E: 发 生 的 次 数 , N 的 分 布 
应 该 近似 为 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 

n—k+l1 


EIN]= 9, P(Ei)=(n—hk)p"(1—p)+p* 


i=1 
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不 存在 上 次 连续 正面 朝 上 的 充 要 条 件 为 N = 0. 因此 
P{ 不 存在 k 次 连续 的 正面 朝 上 } = P{N = 0} ~ exp{ 一 (n 一 hp"(1 一 p) -2p*} 
现在 令 六 为 “n 次 试验 中 连续 出 现 正 面 的 最 大 次 数 ”, 亦 即 L, 为 n 次 试验 中 的 出 
现 正面 的 最 大 游程 的 长 度 . 易 知 Zn。 < 的 充 要 条 件 是 试验 序列 中 没有 上 次 连续 正 
面 朝 上 的 一 段 . 因此 , 利用 上 式 
P{Ln <k} ~ exp{—(n — kp*(1— p)— p"} 
现在 假定 硬币 是 均匀 的 , 即 p = 1/2, 此 时 上 式 变 成 
P{Ln < k} ~ exp {| ~ exp {- 5 ) 
上 面 最 后 的 近似 式 利用 了 exp{(k 一 2)/2*+!} 心 1 或 (8 一 2)/2*t1 oz0. 今 j= Inzn, 并 
假定 ; 为 整数 , 令 =;+i, 有 


n _ nn _ 1 
2#+L1 DIDitl iti 


显然 ， 
P{Ln <j+i} exp{—(1/2)'+!} 
由 此 可 知 
P{Ln =j+} = P{Ln <j+i+1}— P{Ln < 了 + 计 
~ exp{ 一 (1/2) 一 exp{ 一 (1/2) 人 

例如 ， 

P{Ln < 了 一 3} se 和 0.0183 P{Ln =j—-3}2e 2 -es0.1170 

P{Ln = 了 -外 se 一 e72?A 0.2325 P{Ln=j—1}%e ?el 02387 

P{Ln, =j} Ne .el/2 0.1723 P{Ln =j+1} Se /se 14 0.1037 


P{Ln=j+2} Ne te /sy0.0569 P{Ln =j+3} Ne /20-1 v0.0298 
P{Ln >j+4} 1 e132 ~ 0.0308 


由 上 式 看 出 , 不 管 n 有 多 大 , n 次 试验 的 最 大 的 正面 朝 上 的 游程 的 长 度 在 n(n) -3 
和 lIn2(n) +1 之 间 的 概率 大 约 为 0.86. 
现在 我 们 要 导出 在 ”次 抛掷 硬币 试验 中 , 连续 次 出 现 正面 的 概率 (每 次 抛掷 
硬币 正面 朝 上 的 概率 为 p). 利用 记号 六 及 Ei, 我 们 有 
nn 一 kk 十 


Ps > 内 = P{ 在 次 试验 中 出 现 连续 个 正面 向 上 } = P( 加) 


2s=1 


利用 事件 和 的 概率 的 容 斥 恒等式 ， 
nk 二 1 n—kl1 
P(U FE) = DD SY PE. BE) 
i=1 r=1 i <ir 


令 5 表示 与 事件 E 相关 联 的 试验 号 的 集合 . 例如 ， 51 = {1,… ,十 1}， 现 在 考 
虑 巨 ,… ,En_% 中 > 个 事件 的 交 的 概率 (把 事件 E_n+1 排除 在 考虑 之 列 ), 即 考虑 


166 


167 


126 第 4 章 随机 变量 


P(Ei, 0 Eir )il < 区 和 区 一 天 十 1, 若 Si1,: ,Dir 中 任何 两 个 集合 有 相交 的 情况 ， 
P(Ei,… Bi,) = 0. 如 果 两 两 不 相交 , 则 E;,,… , Ei, 是 相互 独立 的 , 这 样 
0 车 5;,,… ,5i,. 中 有 两 个 相交 的 情况 
p"*(1 一 D) 若 5i， 9 ,Si, 互 不 相交 
现在 我 们 要 确定 <… < i <n 一 k++1 中 使 得 5;,,… ,5i, 互 不 相交 的 组 数 . 首先 
注意 到 , 对 于 每 个 集合 5;,, 7 = 1,… ,7, 对 应 了 &+1 次 抛掷 硬币 . 而 这 些 集合 又 不 相 
交 , 一 共 对 应 于 r(&+1l) 次 抛掷 硬币 . 现在 考虑 7 个 相同 的 字母 a 和 nn 一 r(k+1) 个 相 
同 的 字母 5b 的 排列 , 其 中 每 个 a 对 应 于 一 个 集合 5,,, 每 个 5 对 应 于 S57,,j = 1,… ,7 
以 外 的 一 个 指标 . 现在 假定 这 些 c 和 已 经 排 好 一 顺序 . 每 一 个 排列 对 应 于 不 相交 
的 指标 集 5i,，,… , 5;, 的 一 种 选择 . 排列 的 第 一 个 a 前 面 的 5 的 个 数 代表 5;, 之 前 的 
试验 的 次 数 . 若 第 一 个 前 面 有 一 1 个 5b, 那么 5;, 刚好 由 fi 和 二 1 十 夺 组 
成 , 而 排 在 第 一 个 a 与 第 二 个 a 之 间 的 b 的 个 数 ,刚好 对 应 于 5;, 之 后 , 5;, 之 前 的 试 
验 次 数 , …. 由 于 这 些 ob 的 排列 共有 (" 二;) 个 . 每 一 个 排列 对 应 于 一 个 不 相交 
的 il， , Sir 的 一 种 选择 ， 这 样 
P(B Bi)= (7 )p (1 p)" 
il < <ir<n-ktil 


注意 到 在 事件 和 的 容 斥 等 式 里 边 的 相应 的 求 和 公式 为 
E 


P(E Bi,) = | 


>》， P(Ei 0 i ) 
i < ir 
我 们 将 这 个 和 号 进行 分 解 ! 
2 PBaiiB)= YY PBB)+ 》 PE BE ,En kh) 
i i i < <ir<n—ki+1l il<<in 1 
一 k Pn TT 
一 的 7 )p “(1 一 p)" + >》 ， 忆 ( 尼 万。_k+1) 


Kir-l 


在 上 式 右 边 第 二 个 和 号 内 的 各 项 的 计算 和 第 一 个 和 号 的 计算 是 一 样 的 . 当 5;,… 
Si,_1,Sn-k 中 某 两 个 集合 相交 时 ， P(Ei Bi,_ ki) = 0. 当 55 ) Dir ,Sn p41 
两 两 不 相交 时 ， 

已 (本 = 本 pr 一 pp 
这 样 ， 
P(Ei Bi Bn_pti)= Kp "(1p)"! 


1 <irl 


其 中 kK 是 不 相交 子 集 类 5;,,… , 5;,_,,5。- 的 数目 . 这 个 数目 等 于 (+ 一 个 a 和 
"一 CDKk+3yJ 天 个 ?的 合 在 一 起 的 排列 数 . 这 个 排列 数 为 (" 一 "). 将 所 得 到 的 


1. 原文 并 没有 这 个 和 号 分 解 , 译 者 为 便于 读者 理解 , 添加 了 此 内 容 .- 一 译 者 注 
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公式 代入 P(Ln > 的 表达 式 , 得 到 
nmk+l 1 


Pm > 月 = DOT ) ts) 


在 上 式 中 我 们 规定 (”) =0,m < 
从 计算 的 角度 看 存在 更 有 效 的 方法 计算 上 述 概率 , 其 方法 是 导出 一 个 递 推 公式 . 
令 4。 表示 “在 nn 次 抛 据 硬 币 的 试验 中 出 现 连 续 次 正面 朝 上 ”的 事件 , 记 已 = 


P(4n). 记 互 表示 “nm 次 试验 中 第 一 次 反面 朝 上 在 第 ; 次 抛掷 硬币 时 出 现 ”, 用 互 表 
示 “ 前 & 次 都 是 正面 朝 上 ”, 互 , 玉 ，… ,及 , 瑟 形 成 一 个 互 不 相 容 的 完备 组 . 我 们 有 


P(An) = 》 P(AnIFI)P(R) + P(AnIH)P(H) 
由 于 第 一 次 反面 朝 上 是 在 第 ; 次 试验 出 现 , ; < k， 而 我 们 要 出 现 次 连续 正面 ， 
因此 前 ; 次 试验 不 起 作用 , 相当 于 试验 重新 开始 , 于 是 P(4.。| 万 ) = 已 ，， 又 由 于 
P(An|H) = 1, 我 们 得 到 
Kk k 
P= P(An) = 2, Pr-jyP(Fi) + P(H)= 2, Pjp’ (1—p)+p 

由 于 P=0,7<k 及 P= p*, 我 们 利用 上 式 递 推算 出 Pr+i, Pret2,:*， 直至 算出 Pn. 
例如 , 我 们 希望 计算 出 在 4 次 抛掷 一 枚 均匀 硬币 中 出 现 2 个 连续 正面 朝 上 的 概率 ， 
k=2, P=0, 忆 = (1/ 2 =1/4, 利 用 公式 


大 ， 
» 


得 到 
1 1\2 /1l\? 3 1 1\? /1\? 1 
R=P(3)+P(3) +(3) -8 B=R(3)+R() +(3) =3 
这 显然 是 正确 的 . 因为 4 次 抛掷 硬币 , 连续 两 次 出 现 正面 的 情况 为 , hhhh, hhht, hhth， 
hthh, thhh, hhtt, thht 和 tthh, 共有 8 种 情况 , 每 种 情况 出 现 的 概率 为 1/16. 站 


泊 松 分 布 的 另 一 应 用 表现 在 这 样 的 情形 中 ,“ 事 件 * 发 生 在 某 些 时 间 点 上 . 这 种 
事件 的 例子 有 : 发 生 一 次 地 震 , 某 人 进入 特定 地 点 (如 银行 、 邮 局 、 加 油 站 等 ), 爆发 
一 次 战争 等 . 我 们 假设 这 样 的 事件 发 生 在 一 列 (随机 ) 时 间 点 上 , 并 设 存在 某 个 正 的 
常数 和 使 得 如 下 条 件 成 立 ; 

1. 在 任意 长 度 为 的 时 间 区 间 内 , 正好 发 生 一 个 事件 的 概率 彼此 相同 , 都 等 于 
Ah 十 ol 有 j), 其 中 olh) 表示 任何 满足 lims ,of(h)Jh = 0 的 函数 f(h). [例如 f(h) = 有 如 是 
ol 及, 而 (有) = 不 是 o(] 

2. 在 任意 长 度 为 的 时 间 区 内 发 生 2 个 或 更 多 个 事件 的 概率 非常 小 , 等 于 ol 及. 

3. 对 于 任意 确定 的 自然 数 ” 与 非 负 整数 刻 , 记 … ,加 , 以 及 任意 ”个 互 不 相交 的 
时 间 区 间 , 若 以 5 表示 “在 第 i 个 时 间 区 内 上 述 事 件 正好 发 生 坟 次 ”, 则 Bi By… , BB。 
相互 独立 . 
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粗略 地 说 , 条 件 1 与 条 件 2 说 明 , 当 h 比较 小 时 , 在 长 度 为 的 区 间 内 正好 发 生 
1 个 事件 的 概率 等 于 Mh 加 上 某 个 比 h 更 小 的 量 , 而 事件 发 生 多 于 一 次 的 概率 就 是 
一 个 比 更 小 的 基 . 条 件 3 说明 , 在 一 个 时 间 区 间 内 无 论 发 生 了 什么 ,对 另 一 个 与 它 
不 相交 的 区 间 (从 概率 意义 上 ) 没有 影响 . 

在 条 件 1, 2 与 3 成 立 的 假设 下 , 我 们 证 明 , 在 任意 长 度 为 1 的 时 间 区 间 内 , 事件 
发 生 的 次 数 是 以 由 为 参数 的 泊 松 随机 变量 . 为 此 , 我 们 考虑 区 间 [0,4], 并 以 NG 表 
示 “ 这 个 区 间 内 事件 发 生 的 次 数 ”. 为 求 出 P{N(t) =&} 的 表达 式 , 先 将 区 间 [0,4] 等 
分 为 个 互 不 相交 且 长 度 为 yn 的 子 区 间 (图 4.7). 我 们 有 


0 f= nln 
Wn 20n 3tn (n~l)wn 


图 4.7 对 区 间 [0,t] 等 分 


P{N(t) = k} 
二 P{n 个 子 区 间 中 某 k 个 正好 各 售 1 个 事件 而 其 余 n -k 个 子 区 间 各 合 0 个 事件 } 
十 P{N(2) = k 且 至 少 1 个子 区 间 售 多 于 1 个 事件 } (7.2) 


显然, 等 式 (7.2) 是 因为 事件 {TNG = &} 等 于 右边 两 个 互 不 相 容 事件 之 并 . 以 4 与 B 
分 别 表示 (7.2) 式 右边 这 两 个 互 不 相 容 事件 , 便 得 到 


P(B) < P{ 至 少 一 个 子 区 间 包 含 多 于 1 个 事件 } 
= P{U 第 个 子 区 间 包含 多 于 1 个 事件 } 


》、 P{ 第 :个子 区 间 包 含 多 于 1 个 事件 } 。 用 布尔 不 等 式 


人 


© 
~ 


n 


-m= 


二 1 


© 


因 对 任何 t, 当 mn 一 oo 时,t/n 一 0, 从 而 由 olh) 的 定义 可 得 , 当 n 一 oo 时, o(#/n)/(t/n) 
一 0. 因此 , 当 n 一 oo 时 ， 
P(B) 一 0 (7.3) 


娘 一 方面 , 由 于 条 件 1 与 条 件 2 蕴涵 ! 
P{ 在 长 度 为 的 区 间 内 有 0 个 事件 发 生 } 
=1— [M+o(h) +o(h)] = 1— AM — ol(h) 
又 由 独立 性 条 件 3 可 得 


1. 两 个 形 如 o(h) 的 函数 之 和 仍 为 o(h), 这 是 因为 , 若 dim f(h)/h = iim 9(h)/h = 二 0, 则 jim f(A)+ 
g(h)]/h = 0. 
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P{4} 
=P{n 个 子 区 间 中 某 k 个 正好 各 含 1 个 事件 而 其 余 n 一 个子 区 间 各 含 0 个 事件 } 


-的 度 + 人 的] (的 -9 


但 因 当 ”一 co 时 ， 
n|Y +o( )|= tt [| » At 
故 采 用 与 证 明 二 项 随机 变量 的 泊 松 近似 相同 的 方法 可 证 , 当 mn _， oo 时 


P(4) 一 oO (7.4) 


困 此 , 由 (7.2),(7.3),(7.4) 式 , 令 n 一 co, 我 们 得 到 


_At (At 
P{N(t) = k} =e™* OW 


k=0,1,2,... (7.5) 

这 样 , 如 果 事 件 的 发 生 满足 条 件 1 2, 3, 则 在 任何 固定 的 长 度 为 1 的 时 间 区 间 内 ， 
事件 发 生 的 次 数 是 以 X 为 参数 的 泊 松 随机 变量 . 这 时 , 我 们 称 事件 是 按 速率 为 和 的 
泊 松 过 程 发 生 的 . 数 和 可 解释 为 单位 时 间 内 事件 发 生 的 速率 . 它 一 定 是 由 经 验 确 定 
的 常数 . 

土 述 讨论 阐明 了 为 什么 泊 松 随机 变量 通常 可 作为 诸如 下 列 各 种 现象 的 很 好 的 
近似 : 

1. 发 生 在 某 固定 时 间 间 隔 内 地 震 的 次 数 ; 

2. 每 年 爆发 战争 的 次 数 ; 

3. 在 某 固定 周期 内 从 一 个 热 阴 极 放 射出 的 电子 数 ; 

4. 某 人 寿 保 险 公司 的 保险 客户 在 某 一 时 间 区 间 内 死亡 的 个 数 . 

例 7e 美国 西部 发 生地 震 的 次 数 符合 上 述 假设 1, 2, 3, 是 以 1 周 为 单位 时 间 , 速 
率 和 = 2( 也 就 是 说 , 地 震 发 生 的 次 数 符合 上 述 3 个 假设 , 并 且 每 周 发 生 的 次 数 为 2 
次 ). 

(a) 接 下 来 2 周 内 至 少 发 生 3 次 地 震 的 概率 ; 

(b) 从 现在 开始 到 下 次 地 震 的 持续 时 间 的 概率 分 布 . 

解 ，(a) 由 (7.5) 式 , 有 

P{N(2) > 3} =1~ P{N(2) = 0} ~ P{N(2) = 1} — P{N(2) = 2} 

42 _4 


一 1 一 er4 一 4e-4 一 =1—13e™4 


(b) 令 关 表示 “从 现在 开始 到 下 次 地 震 时 间 的 时 间 间 隔 ” (单位 : 周 ). 因为 X 大 
于 的 充 要 条 件 是 接 下 来 的 时 间 t 内 不 发 生地 震 , 由 (7.5) 式 得 


P{X > t} = P{N() 一 0} 一 et 
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因此 , 随机 变量 X 的 分 布 函数 下 为， 


172 F(t)= P{X<t}=1-P{X>t}=1-e =1-e 2 
计算 泊 松 分 布 函数 
如 果 XX 服从 参数 为 入 的 泊 松 分 布 , 则 
P{X=i+t+l} eM/Gi+D)! 入 
P{X=i} eMM/il i+1 (7.6) 


从 P{X = 0} =e-* 开始 , 利用 (7.6) 式 可 以 计算 以 下 
P{X =1}=AP{X =0} 


P{X =2} = 2P{X =1} 


P{X =itl} = iP{X = 


网 站 上 有 一 个 程序 , 利用 式 (7.6) 来 计算 泊 松 分 布 的 有 关 概 率 . 
例 7f 
(a) X 服从 泊 松 分 布 , 均值 为 100, 计算 P{X < 90}. 
(b)Y 服从 泊 松 分 布 , 均值 为 1000, 计算 P{X < 1075}. 
解 : 利用 网 站 上 的 程序 可 求 得 
(a) P{X < 90} 2~ 0.1714. 
(b) P{Y < 1075} £ 0.9894. 国 


4.8 其 他 离散 型 分 布 


4.8.1 几何 随机 变量 
考虑 独立 重复 试验 , 每 次 成 功率 为 p,0 < p < 1, 一 直 进 行 直 到 试验 成 功 . 如 果 令 
X 表示 需要 试验 的 次 数 , 那么 
P{X =n}= (1—p)" 'p n= 1,2,.… (8.1) 
上 式 成 立 是 因为 要 使 得 X 等 于 n, 充分 日 必要 条 件 是 前 n - 1 次 试验 失败 而 第 ”次 
试验 成 功 . 又 因为 假定 各 次 试验 都 是 相互 独立 的 , 因此 (8.1) 式 成 立 . 
由 于 


二 二 7 一 二 pl p 一 
2 PIX = ?20 2) 这 人- 广 


这 说 明 试验 最 终 会 出 现成 功 的 概率 为 1. 若 随机 变量 的 分 布 列 由 (8.D 式 给 出 , 则 称 
该 随机 变量 为 参数 为 p 的 几何 随机 变量 (geometric). 
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例 8a 一 个 坛子 里 有 个 白 球 和 M 个 黑 球 . 每 次 从 中 取出 一 个 球 , 观察 球 的 
颜色 并 放 回 , 重复 这 个 过 程 , 直到 取出 一 个 黑 球 , 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 正好 取 球 n 次 ; (b) 至 少 取 球 k 次 . 

解 : 令 X 表示 要 取出 一 个 黑 球 需要 取 球 的 次 数 , 则 X 满足 公式 (8.1), 其 中 p = 
M/(M + N), 因此 

(a) 


N AN M MN™-! 
PX == (zs) MIN ~ FN 
(b) 


PK > 人 -二 


N N Vk-l 
= (Hn) (Hs) /h- yey 一 (zn) 
问题 (b) 的 答案 可 以 直接 得 到 , 因为 至 少 需要 & 次 取 球 意味 前 & 一 1 次 拿 到 的 都 是 白 
球 , 亦 即 前 &- 工 次 试验 都 失败 . 这 样 , 对 于 一 个 服从 几何 分 布 的 随机 变量 ， 
P{X >k}=(1-p)"! 四 


例 sb 计算 几何 随机 变 基 的 期 望 . 
解 : 令 g=1-z, 我 们 有 


BX]= Png"'p=pD (a") =pE (7) 7 


d 1 p 
P(r 
也 就 是 说 , 一 个 成 功 的 概率 为 p 的 试验 , 如 果 独 立 重复 进行 直到 试验 成 功 , 那么 需要 
进行 的 试验 的 次 数 的 期 望 等 于 1/p. 举例 来 说 , 毛 一 枚 均匀 山子 , 直到 出 现 一 次 点 数 
为 1 需要 掷 的 次 数 的 期 望 为 6. 加 
例 sc 计算 几何 随机 变 基 的 方差 . 
解 : 为 了 计算 Var(X), 先 计算 B[X?], 记 g=1- 


ED = yn2or- 'p= ?> E00) -=p sn) 


n=1 


p(T = 号-9 =z[ 吉 +259] = 二 - 


BI 


1 

p 

又 因为 EB[X] = 1/p, 所 以 Var(X) = (1 一 p)/p?. mn 
4.8.2 ” 负 二 项 分 布 


考虑 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p,0 < p < 1 试验 一 直 进 行 到 一 共 累 计 
成 功 了 r+ 次 为 止 . 令 筷 表示 此 时 试验 的 总 次 数 , 则 


PIX=n}= TI)P Up n=nrtb.. (82) 5 
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公式 (8.2) 之 所 以 成 立 是 因为 , 要 使 得 第 n 次 试验 时 正好 是 第 + 次 成 功 , 那么 前 ”~ 1 
次 试验 中 有 "一 1 次 成 功 , 且 第 ”次 试验 必然 是 成 功 , “前 =”- 1 次 试验 中 有 r 一 1 次 
成 功 ” 这 一 事件 的 概率 为 


CD 


而 “第 nn 次 试验 成 功 ”的 概率 为 p. 因为 这 两 事件 相互 独立 , 将 两 个 概率 值 相 乘 就 得 
到 (8.2). 要 证 明 如 果 试 验 一 直 进 行 , 那么 最 终 一 定 能 得 到 次 成 功 , 只 需 用 分 析 的 方 
法 证 明 


T 


SP pp 1 (8.3) 


或 者 我 们 可 给 出 如 下 的 概率 论证 的 方法 : 得 到 7 次 成 功 所 需 的 试验 次 数 可 以 分 解 
为 下 十 好 十 十 站, 其 中 到 表示 第 一 次 成 功 时 试验 的 次 数 , 区 表示 第 一 次 成 功 
之 后 , 直到 第 二 次 成 功 时 所 需 的 试验 次 数 , Y 表示 第 二 次 成 功 之 后 , 直到 第 三 次 成 
功 所 需 的 试验 次 数 , 等 等 . 因为 试验 是 相互 独立 的 , 且 每 次 成 功 的 概率 都 为 p, 所以， 
六 ,六 ,… ,YY 都 为 几何 随机 变量 . 而 几何 随机 变量 x 都 是 以 概率 1 取 有 限 值 , 因此 ， 
i-1 7 一 定 为 有 限 值 . 这 样 (8.3) 式 就 得 到 了 证 明 . 

若 随机 变量 X 的 分 布 列 由 (8.3) 式 给 出 , 那么 称 X 为 参数 为 (7,p) 的 负 二 项 随 
机 变量 (negative binomial). 注意 几何 随机 变量 就 是 参数 为 (1,p) 的 负 二 项 随机 变量 . 

接 下 来 的 例子 , 我 们 将 要 利用 负 二 项 分 布 来 得 到 关于 点 的 问题 的 另 一 个 解法 . 

例 8d 进行 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 求 第 + 次 成 功 发 生 在 m 次 失 
败 之 前 的 概率 . 

解 : 注意 到 当 且 仅 当 第 "次 成 功 的 时 刻 不 晚 于 r*+m -1 才能 保证 在 m 次 失败 
之 前 出 现 第 7 次 成 功 . 这 是 因为 , 如 果 在 "+m -1 次 试验 之 前 或 此 时 已 经 有 "次 成 
功 发 生 , 那么 在 m 次 失败 之 前 必然 有 7 次 成 功 , 反之 也 成 立 . 因此 , 利用 公式 (8.2)， 
所 求 概率 为 


r+m—1 

> Can : 

例 8e( 巴 拿 赫 火 柴 问题 ) 某 个 抽烟 的 数学 家 一 直 就 随身 带 着 两 盒 火柴 , 一 盒 放 在 

左边 口袋, 另 一 盒 放 在 右边 口袋 . 每 次 他 需要 火柴 时 , 都 是 随机 地 从 两 个 口袋 中 任 

取 一 盒 , 并 取出 其 中 一 根 . 假设 开始 时 两 盒 中 都 是 N 根 火柴 , 问 在 他 第 一 次 发 现 

其 中 有 一 个 盒子 已 经 空 了 的 时 候 , 另 一 盒 中 恰好 有 根 火 柴 的 概率 有 多 大 ? & = 

0,1,2,...,N. 

解 : 令 表示 事件 “数学 家 第 一 次 发 现 右边 口袋 里 的 火柴 盒 是 空 的 , 而 此 时 左 

边 口袋 里 的 火柴 盒 里 还 有 天 根 火 柴 ”, 这 个 事件 发 生 当 且 仅 当 第 (N+1+N 一 次 

抽取 根 火柴 时 候 正好 取 中 的 是 右边 口袋 , 而 且 是 第 (N + 1) 次 取 中 右边 口袋 , 因此 ， 
利用 公式 (8.2)(p=1/2,r=N+1,n=2N 一 k++1), 有 


nC 
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另外 , 还 有 同样 概率 的 事件 是 第 一 次 发 现 左边 口袋 里 的 火柴 盒 是 空 的 , 而 此 时 
右边 口袋 火柴 盒 里 恰好 还 有 大根 火 柴 . 而 这 两 个 事件 又 是 互 不 相 容 的 , 因此 所 求 概 
率 为 2N—k 

sp) = NF) : 
例 8f 计算 参数 为 (7, p) 的 负 二 项 随机 变量 的 期 望 值 和 方差 . 


解 


7 mk 一 1 (站 )zG -Djn 因为 n(" 一 1) r(") 


r—1 r 


人 二 -1/m—1 rT m—(r A 
三 ~ 》 (m — 1)* '( )p 0 -nD) r+) 人 m=n+l 
DP rl 了 
了 大 一 1 
= El(Y-1 
了 [( ) |] 


在 上 式 中 令 有 = 2, 并 利用 负 二 项 分 布 的 随机 变量 的 期 望 的 公式 , 可 以 得 到 
21 一 工 _1-717+1_ 
ED] 一 了 BEIY y=7( 7 


因此 ， 


_r/r 二 1 rr\2 r(1 —p) 
Var(X) 了 7 1) (5) = 国 

从 例 8f 可 以 看 出 : 如 果 进 行 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 则 需要 累积 
7 次 成 功 的 总 试验 次 数 的 期 望 值 和 方差 分 别 为 r/p 和 r(1 - p)/p?. 

由 于 几何 随机 变 基 就 是 参数 7 = 1 的 负 二 项 随机 变量 , 由 上 面 的 例子 可 得 参数 
为 p 的 几何 随机 变 基 的 方差 为 (1 - p)/p?, 这 样 就 验证 了 例 8c 的 结果 . 

例 sg 连续 掷 一 枚 仍 子 , 一 直到 点 数 1 出 现 了 4 次 , 求 投 搓 总 次 数 的 期 望 值 和 
方差 . 

解 : 因为 我 们 所 关心 的 随机 变 其 X( 投 掷 总 次 数 ) 服从 负 二 项 分 布 , 参数 + = 4， 
2 = 1/6. 因此 


4 
EIX]=24 Var(X)= ;= 120 


177 


178 
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4.8.3 ” 超 几 何 随 机 变量 

一 个 坛子 里 用 个 球 , 其 中 m 个 白 球 , NN -和 2 个 黑 球 , 随机 地 (无 放 回 ) 从 中 取 
出 大 小 为 n 的 样本 , 令 XX 表示 取出 来 的 白 球 数 , 那么 

(站 (站 
P{XX= 计 = 1 一 01 (8.4) 
(%) 

一 个 随机 变 基 X, 如 果 其 概率 分 布 由 公式 (8.4) 给 出 , 那么 X 就 称 为 超 几 何 随 机 变 
量 (hype-rgeometirc). 

注释 : 虽然 我 们 把 超 几 何 随机 变量 取 值 的 概率 从 0 写 到 了 ,但 事实 上 P{X = 让 
等 于 0, 除非 1 满足 nm- (YN-m) < i < min(n,m). 然而 , 式 (8.4) 一 般 来 说 是 成 立 的 , 因 
为 为 了 方便 , 我 们 规定 了 在 &< 0 或 < 上 时, (7) 等 于 0. . 

例 sh 栖 居于 某 地 区 的 动物 个 数 N 是 未 知 的 , 为 了 得 到 对 N 的 大 致 估计 , 生态 
学 家 们 常常 进行 如 下 的 试验 . 他 们 先 在 这 个 地 区 捕捉 一 些 动物 , 比如 说 m 个 , 然后 
标 上 记号 放 掉 它们 . 过 一 段 时 间 , 当 这 些 标 有 记号 的 动物 充分 散布 到 整个 地 区 后 , 再 
捉 一 批 , 比如 说 n 个 . 设 X 为 第 二 批 捉 住 的 ”个 动物 中 标 过 记号 的 动物 个 数 . 如 果 
假设 两 次 捕 提 期 间 动 物 的 总 数 没 有 发 生变 化 ,而且 捉 住 每 一 只 动物 的 可 能 性 是 一 样 
的 , 那么 X 为 一 超 几 何 随 机 变量 , 满足 


其 中 i 为 X 的 观测 值 , 由 于 P(N) 是 这 个 地 区 事实 上 总 共有 N 个 动物 的 条 件 
下 观测 事件 X 取 值 的 概率 , 故 使 P(N) 达到 最 大 值 的 N 值 应 当 是 动物 总 数 NN 的 合 
理 的 估计 . 这 样 的 估计 称 为 极 大 似 然 估计 ( maximum likelihood ). 更 多 的 这 种 估计 的 
例子 可 参见 理论 习题 13 和 18. 
求 BCN) 最 大 值 的 最 简单 的 方法 是 : 首先 注意 到 
P(N) (N—-m)(N—n) 
R(N-1)  N(N-m-—n+d 
要 使 上 述 比 值 大 于 1, 当 且 仅 当 


(N—-m(N-n)z>N(N-m-nt+di) 


或 等 价 地 , 当 且 仅 当 

Ng ~ 
可 见 , BR(N) 是 先 上 升 , 然后 下 降 , 且 在 不 超过 mmji 的 最 大 整数 处 达到 其 最 大 值 . 这 
个 最 大 整数 就 是 N 的 极 大 似 然 估计 . 例如 , 假定 第 一 次 捕捉 到 了 m = 50 只 动物 , 标 
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上 记号 后 放 掉 . 第 二 次 又 捕捉 了 n= 40 只 动物 , 其 中 标 有 记号 的 有 ;= 4 只, 那么 ,我 
们 就 可 估计 出 这 地 区 大 约 有 500 只 动物 . (要 注意 上 述 估计 还 可 以 这 样 求 得 : 在 这 个 
地 区 内 , 标 有 记号 的 动物 所 占 的 比例 为 m/N, 应 当 近 似 地 等 于 第 二 次 捕捉 的 动物 中 
做 过 标记 的 动物 所 占 的 比例 i/n.) 四 
例 8i 某 采购 员 购买 一 种 10 个 一 包 的 电子 元 件 . 从 一 包 中 随机 地 抽查 3 个 , 如 
采 这 3 个 元 件 都 是 好 的 , 才 买 下 这 一 包 . 假定 含有 4 个 残 次 元 件 的 包 数 占 30%, 而 其 
余 70% 每 包 只 有 一 个 残 次 元 件 . 试问 被 这 个 采购 员 拒绝 的 包 数 占 多 大 比例 ? 
解 : 设 4 表示 “采购 员 买 下 某 一 包 ” 这 一 事件 则 
P(4) = P(A 这 包 有 4 个 残 次 品 ) x 1 + PC4| 这 包 有 1 个 残 次 品 ) x 广 


(0) 3 OG) , 


10 “107 100 
(3) (3) 
从 而 , 将 有 46% 的 包 被 采购 员 拒 绝 . 

从 六 个 球 ( 白 球 比例 为 p= m/N) 里 , 无 放 回 随机 抽取 ”个 球 ， 那么 取 中 的 白 球 
数 为 超 几 何 随机 变量 . 如 果 对 于 来 说 , m 和 N 很 大 的 话 , 那么 有 放 回 和 无 放 回 抽 
球 没什么 差别 . 因为 当 m 和 NN 很 大 时 , 不 管 前 面 抽 了 多 少 球 , 接 下 来 的 抽 到 的 是 白 
球 的 概率 仍然 近似 等 于 p . 也 就 是 说 , 直觉 认为 , 当 m 和 N 相 比 n 很 大 时 , X 的 分 
布 列 应 该 近似 等 于 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 的 分 布 列 . 为 了 证 明 这 个 直觉 , 注意 
到 如 果 X 为 一 超 几 何 随机 变量 , 那么 对 ig n, 有 


DC 人 
已 { 生 = 计 == A 
() 
m! . (N—m)! (N—n)!n! 
mm— lil (N-m—nt+d)!i(n—d!. N! 
= N-m-1l N-m-(n-i-l) 
iiN No-1 Noitl Noi Ni-l Ni- 一 1 


~ )p( pT 


其 中 , 最 后 等 式 成 立 的 条 件 是 p= m/N 且 m 和 N 相对 n 和 5 来 说 都 很 大 . 
例 8j 试 计算 服从 参数 为 (n, N,m) 的 超 几 何 随机 变量 X 的 期 望 和 方差 
解 : 


st 
利用 恒等式 


179 


180 


181 
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可 以 得 到 

sp 各) /TD 
0 /= Pa ty 


有 一 上 一 了 nl 


其 中 ,了 是 一 个 服从 超 几 何 分 布 的 随机 变量 , 其 参数 为 一 1,N 一 1,m 一 1). 因此 ,在 
上 面 的 等 式 中 令 k=1, 有 [IX] = nm/N, 换言之 ,如果 从 N 个 球 (其 中 和 个 白 球 ) 中 
随机 抽取 ”个 , 那么 其 中 和 白 球 数 的 期 望 为 nm/N. 

在 上 面 的 式 子 中 令 下 = 2, 可 以 得 到 


nm nm [2 


EX]= 人 方 BY+HU= 广 1 + 


后 一 个 等 式 用 到 了 前 面 关于 服从 超 几 何 分 布 的 随机 变量 Y 的 期 望 的 计算 结果 . 
又 由 E[X] = nm/N, 我 们 可 以 推导 出 


vac0= 办 | 站- 区 | 


令 p=m/N, 且 利用 等 式 


m1 ANp-l 1—p 
N-1 N-1 ′ N-1 
得 到 
Var(X)=npl(n — 1)p~(n DS +1 np] = np(1 n)(1 和) 国 


注释 : 例 gj 已 经 指出 , 从 NN 个 球 ( 白 球 的 比例 为 p) 里 随机 无 放 回 抽取 ”个 球 ， 
那么 抽取 到 的 白 球 数 的 期 望 为 np. 而 且 , 当 N 相对 很 大 (这 样 (N 一 n)/(N -1J 近 
似 等 于 1) 时 , 有 Var(X) = np(1 一 p), 也 就 是 说 , EIX] 与 有 放 回 抽 球 情形 下 (此 时 白 
球 数 为 参数 为 ( n, p ) 的 二 项 随机 变量 ) 是 一 样 的 . 而 且 , 如 果 总 的 球 数 很 大 , 那么 
Var(X) 近似 等 于 有 放 回 的 情形 . 当然 , 这 正 是 我 们 之 前 的 猜测 ， 当 坛子 里 的 球 数 很 
大 时 , 抽取 的 白 球 数 近似 具有 二 项 随机 变量 的 分 布 列 . 加 


4.8.4 《 (Zipf) 分 布 


一 个 随机 变量 称 为 服从 《分 布 (有 时 也 称 为 Zipf 分 布 ), 如 果 其 分 布 列 如 下 : 


P{X = = Cr k= 12,... 


其 中 a > 0 为 参数 . 因为 概率 之 和 必然 等 于 1, 因此 有 
一 二 人 | 
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《分 布 的 名 字 来 源 于 以 下 函数 
0 
它 是 数学 中 熟知 的 黎 曼 5 函数 (起 源 于 德国 数学 家 G.F.B . 黎 曼 ). 
¢ 分 布 曾 被 意大利 经 济 学 家 Pareto 用 来 描述 某 个 给 定 国 家 的 家 庭 收入 的 分 布 . 
然而 , 把 这 一 分 布 运用 到 更 广泛 的 各 种 不 同 的 领域 , 从 而 推广 其 应 用 的 是 G. K. Zipf 
因此 又 叫 Zipf 分 布 . 182 


4.9 分布 函 数 的 性 质 


回顾 X 的 分 布 函 数 Ff, F(b) 表示 随机 变量 取 值 小 于 或 等 于 "的 概率 . 以 下 是 一 
些 有 关 分 布 函数 的 性 质 : 

1. 下 是 一 个 非 降 函 数 , 也 即 , 如 果 a < 6, 那么 F(a) < F(b); 

2. lim F(b)=1; 

3. ,im F(b) = 0; 

4. 一 是 右 连续 的 , 也 即 , 对 于 任 一 b 和 一 个 递减 昌 收 全 于 2 的 序列 bn,n > 1, 有 
lim F(bn) = F(b). 

性 质 1 成 立 的 原因 是 注意 到 4.1 节 , 因为 对 a。 < 6b, 事件 {X < a} 包含 在 事件 
{XX <0} 中, 因此 , 前 者 的 概率 不 可 能 比 后 者 大 . 性 质 2, 3, 4 成 立 都 因为 概率 的 连续 
属性 (第 2.6 节 ). 例如 , 为 了 证 明 性 质 2, 注意 到 , 如 果 如 递增 到 co, 那么 事件 序列 
{Xb4},n >1l 为 递增 事件 列 , 它们 的 并 为 事件 {X < co}. 因此 , 利用 概率 的 连续 性 
质 , 有 lim P{X < bn} = P{X < cool =1, 这 样 , 性质 2 就 得 到 了 证 明 . 

性 质 3 的 证 明 类 似 , 留 作 习题 . 为 了 证 明 性 质 4, 注意 到 , 如 果 bs 递减 到 忆 那么 
{XX < bn},n > 1 为 递减 事件 序列 , 它们 的 交 为 {X < 对 因此 , 根据 概率 的 连续 性 质 ， 
可 得 lim P{X < bn} = P{X < ,这 样 就 证 明了 性 质 4 

所 有 有 关 X 的 概率 都 可 以 通过 其 分 布 函数 FF 进行 计算 . 例如 

P{a<XXg<b}=F(b) 一 Fla) ”对 任意 a < (9.1) 

将 事件 {X < 5} 写成 互 不 相 容 事件 {X < oj 和 {a < XX 6) 的 并 也 可 以 得 到 这 点 , 也 
即 {X60}={Xga}jUt{a< 针 gb}, 因此, P{X<b)}=P{Xg<a}j+Pfa< 针 < 站 .这 


样 , 公式 (9.1) 就 成 立 了 . 183 
如 果 我 们 要 计算 “X 严格 小 于 b” 的 概率 , 那么 再 次 利用 概率 的 连续 性 质 可 以 得 到 


P{X < 中 =P( am {x <0-2})= lim P(x<o-t)= lim r (0-3) 


注意 P{X < 碳 并 不 一 定 等 于 F(b), 因为 定义 F(5) 事件 为 {xz < 0} + {z=}. 
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例 9a 随机 变量 X 的 概率 分 布 函数 如 下 : 


138 


0 Z<0 
z/2 0<z<1 
F(z) = $4 2/3 1 和 z<2 
11/12 2<z<3 

1 3&I 

F(z) 的 图 像 见 图 4.8, 计算 : 
(a) P{X<3j (bj P{X=1}; (co P{X> 1/2}; 
Fx) 


SI=— 


LI- we 


1 2 


图 4.8 F(z) 的 示意 图 


解 : (a) P{X < 3} = lim P{X <3— =} = lim F(3 
(b) PIX =1}= P{X <1}-P{X <1} 

-0 

(c) P{x> 3}=1-P{X< 3} =1- F(2) 一 


(d) P{2 < 和 生生 = F(4)— F(2) 


结 


/ 咱 ‘ - 品 


3 


(d) P{2<X<4}. 


x 


3 


定义 在 试验 结果 上 的 实 值 函 数 称 为 随机 变量 (random variables). 


如 果 XX 是 一 随机 变量 , 那么 如 下 定义 的 函数 F(z) 


F(z) = P{X < zx} 


称 为 随机 变量 XX 的 分 布 函数 (distribution function). 任意 有 关 X 的 概率 都 可 以 通过 


F 进行 计算 . 


若 一 个 随机 变 其 的 可 能 取 值 的 集合 是 有 限 集 , 或 者 可 数 无 限 集 , 那么 称 该 随机 
变量 为 离散 型 随机 变量 . 如 果 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 那么 函数 


pz) = P{X = 4} 
称 为 X 的 概率 分 布 列 或 分 布 列 . 另外 , 如 下 定义 的 E[X] 

BIX] = 5 zp() 

T:PD(Z)>0 
称 为 X 的 期 望 值 (expected value), B[X] 通常 也 称 为 X 的 均值 ( mean) 或 期 望 ( expec- 
tation). 
设 g(z) 是 一 个 实 值 函数 , 则 对 于 离散 型 随机 变量 X, 关于 Elg(X)] 的 一 个 有 用 的 
计算 公式 为 : 
Elg(X)] = 》 9g(z)p(z) 


z:p(2)>0 
随机 变量 X 的 方差 ( variance), 记 为 Var(X), 定义 如 下 : 
Var(X) = E[(X — E[X])’] 
方差 等 于 XX 与 它 的 期 望 的 差 的 平方 的 期 望 , 它 度量 了 X 可 能 取 值 的 分 散 程 度 . 
下 面 是 一 个 有 用 的 恒等式 
Var(X) = E[X?] — (E[X])? 


VVar(X) 称 为 X 的 标准 差 (standard deviation). 
本 章 中 , 我 们 介绍 了 一 些 常 用 的 离散 型 随机 变量 . 
若 随 机 变量 X 的 分 布 列 为 


pO= (pp i=0..,n 


则 X 称 为 参数 为 (n, p) 的 二 项 随机 变量 . 该 随机 变量 可 解释 为 n 次 独立 重复 试验 
中 试验 成 功 的 次 数 , 而 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p. 它 的 均值 和 方差 如 下 
ElX}j=np Var(X)=np(l—p) 
者 随机 变量 X 的 分 布 列 为 
， eX’ 
Pp(i) = 可 
则 X 称 为 参数 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 如 果 进 行 多 次 (近似 ) 独立 的 试验 , 而 且 每 次 成 
功 的 概率 都 较 小 , 那么 总 的 成 功 次 数 就 近似 为 泊 松 随机 变量 . 泊 松 随机 变量 的 均值 
和 方差 都 等 于 其 参数 和 , 也 即 E[X] = Var(X) = 入 . 
者 随机 变量 X 的 分 布 列 为 
P=p(1-—p) 2 
则 X 称 为 参数 为 p 的 几何 (geometric) 随机 变量 . 在 独立 重复 试验 序列 中 , 从 开始 直 
到 第 一 次 成 功 为 止 的 试验 次 数 就 是 几何 随机 变量 , 其 分 布 参数 p 就 是 每 次 试验 成 功 
的 概率 . 其 均值 和 方差 分 别 为 
EI[X] 


i=0,1,... 


Var(X)= 3 


pp 


185 


186 


187 


140 第 4 章 随机 变量 
若 随 机 变量 X 的 分 布 列 为 
pO= (I)P Up" mr+l 


则 X 称 为 参数 为 (7, p) 的 负 二 项 随机 变量 (negative binomial). 在 独立 重复 试验 序列 
中 , 从 开始 直到 第 + 次 成 功 为 止 的 试验 次 数 就 是 负 二 项 随机 变量 . 分 布 列 中 的 参数 
2 就 是 每 次 试验 成 功 的 概率 . 其 均值 和 方差 分 别 为 


E[X] = 一 Var(X) = a2 


设 从 一 个 装 有 VN 个 球 , 其 中 m 个 白 球 的 坛子 里 , 随机 抽取 ”个 球 , 其 中 白 球 的 
数目 就 是 参数 为 (n, N,m) 的 超 几 何 随机 变量 . 其 分 布 列 为 


(Wh) 


其 均值 和 方差 分 别 为 


其 中 p= mm/N， 
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. 坛子 里 有 8 个 白 球 , 4 个 黑 球 , 2 个 桔 色 的 球 , 随机 从 中 抽取 2 个 . 假设 抽取 的 球 中 每 一 
个 黑 球 能 赢得 2 元 , 每 个 白 球 要 输 掉 1 元 . 令 X 表示 最 后 赢得 的 数目 , 那么 X 的 可 能 
取 值 是 哪些 ? 取 这 些 值 的 概率 是 多 大 ? 

2. 据 2 枚 均匀 的 般 子 . 令 X 等 于 2 枚 般 子 的 点 数 乘积 , 计算 P{X = 二 一 12， 

3. 搓 3 枚 般 子 . 假定 63 = 216 种 结果 都 是 等 可 能 的 , 记 X 表示 3 枚 般 子 的 点 数 之 和 , 计 
算 X 取 各 可 能 值 的 概率 . 

. 5 个 男生 和 5 个 女生 依照 他 们 的 测验 成 绩 排名 . 假定 没有 两 个 学 生 的 成 绩 是 相同 的 , 而 
且 所 有 101 种 可 能 排名 都 是 等 可 能 的 . 令 X 表示 成 绩 最 高 的 女生 在 全 体 同学 中 的 排名 
(比如 ， X=1 表示 第 一 名 是 女生 ). 求 P{X =1},i= 1,2,3,...,8,9,10. 

5. 拌 一 枚 硬币 n 次, 令 X 表示 得 到 的 正面 朝 上 数 与 反面 朝 上 数 之 差 . X 的 可 能 取 值 是 哪 

些 ? 
6. 在 习题 5 中 , 如 果 硬币 是 均匀 的 , 对 于 n = 3, 计算 X 的 分 布 列 
7. 掷 一 枚 般 子 2 次 , 以 下 随机 变量 的 可 能 取 值 是 哪些 ? 

(a) 两 次 投 搓 出 现 的 最 大 值 ; 。”(b) 两 次 投掷 出 现 的 最 小 值 

(@) 两 次 投掷 所 出 现 的 点 数 之 和 ; (d) 第 一 次 投掷 的 值 减 去 第 二 次 投掷 的 值 . 
. 习题 7 中 , 假设 散 子 是 均匀 的 , 计算 (a) 到 (d) 里 各 随机 变量 可 能 取 值 的 概率 . 
. 在 球 是 有 放 回 的 情形 下 重 做 例 1b. 


[= 


心 


名 名 
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10. 在 例 1d 中 ,计算 在 已 知 我 们 已 经 赢得 钱 的 条 件 下 , 共 赢 得 ;元 的 条 件 概率 , i = 1,2,3. 


11. 


12. 


13. 


14., 


15. 


(a) 从 {1,2,… ,103} 中 随机 选 一 个 数 N, 且 选 中 每 个 数 的 概率 都 一 样 . 问 N 能 被 3 
整除 的 概率 是 多 大 ?能 被 5 整除 呢 ? 能 被 7 整除 呢 ? 能 被 15 整除 呢 ? 能 被 105 整 
除 呢 ? 如 果 103 换 成 10*, 并 且 上越 来 越 大 , 那么 答案 如 何 变化 ? 

(b) 数论 里 有 默 比 乌 斯 函数 w(n), 它 对 所 有 正 整数 有 定义 当 n 具有 重复 的 素数 因子 
时 , 定义 J(n) = 0，( 例 如 , 当 n = 12 时 , 其 素 因子 为 2x2x 3, 当 n= 49 时 ， 
二 7 了 X7, 对 于 这 些 mp(n) = 0. 现 设 N 为 从 {1,2,… ,10*} 中 随机 取 的 一 个 数 ， 
求 lim P{p(N) =0}. 

提示 : 计算 P{w(N) #0}, 利用 等 式 
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其 中 已 是 第 i 小 的 素数 (1 不 是 素数 ). 

在 “ 莫 拉 (Morra) 二 指 ” 赌 中 , 两 赌 徒 各 伸 出 1 或 2 个 手指 , 并 同时 猜 对 方 伸 出 的 手指 

数 . 如 果 两 人 中 只 有 一 人 猜 对 了 , 那么 他 赢得 两 人 伸 出 的 手指 数 之 和 的 钱 (单位 ， 元 ). 

如 果 两 人 都 猜 对 了 或 都 没 猜 对 , 则 谁 也 不 赢 谁 的 钱 . 现 考 虑 某 指定 赌 徒 , 并 设 他 在 一 局 

“ 莫 拉 二 指 ” 赌 中 赢得 的 钱 数 为 X. 

(a) 如 果 两 赌 徒 的 行为 是 独立 的 , 并 且 假 设 每 一 赌 徒 将 伸 几 个 手指 以 及 他 猪 测 对 方 伸 
几 个 手指 总 共 4 种 情况 是 等 可 能 的 . 试问 X 取 哪 些 可 能 值 ? 取 这 些 值 相应 的 概率 
各 是 多 少 ? 

(b) 假定 两 赌 徒 的 行为 是 独立 的 , 而 且 每 个 人 猜 对 方 要 伸 几 个 手指 就 决定 自己 伸 几 个 
手指 , 且 设 每 个 赌 徒 伸 1 或 2 个 手指 是 等 可 能 的 . 试问 X 取 哪些 可 能 值 7 取 这 些 
值 的 概率 各 是 多 少 ? 

某 销售 员 计 划 了 两 个 销售 会 来 推销 百科 全 书 . 第 一 个 销售 会 成 交 的 概率 为 0.3, 第 二 个 

销售 会 成 交 的 概率 为 0.6, 且 相 互 独立 销售 的 百科 全 书 有 高 级 版 , 价值 1000 元 , 也 有 

平装 版 , 价值 500 元 , 销售 任 一 种 是 等 可 能 的 . 计算 总 的 销售 值 X 的 分 布 列 . 

5 个 不 同 的 数 随机 分 派 给 1,2, 3, 4, 5 号 共 5 个人. 两 人 之 间 比 较 数 的 大 小 , 大 者 获胜 . 最 

初 , 1 号 和 2 号 比较 , 胜 者 再 同 3 号 比较 , 等 等 . 令 久 表示 1 号 在 比较 中 获胜 的 次 数 . 计 

算 P{X = 本 = 0,1,2,3,4. 

美国 篮球 联盟 (NBA) 选秀 大 会 上 包含 有 当年 输赢 记录 最 差 的 11 支 球 队 . 总 共有 66 个 

球 放 入 坛子 里 , 每 个 球 都 刻写 了 某 个 球 队 的 名 称 . 有 11 个 写 了 最 差 球 队 的 名 称 , 有 10 

个 写 了 倒数 第 二 球 队 的 名 称 , 有 9 个 写 了 倒数 第 三 球 队 的 名 称 , … … 有 1 个 写 了 倒数 第 

11 的 球 队 的 名 称 . 从 中 随机 抽取 一 球 , 其 上 面 的 球 队 获得 第 一 轮 选秀 权 , 它 可 以 在 补充 

球员 时 具有 优先 的 选择 权 . 然后 , 再 抽取 一 个 球 , 如 果 它 与 第 一 次 抽取 的 是 不 同 的 球 队 ， 

那么 该 球 队 获得 第 二 轮 选秀 权 . (如果 与 第 一 次 抽取 的 是 相同 的 球 队 , 那么 放弃 并 重新 

抽 球 , 直到 抽取 到 不 同 的 球 队 为 止 ) 最 后 , 再 抽取 一 个 球 (假设 抽取 的 球 队 与 前 两 次 不 

同 ), 其 上 球 队 获 得 第 三 轮 选秀 权 . 剩 下 的 第 4 轮 到 第 11 轮 选秀 权 按 照 镜 下 球 队 的 输 

说 顺序 颠倒 过 来 分 配 , 举例 说 , 如 果 记 录 最 差 的 球 队 没 有 获得 前 三 轮 选秀 权 , 那么 它 将 

获得 第 四 轮 选秀 权 . 令 X 表示 最 差 球 队 获得 的 选秀 权 轮 数 , 求 XX 的 分 布 列 . 
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在 习题 15 中 , 设 1 号 球 队 为 最 差 球 队 , 2 号 球 队 为 第 二 差 球 队 , 等 等 . 令 7 表示 获得 
第 i 轮 选 秀 权 的 球 队 号 码 . 因此 , 如 果 第 一 轮 选秀 权 属 于 3 号 球 队 , 那么 五 =3, 计算 以 
下 分 布 列 : (a) Yi; (b) Y2; (c) Ys. 


假设 X 的 分 布 函 数 如 下 : 
0 bp<0 
b/4 Ogb<1 
F(b)= 1/2+(6—1)/4 1gb<2 
11/12 2<b<3 
1 3gb 


(a) 计算 P{X= 引 ,i= 1,2,3. (b) 求 P{3<X<3}- 


独立 重复 投掷 一 枚 均匀 硬币 4 次 , 令 六 表示 “正面 朝 上 的 数目 ”, 画 出 随机 变量 蕊 一 2 


的 概率 分 布 列 . 
设 X 的 分 布 函数 由 下 式 给 出 ; 
0 b<0 
1/2 .0<b<l1 
F(b) = 3/5 1<gb<2 
4/5 2<b<3 
9/10 3<b<3.5 
1 b> 3.5 
试 求 X 的 分 布 列 . 


一 本 关于 赌博 的 书 中 建议 了 如 下 轮 盘 财 “ 必 胜 策略 ， 赌 徒 押 “ 红 ”1 元 , 如 果 结果 是 
“ 红 ” (概率 为 18/38), 那 他 拿 走 1 元 利润, 并 月 离开 ， 如 果 赌 徒 输 捧 了 这 1 元 (概率 为 
20/38), 他 应 该 在 下 面 两 次 轮 盘 财 中 , 还 押 “ 红 ”1 元 钱 , 赔 完 两 次 以 后 就 离开 , 记 X 为 
这 个 人 终止 赌博 时 所 赢 的 钱 数 ， 

(a) 求 P{X > 0}.、 (b) 您 相信 该 策略 真是 一 个 “ 必 胜 策略 ” 吗 ? 给 出 您 的 解释 

(© 求 BI[XI 

总 共 4 辆 大 客车 载 着 148 名 同学 从 同一 个 学 校 到 足球 馆 , 车 上 分 别 有 40,33,25 和 50 名 
同学 . 随机 抽取 一 名 同学 , 令 X 表示 该 同学 所 在 的 车 上 的 同学 数 ， 同 时 随机 选 一 位 司 
机 , 令 Y 表示 他 驾驶 的 车 上 的 同学 数 

(a) E[X] 和 E[Y] 哪个 大 ? 为 什么 ? (b) 计算 E[X] 和 EI[Y] . 

假设 两 个 队 进 行 一 系列 比赛 , 一 直到 其 中 有 一 队 赢 了 i 局 , 假设 各 局 比赛 胜 负 是 相互 独 
立 的 , 并 且 4 队 获 胜 概率 为 p, 求 出 下 列 条 件 下 比赛 的 局 数 的 期 望 值 ， 

(a) i=2. (b)i=3. 

同时 指出 : 在 两 种 情形 下 , 这 个 期 望 在 p = 1/2 时 达到 最 大 . 

假设 你 有 1000 元 以 及 某 商品 , 该 商品 当前 价格 是 每 盎司 2 元 . 假设 一 周 后 该 商品 的 价 
格 变 成 每 崔 司 1 元 或 者 每 次 司 4 元 , 两 种 情况 的 可 能 性 是 一 样 的 . 


24. 


25. 
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(a) 如 果 你 的 目的 是 使 得 一 周 后 的 期 望 财产 达到 最 大 , 你 将 采取 什么 策略 ? 

(b) 如 果 你 的 目标 是 使 得 你 拥有 该 商品 的 期 望 数 一 周 后 达到 最 大 , 你 又 将 采取 什么 策略 ? 
A 和 B 进行 如 下 赌博 : A 写 下 1 或 2 中 的 一 个 数 , 而 B 要 猜 写 的 是 娜 一 个 , 如 果 A 写 下 
的 数 是 i 目 8 猜 对 了 , 那么 B 从 A 那 获得 i 元, 如果 B 猜 错 了 , 那么 B 将 付 给 A 3/4 
元 . 如 果 B 是 随机 地 猜 , 猜 1 的 概率 为 p, 猜 2 的 概率 为 1 - p, 计算 B 赢 钱 的 期 望 , 如 果 
(a) A 写 的 是 1。 (b) A 写 的 是 2. 

为 使 B 的 期 望 赢 钱 数 的 最 小 值 达到 最 大 , p 应 该 取 什 么 值 , 并 求 出 这 个 极 大 的 极 小 值 . 
(B 的 期 望 赢 钱 数 不 仅 依赖 于 p 的 值 , 还 依赖 于 A 的 策略 .) 

现在 考虑 A, 假设 他 也 是 随机 作出 决定 , 写 1 的 概率 为 9, 那么 A 的 期 望 损失 是 多 大 ? 如 果 
(c) B 狂 的 是 1， (d) B 猜 的 是 2. 

当 9 取 什 么 值 时 , 使 得 A 的 最 大 期 望 损失 达到 最 小 ? 指出 A 的 最 小 的 最 大 期 望 损失 刚 
好 等 于 B 的 最 大 的 最 小 期 望 赢 钱 数 ， 这 个 结果 就 是 著名 的 极 大 极 小 定理 ， 它 是 由 数学 
家 约翰 . 冯 诺 依 曼 建立 的 , 它 也 是 博弈 论 中 的 基本 的 数学 结论 ， 这 个 公共 值 称 为 博弈 
者 B 的 博弈 值 . 

一 个 老虎 机 上 有 3 个 转盘 , 每 个 转盘 上 画 有 20 个 符号 (分 为 樱桃 、 柠 檬 、 梅 子 ， 桔子 ， 
钟 以 及 杆 6 类 ), 表 4.1 显示 了 一 种 转盘 设置 . 根据 该 表 , 在 转盘 1 上 的 20 个 符号 里 面 ， 
共有 7 个 樱桃 , 3 个 桔子 , 等 等 . 押 注 1 单位 的 报酬 如 表 4.2 所 示 . 求 某 玩 家 玩 一 次 的 期 
望 收益 . 假设 每 个 转盘 工作 独立 ,并 且 在 每 一 次 赌博 时 ， 每 个 转盘 上 的 符 导 以 相同 可 能 性 
出 现在 老虎 机 上 . 


表 4.1 老虎 机 设置 示意 图 (习题 25) 
1 转盘 2 
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表 4.2 押 注 1 单位 报酬 示意 图 (习题 25) 


转盘 1 转盘 2 转盘 3 报酬 
杆 杆 杆 60 
钟 钟 钟 20 
钟 钟 杆 18 
梅子 梅子 梅子 14 
桔子 桔子 桔子 10 
桔子 桔子 杆 
栅 桃 樱桃 任意 2 
樱桃 不 是 宰 桃 任意 0 
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一 个 人 随机 地 从 {1, 2…… ,10} 中 选择 一 个 数 , 然后 让 你 猜 这 个 数 . 通过 向 对 方 问 若干 
次 以 “是 ”或 “和 否 ” 为 答案 的 问题 ， 你 就 可 以 根据 推理 确定 这 个 数 ， 计算 下 列 策略 情况 
下 , 需要 提问 次 数 的 期 望 值 ; 

(a) 第 i 个 问题 是 : “是 i 吗 ? ”, i 二 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. 

(b) 每 一 个 问题 都 尽 可 能 去 掉 剩 下 数字 的 一 半 . ? 

保险 公司 开 出 的 保险 单 规 定 , 如 果 某 个 事件 在 一 年 内 发 生 了 , 那么 保险 公司 必须 付 
出 一 笔 钱 4. 如 果 保 险 公 司 估 计 事 件 在 一 年 内 发 生 的 概率 为 p, 他 应 该 向 顾客 收 多 
少 保险 费 , 他 的 期 望 收益 才能 达到 4 的 10%? 

一 个 箱子 里 有 20 件 产 品 , 其 中 4 件 为 残 次 品 . 从 中 随机 取 3 件 作为 样品 , 计算 样品 中 
的 残 次 品 数量 的 期 望 值 . 

某 个 机 器 停止 工作 有 两 个 可 能 原因 , 检查 第 一 个 可 能 原因 需要 花费 Cn 元 , 经 查 如 果 确 
实 是 这 个 原因 , 那么 还 需要 修理 费用 Ri 元 才能 修好 机 器 . 类似 地 , 检查 第 二 个 可 能 原 
因 需 要 花费 C2 元 , 如 果 确 是 这 种 原因 需要 修理 费用 为 R2 元 . 令 p 和 1 一 p 分 别 表示 机 
器 停止 工作 由 第 一 种 和 第 二 种 原因 引起 的 概率 . 在 p,Ci, Ri,i = 1,2 满足 何 种 条 件 下 ， 
我 们 先 检查 第 一 种 原因 再 检查 第 二 种 原因 上 比 反 过 来 的 次 序 能 使 得 机 器 正常 工作 所 需要 
的 花费 的 期 望 值 小 ? 

注意 : 如 果 第 一 次 检查 发 现 不 是 预期 原因 , 那么 仍 需 检查 第 二 种 可 能 性 . 

某 人 撞 一 枚 均匀 硬币 直到 第 一 次 出 现 反面 朝 上 . 如 果 反 面 朝 上 出 现在 第 ”次 抛掷 , 他 
将 赢得 2” 元 , 令 X 表示 他 的 赢利 , 指出 E[X] = +oo . 该 问题 就 是 圣彼得堡 悖 论 . 

(a) 你 庆 意 付出 100 万 元 玩 一 局 这 个 游戏 吗 ? 

(b) 如 果 每 局 付出 100 万 , 你 可 以 一 直 玩 下 去 , 直到 你 想 停止 该 游戏 , 你 会 玩 吗 ? 

每 天 晚上 , 不 同 的 气象 工作 者 都 将 告诉 我 们 明天 下 雨 的 概率 . 为 了 判断 他 们 的 预测 水 
平 , 我 们 按 如 下 方式 给 他 们 评分 : 如 果菜 个 人 说 明天 下 雨 的 概率 为 p, 那么 他 (她 ) 的 得 
分 为 


1—p? 否则 

我 们 将 要 在 一 个 时 期 内 记录 这 个 分 数 , 并 且 推 断 平均 分 数 最 高 者 为 最 好 的 天 气 预 测 者 . 
现在 假设 某 气象 工作 者 也 了 解 这 点 , 他 (她 ) 当然 想 使 得 其 期 望 分 数 最 大 化 . 如 果 他 确 
信 明 天 下 雨 的 概率 为 p*, 那么 他 (她 ) 应 该 给 出 怎样 的 p 值 才 能 使 得 期 望 分 数 最 大 化 ? 
100 人 要 做 血液 检查 , 以 便 确 定 是 否 有 某 种 疾病 然而 , 医院 采用 这 样 的 办 法 : 将 100 人 
分 成 10 人 一 组 , 将 10 人 的 样本 混在 一 起 进行 检查 . 如 果 检 验 结 果 为 阴性 , 那么 这 一 次 
测试 对 该 组 10 人 已 经 足够 , 若 混合 样本 为 阳性 , 那么 还 要 对 该 组 10 个 样本 逐个 进行 检 
查 , 这 样 就 共 要 检查 11 次 . 设 每 个 人 得 病 的 概率 为 0.1, 并 且 彼 此 相互 独立 . 计算 对 每 
一 个 10 人 小 组 检查 的 平均 次 数 (假定 10 人 组 内 有 一 人 得 病 , 混合 血样 就 会 显示 阳性 ). 
某 卖 报 小 孩 以 10 美 分 买 进 报纸 并 以 15 美 分 卖 出 , 然而 , 不 许 他 退还 没有 卖 出 的 报纸 . 
如 果 卖 的 报纸 的 需求 量 是 参数 为 n = 10,p = 1/3 的 二 项 随机 变量 , 给 出 他 大 约 应 该 进 
多 少 报纸 以 达到 期 望 收 益 的 最 大 化 . 


| 1- (1 一 p)? 如 果 第 一 天 果然 下 十 


1， 比 如 可 以 这 样 提问 , 第 一 个 问题 : 这 个 数 大 于 5 吗 ? 如 果 答案 是 , 去 掉 了 前 面 一 半 , 如 果 回答 否 , 去 掉 
了 后 一 半 , 然后 继续 重复 类 似 的 问题 . 一 译 者 注 
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习 题 145 


在 例 4b 中 , 假设 如 果 没 有 满足 顾客 的 要 求 ( 即 顾客 买 商品 时 , 商店 缺 货 ), 也 会 导致 
每 单位 商品 增加 一 个 额外 的 成 本 c( 这 常常 称 为 信誉 成 本 ,因为 商店 无 法 满足 客户 的 要 
求 ), 计算 该 商店 围 货 s 单位 时 其 期 望 利润 值 , 并 且 计 算 能 使 得 期 望 利润 最 大 化 的 s 值 . 
盒子 里 有 5 个 红 弹 子 , 5 个 蓝 弹子 , 随机 从 中 取 2 个 . 如 果 颜 色相 同 , 那么 赢得 1.10 元 ， 
如 果 颜 色 不 同 , 将 赢得 -1.00 元 (也 即 输 掉 1 元 ), 计算 

(a) 硫 得 的 期 望 值 ，(b) 赢得 的 方差 ， 

考虑 习题 22, 其 中 i = 2. 计算 玩 游戏 局 数 的 方差 , 并 证 明 当 p= 1/2 时 , 该 值 取得 最 大 值 . 
计算 习题 21 中 Var(X) 和 Var(Y). 

如 果 EI[X] = 二 1 及 Var(X) = 5, 计算 

(a) El(2+ X)?]. (bj Var(4+3X). 

从 一 个 装 有 3 个 白 球 3 个 黑 球 的 坛子 里 随机 地 取 球 , 然后 放 回 , 再 取 , 一 直 进行 下 去 . 
问 最 先 取 出 的 4 个 球 当 中 , 恰 有 2 个 是 白 球 的 概率 ? 

一 次 考试 有 5 道 题目 , 同时 每 道 题 列 出 3 个 可 能 答案 , 其 中 有 一 个 答案 是 正确 的 . 某 学 
生 靠 猜测 能 答对 至 少 4 道 题 的 概率 是 多 大 ? 

某 人 自称 有 超 感 官 力作 为 对 他 的 考验 , 将 一 枚 均匀 的 硬币 抛 10 次 , 让 他 事先 预测 抛 
得 的 结果 , 10 次 中 他 说 对 了 7 次 . 如 果 他 没有 超 感官 力 , 他 将 作出 至 少 这 样 好 的 答案 的 
概率 是 多 少 ? 

飞机 在 飞行 中 引擎 出 故障 的 概率 为 1 - p, 且 各 引擎 独立 . 如 果 飞 机 要 半数 以 上 引擎 工 
作 正 常 才能 安全 飞行 , 那么 p 为 多 大 值 时 , 5 个 引擎 的 飞机 要 优 于 3 个 引擎 的 飞机 ? 

某 通讯 系统 传送 数字 0 与 1, 但 由 于 静电 干扰 , 传送 的 数字 被 错误 地 接受 的 概率 为 0.2. 
假定 我 们 要 传送 一 个 由 0 和 1 组 成 的 重要 电报 , 为 减少 出 错 的 机 会 , 我 们 用 00000 代 
替 0, 用 11111 代替 1. 如 果 收 讯 者 用 过 半 译 码 法 ( 即 收 到 一 半 以 上 为 0 则 译 码 为 0, 一 
六 以 上 为 1 则 译 码 为 1), 那么 被 传送 的 每 个 信息 译 出 后 是 错误 的 概率 有 多 大 ?此 处 作 
了 何 种 独立 性 假设 ? 

某 卫 是 系统 由 m 个 元 件 组 成 ,在 某 天 内 如 果 至 少 & 个 元 件 工 作 正常 ， 那 么 卫星 工作 正常 . 
某 下 雨天 , 每 个 元 件 失效 的 概率 都 为 pl, 且 相 互 独立 . 而 天 晴 时 每 个 元 件 失效 的 概率 为 pz， 
也 相互 独立 . 如 果 明 天 下 雨 的 概率 为 a, 那么 明天 卫星 仍 正常 工作 的 概率 是 多 大 ? 

某 学 生 已 准备 好 参加 一 次 重要 的 口试 , 且 对 口试 那天 他 将 处 于 怎样 的 精神 状态 很 关心 . 
因为 他 估计 , 如 果 他 处 于 最 佳 状态 , 则 其 主考 人 各 自 独 立地 给 他 及 格 的 概率 为 0.8, 若 他 
处 于 很 坏 的 状态 ， 上述 概 率 降 到 0.4. 若 假定 有 过 半数 主考 人 给 他 及 格 , 他 的 口试 才 算 
合格 , 旦 这 个 学 生 已 感到 他 处 于 很 坏 的 状态 的 可 能 性 比 处 于 最 佳 状态 的 可 能 性 大 一 倍 ， 
问 他 是 邀请 5 位 主考 人 还 是 3 位 主考 人 为 好 ? 

假定 某 12 个 人 组 成 的 陪审 团 至 少 有 9 票 有 罪 票 才能 判决 一 被 告 有 罪 , 并 设 陪审 员 对 有 
罪人 投 无 罪 票 的 概率 为 0.2, 而 对 无 罪人 投 有 罪 票 的 概率 为 0.1, 如 果 各 陪审 员 的 行为 相 
艺 独 立 , 且 65% 的 被 告 是 事实 上 有 罪 的. 试 求 此 陪审 团 作 出 正确 判决 的 概率 . 被 告 中 被 
判 为 有 罪 的 占 多 大 百分比 ? 

某 些 军事 法 庭 常任 命 9 名 法 官 , 原告 与 被 告 的 律师 都 有 权 拒 绝 任 何 法 官 出 庭 , 被 拒绝 的 
法 官 即 离 庭 且 不 再 找 人 替换 .如 果 过 半数 法 官 投 有 罪 票 ， 则 被 告 被 宣判 有 罪 , 否则 , 他 
就 被 判 为 无 罪 . 假设 对 一 个 事实 上 有 罪 的 被 告 , 各 法 官 (独立 地 ) 投 有 罪 票 的 概率 为 0.7， 
而 对 事实 上 无 罪 的 被 告 , 这 个 概率 下 降 到 0.3. 
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第 4 章 随机 变量 


(a) 当 出 庭 法 官 数 如 下 时 , 一 个 有 罪 的 被 告 被 判 为 有 罪 的 概率 是 多 少 ? 
(i) 9;， (说 8 (这 ) 7. 

(b) 对 一 个 无 罪 的 被 告 重 做 (a). 

(c) 假定 原告 律师 不 行使 拒绝 法 官 出 庭 的 权利 , 并 限定 被 告 律师 至 多 可 拒绝 两 名 法 官 ， 
如 果 被 告 律师 有 60% 的 把 握 判 断 他 的 当事人 事实 上 是 有 罪 的 , 那么 他 拒绝 几 名 法 
官 为 好 ? 

已 知 某 公司 生产 的 磁盘 为 残 次 品 的 概率 为 0.01, 且 相 互 独立 . 该 公司 按 包 出 售 磁盘 , 每 

包 10 张 , 并 且 作 出 保证 : 每 包 里 最 多 有 一 个 残 次 品 磁 盘 , 否则 予以 退货 处 理 . 如 果 某 人 

买 了 3 包 , 问 正好 要 退货 1 包 的 概率 是 多 人 ? 

当 掷 硬币 1 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 0.4; 当 掷 硬币 2 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 0.7. 随机 选 

一 枚 硬币 掷 10 次 : 

(a) 10 次 投掷 中 , 正好 有 7 次 正面 朝 上 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 在 第 一 次 投掷 为 正面 的 条 件 下 , 在 10 次 投掷 中 正好 有 7 次 正面 朝 上 的 条 件 概 率 是 
多 大 ? 

假设 搓 一 枚 不 均匀 硬币 , 正面 朝 上 的 概率 为 p, 连续 搓 10 次 , 已 知 一 共 6 次 正面 朝 上 ， 

求 以 下 事件 的 条 件 概 率 : 

(a) 前 三 次 为 H,T,T( 意 味 着 第 一 次 为 正面 朝 上 , 第 二 次 为 反面 朝 上 , 第 三 次 为 反面 朝 
上 ); 

(b) 前 三 次 为 T,H,T. 

某 本 杂志 的 一 页 上 的 印刷 错误 的 个 数 的 期 望 为 0.2, 那么 下 一 页 的 印刷 错误 数 如 下 的 概 

率 是 多 大 ? 

(a) 0， (b) 2. 

解释 理由 . 

全 世界 每 个 月 商业 飞机 发 生 验 毁 事 故 的 平均 值 为 3.5, 以 下 事件 的 概率 是 多 大 ? 

(a) 下 个 月 至 少 有 2 起 坠毁 事故 ， (b) 下 个 月 至 多 1 次 坠毁 事故 . 

试 解释 原因 . 

去 年 纽约 州 大 概 举行 80 000 次 婚礼 . 估计 如 下 概率 值 ， 

(a) 至 少 有 一 对 夫妇 他 们 都 出 生 于 4 月 30 日 ，(b) 至 少 有 一 对 夫妇 生日 相同 . 

说 明 你 做 的 假设 . 


. 某 高 速 公路 上 每 周 丢 弃 车 辆 的 平均 值 为 2.2, 求 以 下 事件 概率 的 近似 值 : 


(a) 下 一 周 没有 丢弃 车 辆 ， (b) 下 一 周至 少 丢弃 两 辆 和 车. 


. 某 打 字 社 雇 了 两 名 打字 员 . 第 一 个 打字 员 打 字 时 , 每 篇 文章 出 错 的 平均 数目 为 3, 而 第 


二 个 打字 员 每 篇 文章 出 错 的 平均 数目 为 42. 如 果 你 的 文章 等 可 能 地 分 配给 这 两 个 人 ， 
近似 估计 没有 出 错 的 概率 . 


至 少 需 要 多 少 人 , 这 样 其 中 至 少 有 一 人 与 你 生日 相同 的 概率 超过 1/2? 
假设 某 高 速 公 路 上 每 天 事故 数 是 一 参数 为 = 3 的 泊 松 随机 变量 ， 


(a) 求 今天 至 少 发 生 3 件 事 故 的 概率 ; 
(b) 在 今天 至 少 发 生 了 一 件 事故 的 假定 条 件 下 , 重 做 (a). 


， 比 较 下 列 情形 下 , 泊 松 近似 和 二 项 随机 变量 的 概率 : 
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习 题 147 


(a) P{X = 2?}, 其 中 由 =8p=0.1; (b) P{X =9}, 其 中 n= 10,p = 0.95; 
(c) P{X = 0}, 其 中 路 = 10,p=0.1 (dj P{X =44, 其 中 n= 9,p=0.2. 
如 果 你 买 了 50 张 彩票 , 每 张 中 彩 的 机 会 为 1/100, 问 你 将 有 以 下 中 彩 数 的 (近似 ) 概率 
是 多 少 ? 
(a) 至 少 1 张 ; (b) 正好 1 张 ; (c) 至 少 2 张 . 
给 定 一 年 内 , 人 患 感冒 的 次 数 为 参数 为 和 = 5 的 泊 松 随机 变量 . 假设 有 种 新 药物 (基于 
大 量 维生素 C) 经 过 市 场 验证 , 对 75% 的 人 有 效 , 并 能 将 泊 松 分 布 的 参数 减少 为 入 = 3， 
对 另外 25% 的 人 不 起 作用 . 如 果 某 个 人 服用 了 该 药 , 一 年 内 患 了 2 次 感冒 , 那么 该 药 对 
他 (她 ) 有 效 的 可 能 性 是 多 大 ? 
一 手 牌 分 到 福 尔 之 斯 的 概率 约 为 0.0014, 如 果 你 玩 1000 手 牌 , 求 至 少 有 2 手 福 尔 察 斯 
的 近似 概率 . 
如 果 有 nn 对 夫妻 随机 坐 在 一 张 圆桌 旁 , 那么 没有 妻子 坐 在 丈夫 身边 的 概率 近似 为 多 少 ? 
当 n= 10 时 , 将 此 值 与 第 2 章 给 出 的 例 5n 中 的 精确 答案 比较 . 
进入 某 赌场 的 速度 为 每 两 分 钟 一 人 , 试问 ， 
(a) 在 12:00 至 12:05 之 间 没 有 人 进入 赌场 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 在 这 段 时 间 内 , 至 少 有 4 人 进入 赌场 的 概率 是 多 大 ? 
某 州 每 个 月 的 自杀 率 为 每 100 000 个 居民 中 有 一 个 自杀 . 
(a) 该 州 的 一 个 拥有 400 000 居民 的 城市 , 在 给 定 月 份 内 至 少 有 8 名 自杀 者 的 概率 是 
多 大 ? 
(b) 一 年 内 至 少 有 两 个 月 , 每 月 至 少 有 8 名 自杀 者 的 概率 是 多 大 ? 
(c) 记 当 前 的 月 份 为 1, 第 一 次 超过 8 名 自杀 者 的 月 份 为 i,i > 1 的 概率 是 多 大 ? 
你 作 了 哪些 假设 ? 
某 军营 有 500 士兵 , 每 人 得 某 种 疾病 的 概率 为 1/103, 且 相 互 独立 . 为 了 方便 , 将 500 份 
血样 混在 一 起 进行 检测 . 
(a) 求 混合 的 血液 呈 阳 性 的 近似 概率 (这 样 至 少 有 一 名 士兵 患 有 此 疾病 ). 
现 假定 血液 呈 阳 性 . 
(b) 这 种 情况 下 , 多 于 1 人 患 此 疾病 的 概率 有 多 大 ? 
再 设 其 中 一 人 琼斯 知道 自己 患 有 该 疾病 . 
(c) 琼斯 认为 多 于 1 人 患 此 病 的 概率 有 多 大 ? 
由 于 混合 样本 为 阳性 , 医生 决定 每 一 个 人 都 要 测试 . 前 面 i 一 1 个 人 为 阴性 , 第 i 人 为 琼 
斯 , 检查 为 阳性 . 
(d) 作为 i 的 函数 , i 后 面 有 人 上 患 此 病 的 概率 是 多 大 ? 
由 mn 对 夫妇 组 成 的 2n 个 人 随机 (任何 一 种 顺序 都 是 等 可 能 的 ) 坐 在 一 张 圆桌 上 . 记 CG; 
为 “第 i 对 夫妻 坐 在 一 起 ”, i = 1,.… ,n. 
(a) 求 P(Ci).，(b) 对 j 关 如 求 P(Cj|Ci). 
(c) 当 n 很 大 时 , 近似 计算 没有 一 对 夫妻 坐 在 一 起 的 概率 . 
重复 计算 上 面 的 问题 , 如 果 要 求 男女 间隔 坐 . 
为 了 对 付 10 枚 导弹 的 袭击 , 发 射 了 500 枚 拦截 导弹 . 拦截 导弹 随机 地 选择 导弹 作为 目 
标 , 而 且 是 等 可 能 的 . 如 果 拦截 导弹 命中 目标 的 概率 是 0.1, 且 相 互 独立 , 利用 泊 松 范例 
近似 计算 所 有 导弹 被 成 功 拦截 的 概率 . 
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掷 一 枚 均匀 硬币 10 次 , 用 以 下 方法 计算 存在 一 个 长 度 为 4 的 正面 朝 上 序列 的 概率 : 
(a) 利用 课文 中 导出 的 公式 ; (b) 利用 课文 中 导出 的 递 推 公式 ; 

(c) 与 用 泊 松 近似 得 到 的 结果 进行 对 比 . 

在 时 刻 0 时 投掷 一 枚 正面 朝 上 概率 为 p 的 硬币 , 设 它 落 地 后 也 正面 朝 上 . 根据 参数 为 
和 的 泊 松 过 程 选 定时 刻 捡 起 硬币 并 抛掷 (两 次 抛掷 之 间 硬 币 就 放 在 地 上 ). 那么 在 时 刻 
t 硬币 为 正面 朝 上 的 概率 是 多 大 ? 

提示 : 到 时 刻 土 没有 额外 的 投 搓 的 条 件 下 , 其 条 件 概 率 是 多 大 ? 如 果 有 额外 投掷 , 其 条 
件 概 率 又 是 多 大 ? 

考虑 轮 盘 赌 中 的 一 个 轮 盘 , 有 38 个 数字 一 一 从 1 到 36 还 有 0 以 及 00. 如 果 史 密斯 经 
常 押 注 在 1 到 12 之 间 , 试 求 以 下 概率 : 

(a) 史密斯 将 要 输 掉 开始 的 5 局 (b) 他 第 一 次 赢 钱 将 是 第 4 次 下 注 . 

两 个 蒜 队 进行 一 系列 比赛 , 先 赢得 4 场 比 赛 的 球 队 获得 最 终 胜 利 ， 假 设 其 中 一 球 队 的 
水 平 比 男 一 球 队 稍 强 , 其 赢得 每 一 场 胜利 的 概率 为 0.6, 且 各 场 的 胜 负 相互 独立 . 求 强 
队 获 得 最 终 胜 利 时 比赛 的 场 数 为 i 的 概率 , i = 4, 5,6,7. 并 与 在 3 局 两 胜 的 比赛 中 获胜 
的 概率 进行 比较 . 

考虑 习题 72, 如 果 两 队 势均力敌 , 每 场 比赛 每 队 获胜 的 概率 为 1/2, 计算 比赛 结束 时 
比赛 场 数 的 期 望 值 . 

某 记 者 有 一 份 要 采访 的 人 的 名 单 , 假设 该 记者 需要 采访 5 人 , 上 且 任 一 个 人 (独立 地 ) 同 
意 被 采访 的 概率 为 2/3. 那么 名 单 上 的 人 数 为 (a)5 人 (b)8 人 时 , 他 能 达到 采访 人 数 要 求 
的 概率 为 多 大 ? 

对 于 (b) 来 说 , 该 记者 采访 到 其 名 单 上 的 (c)6 人 (d)7 人 时 才刚 好 达到 采访 人 数 要 求 的 
概率 为 多 大 ? 

连续 掷 一 枚 均匀 硬币 ， 直 到 出 现 第 10 次 正面 朝 上 为 止 . 令 X 表示 反面 朝 上 出 现 的 次 
数 , 计算 X 的 分 布 列 . 

求解 以 下 情形 的 巴 拿 赫 火 柴 问题 ( 例 8e): 左边 的 火柴 盒 开 始 有 Ni 根 火 柴 , 右边 的 火 
柴 盒 开 始 有 Na 根 火柴 . 

在 巴 拿 赫 火柴 问题 中 , 求 以 下 事件 概率 : 第 一 个 盒子 为 空 时 (这 个 时 刻 与 发 现 盒子 为 空 
盒 的 时 刻 是 不 一 样 的 ),， 另 一 个 盒子 还 有 上 根 火 柴 . 

坛子 里 有 4 个 白 球 , 4 个 黑 球 , 随机 从 中 抽取 4 个 球 , 如 果 2 黑 2 白 , 那么 停止 抽 球 . 否 
则 , 将 这 些 球 放 回 再 次 抽取 4 个 , 直到 抽取 的 4 个 球 中 正好 有 2 个 白 球 , 那么 此 时 我 们 
正好 做 了 n 次 抽取 的 概率 是 多 大 ? 

假设 一 批 100 个 零件 中 有 6 个 残 次 品 , 其 他 94 个 是 合格 品 . 如 果 随 机 从 中 抽取 10 个 ， 
记 X 为 其 中 “ 残 次 品 数 ”, 求 

(a) P{X=0}, (b) P{X >2}. 

流行 于 内 华 达 州 赌场 的 一 种 赌博 叫 “ 凯 诺 ”, 其 赌 法 如 下 : 赌场 从 1 至 80 号 中 随机 地 
取出 20 个 号 码 , 赌 徒 再 从 这 80 个 号 码 中 任 取 1 至 15 个 号 码 . 如 果 赌 徒 取出 的 号 码 中 
有 一 定 比 例 个 数 的 号 码 与 赌场 所 取出 的 号 码 相 同 , 则 他 取胜 , 赢得 的 钱 数 是 赌 徒 取 号 码 
的 个 数 与 其 中 配 上 对 的 号 码 个 数 的 函数 . 例如 , 赔 徒 只 取 一 个 号 码 时 , 若 此 号 码 在 赌场 
所 取 的 20 个 号 码 中 , 则 他 每 下 注 1 元 赌注 赢 2.2 元 . (由 于 此 时 赌 徒 的 获胜 概率 为 1/4， 
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所 以 公平 的 赢得 钱 数 显然 应 是 每 1 元 赌注 赢 3 元 .) 当 赔 徒 取出 2 个 号 码 时 , 若 这 2 个 
号 码 都 在 赌场 所 取 的 20 个 号 码 之 中 , 则 每 下 1 元 赌注 赢得 12 元 . 
(a) 此 时 公平 的 赢 钱 数 应 是 多 少 ? 
令 已 表示 赌 徒 取 出 nn 个 号 码 之 中 恰 有 上 个 在 赌场 取出 的 20 个 号 码 之 中 的 概率 . 
b) 求 出 Pik. 
人 在 凯 诺 赌 中 , 最 典型 的 赌 法 是 赌 徒 取 10 个 号 码 , 这 种 情况 下 赌场 付出 的 钱 数 如 下 
表 . 试 计算 期 望 赢得 的 钱 数 . 


表 4.3 押 注 10 个 号 码 赢得 钱 数 


猜 对 个 数 每 一 元 赌注 赢得 钱 数 
0~4 —1 
5 1 
6 17 
7 179 
8 1299 
9 2599 
10 24 999 


81. 在 例 8i, 具 有 i 个 残 次 品 的 包 被 拒绝 的 概率 有 多 大 ? 计算 i= 1 及 4 时 的 拒绝 概率 . 如 
果 已 知 一 个 包 被 拒绝 了 , 那么 它 包 含 4 个 残 次 品 的 条 件 概率 是 多 大 ? 

82. 购买 者 按 包 购买 某 晶体 管 , 一 包 20 个 , 其 购买 方式 如 下 : 随机 检查 该 包 里 4 个 , 如 果 4 
个 全 是 合格 品 , 那么 接受 这 包 , 否则 就 拒绝 . 如 果 每 包 里 的 零件 是 否 为 残 次 品 是 相互 独 
立 的 , 且 概 率 为 0.1, 那么 拒绝 的 包 数 的 比例 是 多 大 ? 
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.有 和 N 种 不 同 的 优惠 券 , 每 次 收集 的 种 类 都 是 相互 独立 的 , 而 且 收 集 到 第 i 种 的 概率 为 
Pi 二 1,2,… ,NN, 令 了 表示 某 人 为 了 每 个 种 类 至 少 收集 到 一 张 需要 的 总 张 数 , 计算 
P{T = n}. 
提示 : 利用 类 似 例 le 的 方法 . 

.利用 概率 的 连续 性 质 求 出 Jim P{X < 器 

利用 X 的 分 布 函数 求 出 P{X > a} 的 表达 式 . 

.如果 X 的 分 布 函数 为 FF, 那么 eX 的 分 布 函数 是 什么 ? 

如 果 XX 的 分 布 函数 为 F, 那么 随机 变量 aX + 6 的 分 布 函数 是 什么 ?其 中 a, 6 是 常数 ， 
a 天 0. 

.对 取 值 为 非 负 整 数 的 随机 变量 N, 证 明 


[nn 


A 


[ea 


已 LN] = 入 P{N > 计 ， 


提示 : 总 1 P{N > 讨 = 开 2 守 忆 , P{N = 有. 然后 交换 求 和 次 序 . 
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对 一 个 取 值 非 负 整 数 的 随机 变量 N, 证 明 


> iP{N > i} = 3(BIN’] ~ BIN)). 


提示 : 靖 它 viP{N > 吓 = 工 oz RNIP{N = 有 j, 然后 交换 求 和 次 序 


- 设 久 满足 


P{X=1}=p=1- P{X=-1} 
求 c,c 关 1 使 得 Elc*] = 1 


- X 为 一 随机 变量 , 期 望 值 为 y, 方差 为 "”. 求 以 下 随机 变量 的 期 望 和 方差 : 


y= -rk 
oO 


设 X 为 服从 参数 为 (n, p ) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , 证 明 : 
| 1 ] _ 1-(1—p)"t! 
X+l (n+l)p 


.考虑 n 重 独立 重复 试验 ,每 次 成 功 的 概率 为 p， 证 明 让 次 成 功 , n - 大 次 失败 的 共 


nl/[k!(n 一 8 种 可 能 排列 方式 都 是 等 可 能 的 . 
n 个 元 件 排 成 一 排 , 每 个 元 件 工作 正常 的 概率 为 p, 且 各 元 件 相互 独立 问 没有 两 个 相 
邻 的 元 件 都 工作 不 正常 的 概率 是 多 大 ? 
提示 : 以 工作 不 正常 的 元 件 的 个 数 作为 条 件 , 利用 第 1 章 例 4c 的 结果 . 
X 为 服从 参数 为 (n,p) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , p 取 何 值 时 能 使 p{X = 后 取 最 大 值 ? 
二 0,1,.… ,mn. 这 是 关于 一 个 统计 方法 的 例子 , 是 当 观 察 到 X = 时, 估计 未 知 参 数 p 
的 一 种 统计 方法 . 如 果 我 们 假定 n 已 知 , 通过 选择 使 得 P{X = &} 最 大 来 估计 p, 这 就 
是 所 谓 的 极 大 似 然 估计 方法 . 
一 个 家 庭 有 7 个 孩子 的 概率 为 ap",m > 1, 其 中 a < (1 p)/y. 
(a) 没有 孩子 的 家 庭 的 比例 是 多 大 ? 
(b) 如 果 孩 子 是 男孩 或 女孩 的 概率 相等 , 且 各 孩 了 的 性 别 是 相互 独立 的 . 那么 有 大 个 男 
孩 (可 能 还 有 若干 女孩 ) 的 家 庭 比例 是 多 大 ? 
考虑 n 次 独立 重复 投 毛 一 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p. 证 明 有 偶数 个 正面 朝 上 的 
概率 为 [1 + (q 一 p)"]/2, 其 中 gq = 1 一 p. 此 题 , 要 先 证 明 再 利用 如 下 等 式 : 
En/ 
>》 (P) pg" = 3l(p +q)" +(g—p)"] 
i=0 
其 中 fw/a] 是 不 超过 /2 的 最 大 整数 将 本 题 与 第 3 章 的 理论 习题 16 进行 比较 
令 扰 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 证 明 P{X = 订 随 着 i 的 增加 , 先是 单 
调 递增 , 然后 再 单调 递减 , 当 i 取 值 为 不 超过 和 的 最 大 整数 时 , 它 取得 最 大 值 . 
提示 : 考虑 P{X =ij/P{X =i 一 1}. 
令 X 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 . 
(a) 证 明 : 
P{X 为 偶数 } = 3 [1+e-3] 


利用 理论 习题 15 的 结果 以 及 泊 松 分 布 和 二 项 分 布 之 间 的 关系 证 明 . 
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(b) 直接 利用 e-* + ex 的 展开 式 来 证 明 上 述 等 式 . 
令 X 为 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 入 取 何 值 时 P{X = 全 取 最 大 值 ( > 0). 
如 果 X 为 服从 参数 为 A 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 证 明 

E[X"] = 和 AE[(X 二 12 
利用 该 结果 计算 E[X5]. 
考虑 n 枚 硬币 , 每 枚 硬币 正面 朝 上 的 概率 都 是 p, 且 相 互 独立 . 假设 ” 较 大 , 而 p 较 小 ， 
令 和 = np. 假设 掷 ” 枚 硬币 , 一 直到 至 少 有 一 枚 硬币 正面 朝 上 为 止 , 否则 继续 掷 这 n 
枚 硬币 . 也 即 , 停 下 来 的 时 候 至 少 有 一 枚 硬币 正面 朝 上 . 令 X 表示 停 下 来 时 正面 朝 上 的 
出 现 的 总 枚 数 . 下 列 关 于 P{X = 1} 的 近似 计算 的 理由 哪个 是 正确 的 ? 所 有 情形 中 , 了 
都 是 一 个 服从 参数 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 
(a) 因为 掷 n 枚 硬币 时 , 正面 朝 上 出 现 的 次 数 近似 于 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 , 因此 


P{X=1}~P{Y=1}=AXe™* 


(b) 因为 掷 n 枚 硬币 时 , 正面 朝 上 出 现 的 次 数 近似 于 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 , 而 且 此 
数 为 正 时 才 会 停止 , 因此 
Ae™* 
(c) 因为 至 少 出 现 一 枚 正面 朝 上 , 当 其 他 n 一 1 枚 都 不 是 正面 朝 上 时 XX 二 1. 又 因 m -1 
枚 硬币 出 现 的 正面 朝 上 的 枚 数 近似 服从 参数 为 (n 一 1)p s 和 的 泊 松 分 布 , 因此 
P{X =1}% P{Y =0}=e™* 
随机 抽取 了 n 人 , 令 Ei; 表示 事件 “第 i 人 和 第 ; 人 生日 相同 ”, 假定 一 个 人 的 生日 在 
365 天 任 一 天 的 可 能 性 是 一 样 的 . 计算 : 
(a) P(Es,4|Ei,2); (b) P(Ei,3|B1,2); (c) P(E2,3|Ei,2 N Bi,s). 
关于 《2) 个 事件 书 ， 的 独立 性 , 你 从 上 能 得 出 什么 结论 ? 
坛子 里 有 2n 个 球 , 其 中 两 个 标号 1, 两 个 标号 2, .…, 两 个 标号 n. 每 次 无 放 回 地 随机 
从 中 取出 2 个 , 令 工 表示 取出 来 的 两 个 球 第 一 次 同 号 时 的 取 球 次 数 , (如 果 根本 没有 出 
现 过 两 球 同 号 , 那么 了 = co), 对 0 < a < 1, 我 们 要 证 明 


lim P{T > an} =e-°/2 
N00 


为 了 证 明 这 点 , 令 Mi 表示 在 前 上 次 取 球 后 取出 来 的 号 码 相同 的 球 对 数 , & = 1,.… ,n. 
(a) 说 明 当 n 很 大 时 , M4 可 认为 是 k 次 (近似 ) 独立 重复 试验 中 试验 成 功 的 次 数 . 

(b) 当 n 很 大 时 , 求 P{M = 0} 的 近似 值 . 

(c) 利用 随机 变量 Mi 的 值 表示 事件 {TT > an}. 

(d) 给 出 P{T > am] 的 公式 , 求 极限 概率 . 

考虑 有 个 人 (n 至 少 取 值 在 80 ~ 90 之 间 ), 在 近似 计算 没有 3 个 人 同一 天 生日 的 概 
率 时 , 一 个 比 在 文中 得 到 的 要 好 的 泊 松 近似 如 下 : 令 及 表示 事件 “至 少 有 3 人 生日 在 
第 i 天 ” ,i 二 1,.…. ,365. 
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(a) 计算 P(E;);，(b) 给 出 没有 3 人 同一 天 生日 的 概率 的 近似 值 ; 
(c) 当 n = 88( 可 以 证 明 n = 88 为 使 得 概率 超过 1/2 的 最 小 n 的 值 ) 时 , 计算 上 述 概率 . 
连续 搓 ” 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p. 考虑 事件 “试验 序列 中 出 现 连续 上 次 正面 
朝 上 ”的 概率 已 . 以 下 是 计算 这 个 概率 的 另 一 个 方法 : 
(a) 证 明 , 对 于 <n, 在 试验 序列 中 出 现 连续 的 有 次 正面 朝 上 的 充 要 条 件 是 : 
(i) 在 前 面 n 一 1 次 掷 硬 币 试验 结果 序列 中 , 已 经 出 现 连续 的 次 正面 向 上 的 子 序 
列 , 或 者 
( 芝 在 前 面 ”一 大 一 工 次 掷 硬币 的 试验 结果 序列 中 , 没有 出 现 连 续 次 正面 朝 上 的 
子 序列 , 但 第 ”一 大 次 掷 硬币 时 正面 朝 下 , 第 n -大 二 1 ,7 次 都 是 正面 向 上 . 
(b) 利用 (a) 建立 玉 与 P-1 的 递 推 关 系 . 从 P = p* 开始 , 利用 该 递 推 公 式 可 得 
Pcti, 然后 及 + 等 等 , 直到 已 ,， 
假设 在 某 个 时 间 内 事件 发 生 的 次 数 为 参数 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 如 果 每 个 事件 被 统计 
到 的 概率 为 p, 且 各 个 事件 是 否 被 统计 是 相互 独立 的 , 指出 被 统计 到 的 事件 的 数目 为 参 
数 为 Xp 的 泊 松 随机 变量 , 并 给 出 一 个 直观 解释 . 作为 上 述 理论 的 应 用 , 假设 某 个 地 区 
的 铀 的 矿 点 数 为 参数 为 和 = 10 的 泊 松 随机 变量 ， 如 果 , 给 定 一 个 时 间 段 内 , 每 个 矿 点 
被 发 现 的 概率 为 1/50, 且 相 互 独立 . 求 以 下 事件 的 概率 : - 
(a) 这 上段 时 间 内 正好 发 现 1 个 矿 点 ; (b) 这 段 时 间 内 至 少 发 现 1 个 矿 点 ; 
(c) 这 段 时 间 内 最 多 发 现 1 个 矿 点 . 
证 明 ，; 


提示 : 利用 分 部 积分 . 
如 果 区 为 一 几何 随机 变量 , 给 出 分 析 的 证 明 : 


P{X=n+k|X >n}= P{X= 冉 


利用 几何 随机 变量 的 定义 直观 地 说 明 上 式 成 立 的 原因 . 
令 针 为 参数 为 (r, p) 的 负 二 项 随机 变量 , 令 Y 为 参数 为 (n, p) 的 二 项 随机 变量 , 指出 
P{X >n}= P{Y <r} 


提示 可 以 有 两 种 方法 完成 证 明 .一 种 用 分 析 的 方法 , 上 式 等 价 于 下 列 恒等式 
5 (Cr -p= 5 pp 
十 上 i=0 


羽 一 种 是 利用 随机 变量 的 概率 解释 . 也 即 , 考虑 进行 一 系列 成 功率 均 为 p 的 独立 试验 ， 
用 试验 结果 表示 事件 {X > n} 和 {Y < 7}. 

设 X 为 一 超 几 何 随机 变量 , 计算 P{X = 十 1}/P{X = 全， 

坛子 里 装 有 标 有 号 码 1 到 N 的 球 . 假设 随机 无 放 回 地 抽取 nn 个 球 , n < N . 令 Y 表示 
抽取 的 球 中 最 大 号 码 . 

(a) 求 Y 的 分 布 列 . 

(b) 导出 BE[Y] 的 表达 式 , 然后 利用 费 马 组 合 恒等式 (参见 第 1 章 理 论 习 题 11) 予以 简化 . 
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自 检 习 题 ”153 


坛子 里 有 mm 十 个 芯片 , 分 别 标 有 号 码 1,2,… ,ni 十 m. 从 中 取出 n 个 . 如 果 令 关 表 
示 抽 取 的 芯片 中 , 其 号 码 大 于 留 在 坛子 中 芯片 的 最 大 号 码 的 数量 , 求 X 的 分 布 列 . 
坛子 里 有 ”个 芯片 . 某 男孩 连续 有 放 回 地 随机 从 中 抽取 , 一 直 进 行 下 去 , 直到 他 取出 一 
个 前 面 曾经 取出 过 的 芯片 为 止 . 令 X 表示 此 时 的 抽取 次 数 , 计算 其 分 布 列 . 

从 一 n 个 元 素 的 集合 里 , 随机 选择 一 个 非 空子 集 ， 假定 所 有 的 非 空子 集 被 选中 的 可 能 
性 是 一 样 的 . 令 X 表示 选中 的 子 集 的 元 素 的 个 数 . 利用 第 1 章 理论 习题 12 给 出 的 恒 
等 式 , 证 明 

n:2272 — n(n 1)2" 2 


E[X]=— i Var(X)= 本 二 


1 n—l 
和 (3) 

证 明 , 当 n 很 大 时 ， n 

Var(X)~ 
坛子 里 最 初 有 一 个 红 球 , 一 个 蓝 球 . 每 次 随机 取 一 个 球 , 将 该 球 放 回 坛子 的 同时 还 放 进 
另 一 个 同 颜色 的 球 . 令 X 表示 第 一 次 抽取 到 蓝 色 的 球 时 所 抽取 的 次 数 ， 比 如 , 如 果 第 
一 次 拿 出 了 红 球 , 第 二 次 拿 出 的 是 蓝 球 , 那么 XX=2. 
(a) 求 P{X>i),i>1. 
(b) 证 明 , 最 终 能 取出 蓝 球 的 概率 为 1. (也 即 , 证 明 P{X < o0} = 1.) (c) 计算 EI[X]. 


自 检 习题 


.考虑 某 个 棒球 运动 员 在 他 接 下 来 的 3 次 击 打 中 所 获得 的 分 数 , 令 X 表示 此 随机 变量 


X 的 可 能 取 值 为 0, 1, 2, 3, 如 果 P{X = 1] = 0.3,P{X =2} 二 0.2, 且 P{X =0}= 
3P{X = 3}), 求 E[X]. 


.假设 X 的 取 值 为 0, 12 之 一 , 如 果 对 某 个 常数 c, 有 P{X = 计 = cP{X =i-1}i= 1,2, 


求 E[X]. 


， 投 搓 一 枚 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p, 连续 投掷 直到 正面 或 反面 朝 上 出 现 两 次 , 求 


投掷 总 次 数 的 期 望 . 


“ 某 个 社区 由 m 个 家 庭 组 成 , 其 中 有 i 个 孩子 的 家 庭 有 ni 个 : 并 7 mi = m. 随机 挑选 


一 个 家 庭 , 令 XX 表示 该 家 庭 的 孩子 数 . 再 随机 从 沁 ?_ ini 个 孩子 中 随机 挑选 一 个 孩子 ， 
令 Y 表示 该 孩子 所 在 的 家 庭 里 的 孩子 数 , 证 明 : E[Y] > ELX]. 


. 假设 P{X =0j =1- P{X =1}. 如 果 E[X] =3Var(X), 求 P{X =0}. 


6. 箱子 里 有 两 枚 硬币 . 抛 撞 其 中 一 枚 硬币 , 正面 朝 上 的 概率 为 0.6. 抛掷 另 一 枚 硬币 , 正面 


朝 上 的 概率 为 0.3. 随机 地 从 箱子 中 拿 出 一 枚 硬币 并 抛 搓 , 在 不 知道 拿 的 是 哪 一 枚 硬币 
的 情况 下 , 你 可 以 押 至 多 10 元 的 注 : 如 果 是 正面 朝 上 , 你 将 赢得 你 押 的 数量 ; 如 果 是 反 
面 朝 上 , 你 就 输 掉 押 注 . 然而 , 假设 有 一 位 内 幕 人 , 他 想 卖 给 你 信息 , 告诉 你 到 底 是 选中 
了 哪 枚 硬币 , 这 个 信息 卖 C 元 . 如 果 你 买 了 这 个 信息 , 你 的 期 望 回 报 是 多 少 ? 注意 到 如 
果 你 买 了 它 , 然后 押 注 z 元 , 那么 最 后 你 可 能 赢得 x 一 C 元 , 或 -z 一 C 元 (也 即 你 输 掉 
7 十 C 元 ), 那么 应 该 为 这 条 信息 支付 多 少 呢 ? 
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第 4 章 随机 变量 


一 个 慈善 家 在 一 张 红 纸 上 写 了 一 个 数字 z, 给 一 个 公证 人 看 后 , 把 纸 片 翻 过 来 放 在 桌子 
上 . 公证 人 然后 搓 一 枚 均匀 的 硬币 , 如 果 是 正面 朝 上 , 他 在 一 张 蓝 纸 上 写 下 2z, 如 果 是 
反面 朝 上 , 写 下 z/2, 然后 将 纸 也 翻 过 来 放 在 桌子 上 . 在 不 知道 z 的 值 , 也 不 知道 掷 硬币 
的 结果 的 情况 下 , 你 可 以 选择 翻 开 红 纸 还 是 翻 开 蓝 纸 . 看 了 翻 开 纸 上 的 数值 后 , 你 可 以 
类 定 是 要 这 张 翻 开 的 纸 上 写 的 数值 作为 奖励 , 还 是 要 另外 一 张 纸 上 写 的 数值 (此 时 不 知 
道 大 小 ) 作为 奖励 ， 比 如 , 如 果 你 决定 翻 开 蓝 纸 , 看 了 数值 为 100, 这 时 你 可 以 选择 100 
作为 你 的 奖励 , 也 可 以 选择 另 一 张 红 纸 上 的 数值 (50 或 200) 作为 奖励 . 设想 你 希望 奖 
励 的 期 望 值 最 大 . 

(a) 指出 没有 理由 先 翻 开 红 纸 , 因为 如 果 这 样 做 的 话 , 那么 不 管 红 纸 上 的 值 是 多 大 , 最 


好 还 应 该 再 翻 开 蓝 纸 ; 
(b) 令 y 为 一 个 固定 的 非 负 数 , 考虑 如 下 策略 : 翻 开 蓝 纸 , 如 果 上 面 的 数值 至 少 是 y, 那 


么 就 接受 这 个 奖励 ; 如 果 比 y 小 , 那么 再 翻 开 红 纸 . 令 RR (z) 表示 苯 善 家 写 的 是 z， 
而 你 执行 该 策略 最 后 获得 的 奖励 数 , 计算 E[Ry(z)]. 注意 到 E[Ro(z)] 是 慈善 家 写 
的 是 zx, 而 你 执行 “始终 选择 蓝 纸 ” 这 一 策略 所 获得 的 期 望 奖励 . 


. 令 B(n,p) 表示 服从 参数 为 (n, p) 的 二 项 分 布 的 随机 变量 , 说 明 : 


P{B(n,p) <}=1~P{B(n,1—-p) ni1} 
提示 : 将 “成 功 的 次 数 小 于 或 等 于 i” 写 成 与 之 等 价 的 关于 失败 次 数 的 陈述 . 


.如果 XX 是 一 个 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 , 期 望 为 6, 方差 为 2.4, 求 P{X = 5). 


一 个 坛子 里 有 ? 个 球 , 标号 从 1 到 n, 如 果 依 次 随机 取出 m 个 球 , 每 次 都 将 前 面 取 的 球 
放 回去 , 计算 P{X = 及 ,k= 1,.… ,m, 其 中 XX 表示 抽取 的 m 个 球 里 最 大 的 号 码 . 
提示 : 先 计算 P{X < 全. 

A 队 和 B 队 进行 一 系列 比赛 , 先 胜 三 局 者 为 比赛 的 获胜 者 . 假设 每 局 A 队 获 胜 的 概率 
为 p, 且 各 局 相互 独立 . 求 下 列 条 件 概率 : 

(a) 已 知 A 队 赢 了 第 一 局 , 求 它 最 终 获胜 的 条 件 概率 ， 

(b) 已 知 A 最 终 获 胜 , 求 它 赢 了 第 一 局 的 条 件 概率 . 

某 个 地 方 足球 队 将 要 参加 5 场 比赛 , 如 果 它 在 本 周末 的 比赛 中 取得 了 胜利 , 它 将 升 入 一 
个 更 高 的 级 别 中 进行 后 四 场 比赛 , 如 果 它 本 周末 的 比赛 输 掉 了 , 它 就 要 降 到 一 个 更 低 的 
级 别 中 进行 后 四 场 比赛 .在 高 级 别 比赛 中 , 该 队 每 场 比赛 获胜 的 概率 为 0.4, 且 各 场 相 
互 独 立 . 在 低级 别 比赛 中 , 该 队 每 场 比赛 获胜 的 概率 为 0.7, 上 且 各 场 相互 独立 . 如 果 该 队 
说 得 本 周末 比赛 的 概率 为 0.5, 那么 它 在 后 来 的 4 场 比赛 中 至 少 获胜 3 场 的 概率 是 多 
大 ? 

一 个 7 人 陪审 团 里 的 每 个 成 员 作出 正确 决定 的 概率 为 0.7, 且 相 互 独立 . 如 果 最 后 的 决 
定 采取 少数 服从 多 数 的 原则 , 那么 陪审 团 作出 正确 决定 的 概率 是 多 大 ?假设 已 知 陪审 
团 的 4 人 意见 相同 , 那么 陪审 团 作出 正确 决定 的 概率 是 多 大 ? 

某 个 地 区 平均 来 说 , 每 年 会 遭遇 5.2 次 飓风 袭击 , 那么 今年 遭遇 由 风 袭击 的 次 数 为 3 次 
或 者 更 少 的 概率 是 多 大 ? 

某 个 种 类 的 昆虫 产 在 一 片 树叶 上 的 虫 卵 的 数目 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 . 然而, 这样 
的 随机 变量 的 取 值 只 有 当 它 为 正 整 数 时 才能 知道 , 因为 如 果 是 0 的 话 , 我 们 不 会 记录 这 
个 数 , 因为 我 们 不 知道 这 片 树叶 上 是 否 有 昆虫 , 令 Y 表示 观测 到 的 虫 卵 数 , 这 样 
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P{Y =i} = P{X =ilX > 0} 


其 中 X 是 一 个 服从 参数 为 》 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 求 E[Y]. 
及 个 男孩 和 n 个 女孩, 每 人 都 随机 日 独立 地 选择 一 名 异性 . 如 果 正 好 有 一 名 男孩 和 
女孩 互相 选中 了 , 那么 他 们 将 被 配 成 一 对 . 给 女孩 编 上 号 码 , 令 G 表示 事件 “号码 为 i 
的 女孩 被 配 成 了 一 对 ”， 令 Po = 1 P(U Gi) 表示 没有 任何 一 对 配 成 的 概率 
(a) P(Gi) 是 多 大 ? (b) P(GilG;) 是 多 大 ? (0) 当 nn 足够 大 时 , 求 P 的 近似 值 . 
(d) 当 n 足够 大 时 , 求 Pi 的 近似 值 , 它 是 正好 配 成 了 上 对 的 概率 . 
(e) 利用 关于 事件 和 的 概率 的 容 斥 恒等式 来 计算 及. 
有 对 夫妇 组 成 的 2n 个 人 , 随机 地 被 分 成 ”组 , 每 组 两 人 . 给 妇女 编 上 号 码 , 令 Wi 表 
示 事 件 “第 个 妇女 正好 与 她 浆 夫 分 在 一 组 ”. 
(a) 求 P(Wi). 
(b) 对 i 关 纪 求 PC 
(c) 当 足够 大 时 , 求 没有 妇女 与 她 丈夫 分 在 一 组 的 概率 的 近似 佳 
(4) 如 果 在 分 组 的 时 候 规定 必须 是 一 个 男人 一 个 女人 成 为 一 个 组 , 那么 上 述 问题 有 怎 
样 的 答案 ? 
某 个 赌场 的 顾客 在 玩 轮 盘 财 时 , 每 次 押 5 元 在 “ 红 ”, 直到 她 一 共 赢 了 4 次 . 
(a) 她 一 共 押 了 9 次 的 概率 是 多 大 ? ”(b) 她 停 下 来 时 赢得 的 期 望 是 多 大 ? 
注释 : 每 次 押 注 , 她 将 以 18/38 的 概率 赢得 5 元 , 以 20/38 的 概率 输 掉 5 元 
有 三 个 朋友 去 哆 咖啡 , 他 们 决定 用 掷 硬币 的 方式 来 确定 谁 买单 , 每 人 掷 一 枚 硬币 , 如 果 
有 人 的 结果 与 其 他 两 人 不 一 样 , 那么 由 他 买单 . 如 果 三 枚 硬币 的 结果 是 一 样 的 , 那么 就 
重 掷 一 轮 . 一 直 这 样 下 去 , 直到 确定 了 由 谁 来 买单 . 求 以 下 事件 概率 : 
(a) 正好 进行 了 二 轮 就 确定 了 由 谁 来 买单 ， 
(b) 进行 了 4 轮 以 上 才 确定 了 由 谁 来 买单 
如 果 X 是 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 的 随机 变量 , 证明 BL/X] ~ -了 加) 
提示 : 需要 计算 形 如 忆 名 ,ai/i 的 表达 式 的 值 . 要 做 到 这 一 点 , 可 利用 ai/i = /2 1-1dz， 
然后 交换 积分 和 求 和 的 顺序 
假设 
P{X=a}=p,  P{X=b}=1-p 
(8) 证 明 (X 一 台 /(a 一 服从 伯 努 利 分 布 。 (b) 计算 Var(X). 
你 每 局 比赛 获胜 的 概率 为 P, 你 计划 玩 5 局 , 但 是 如 果 你 赢 了 第 5 局 , 你 就 会 继续 玩 , 直 
到 你 输 掉 一 局 . 
(a) 求 一 共 玩 的 局 数 的 期 望 。 (b) 求 一 共 输 掉 的 局 数 的 期 望 
坛子 里 开始 有 N 个 白 球 M 个 黑 球 , 每 次 无 放 回 地 随机 取出 一 个 , 求 在 取出 m 个 黑 球 
之 前 已 经 取出 n 个 白 球 的 概率 , n < Nm < M. 
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第 5 章 连续 型 随机 变量 
5.1 简 介 


在 第 4 章 我 们 讨论 了 离散 型 随机 变量 , 这 类 随机 变量 的 可 能 取 值 的 个 数 或 者 是 
有 限 的 , 或 者 是 可 数 无 限 的 . 然而 , 还 存在 一 类 随机 变量 , 它们 的 可 能 取 值 是 无 限 不 
可 数 的 . 比如 以 下 的 两 个 例子 : 火车 到 达 某 个 车 站 的 时 间 以 及 某 个 晶体 管 的 寿命 . 
我 们 称 X 为 一 个 连续 型 : (continuous) 随机 变量 , 如 果 存 在 一 个 定义 在 实数 轴 上 的 
非 负 函数 f, 使 得 对 于 任 一 个 实数 集 B2, 下 式 成 立 


P{X € B} = fre 上 (1.1) 


函数 f 称 为 随机 变量 X 的 概率 密度 函 
数 (probability density function), 或 者 密度 
函数 (参见 图 5.1). 

换 句 话说 ,(1.1) 式 说 明了 六 属于 B 的 
概率 可 以 通过 对 概率 密度 函数 在 集合 B 
上 积分 得 到 ,既然 X 必 取 某 个 值 , 因此 
f 一 定 满足 


1= P{X € (—o0%,o00)} = f(z)dz 


图 5.1 概率 密度 函数 : P(a 入 X 入 1) = 


所 有 关于 X 的 概率 者 可 以 通过 /进行 i 
折 有 关 的 概率 都 可 以 通过 f 进行 计 阴影 部 分 面积 


算得 到 . 例如 , 令 B = [ao 中 通过 (1.1) 式 
可 以 得 到 


Pfag X<0b}= / dz (1.2) 
在 上 式 中 令 a =b, 可 以 得 到 

P{X =a} = [sas =0 
也 就 是 说 , 对 于 一 个 连续 型 随机 变量 , 它 取 任何 固定 值 的 概率 都 等 于 0. 因此 , 对 于 


1. 有 时 也 称 为 绝对 连续 型 (absolutely continuous). 
2. 事实 上 ,(1.1) 式 仅仅 对 可 测 集 B 成 立 . 当然 , 很 幸运 , 现实 中 的 集合 都 属于 可 测 集 . 


5.1 简 介 157 


一 个 连续 型 随机 变 基 , 有 
P{X <a}= P{X < a}= F(a)= 人 f(x)dz 
例 1a 假设 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 
C(47~272) 0<z<2 
f(z) = 
0 其 他 


(a) C 的 值 是 多 少 ? (b) 求 P{X > 1 
解 : (a) 既然 是 一 个 概率 密度 函数 , 那么 一 定 有 /2.f(z)dzx = 1, 这 意味 着 


2 2z31] ”=2 
_ op)dp m1 2_ 27 
c/ (47 一 27*)dz 二 1 或 者 C [2 3 | 1 
这 样 C = 3/8, 因此 (b) P{X >1}= 广 f(z)dz = 5 dz 一 2z2)dz = 3 


例 1b 某 台 计算 机 在 死机 前 连续 运行 的 时 间 (单位 : 小 时 ) 是 一 个 连续 型 随机 
变量 , 其 密度 函数 为 
AMe~z/100 zr>0 
| 
0 Z<0 


以 下 事件 的 概率 是 多 少 ? 
(a) 该 计算 机 在 死机 前 运行 的 时 间 在 50 个 小 时 到 150 小 时 之 间 ; 
(b) 运行 时 间 不 超过 100 小 时 . 


解 : (a) 因为 、 、 
1 = / f(z)dz = 人/ ez*/100dz 
一 co 0 


1= -》X(100)e-"/10|。， =100 或 和 = 一 
因此 , 电脑 在 死机 前 运行 了 50 到 150 小 时 的 概率 为 


150 
1 _ 150 

P{50 <X < 150} = / 一 e-z/l00dr = _e-z/100 
50 100 50 


这 样 可 得 


一 e 1/? ~ e 3/2 0.384 
(b) 类 似 地 : 


100 
1 
P{X < 100} = / 10 de = -er*/100|) =1—e-! 0.633 
0 


也 就 是 说 , 电脑 在 连续 使 用 100 小 时 以 前 , 大 约 63.3% 的 可 能 会 死机 . 国 
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例 1lc 收音 机 的 某 种 电子 管 的 寿命 是 一 随机 变量 , 其 概率 密度 函数 为 


0 rz 100 
f(z) = 100 


假定 收音 机 里 有 5 个 电子 管 , 并 且 这 些 电子 管 的 寿命 是 相互 独立 的 , 在 150 小 时 内 ， 
这 人 台 收 音 机 的 5 个 这 样 的 电子 管 里 正好 有 2 个 需要 更 换 的 概率 是 多 大 ? 
解 : 令 E; 表示 “在 给 定时 间 内 第 i 个 电子 管 需 要 更 换 ” (i = 1,2,…… ,5)， 
150 150 2 1 
P(E:;) =-/ f(z)dz = 100 有 Zr dr 一 了 
利用 事件 Ei 之 间 的 独立 性 , 可 得 所 求 概率 为 
BV/1\2/2\3 80 
(2) (5) (3) = 308 " 
分 布 函 数 玉 与 密度 函数 f 之 间 的 关系 可 以 表示 为 
Fla) = P{X € (~-o%,a]} = 人 f(z)dz 
对 上 式 两 边 求 导 , 得 到 


d 
at (® = fo) 


也 即 , 密度 函数 是 分 布 函数 的 导数 , 从 (1.2) 式 还 可 以 得 到 一 个 关于 概率 密度 函数 更 
直观 的 解释 : 
ate/2 
Pfa 一 <X<a+t >} 二 / jz)dz ~ ef (a) 

其 中 < 是 一 个 小 数 , 且 f(-) 在 x = a 处 连续 . 换 句 话 说 , X 取 值 于 以 点 a 为 中 心 ,长 
度 为 < 的 小 区 间 内 的 概率 近似 等 于 ef(a). 通过 这 一 点 , 我 们 可 以 看 出 , f(a) 是 随机 
变量 取 值 于 点 a 附近 的 可 能 性 的 一 个 度量 ， 

例 1d 设 关 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 Fx, 密度 函数 为 fx, 求 
Y = 2X 的 密度 函数 ， 

解 : 用 两 种 方法 求解 fy. 第 一 种 是 直接 求 分 布 函数 , 然后 求 导 ， 

Fy(la)= P{Y <& a} = P{2X < a} = P{X & a/2} = Fx (a/2) 

求 导 得 到 : 


fy(0) = 3fx(a/2) 
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另 一 方法 是 , 注意 到 
sfy(O~P{a-5 <Y<ats)=P{a-3 <2X<at+5) 
a E a € E 
= 全 -SS 下 sa/ 
两 边 除 以 = 就 可 以 得 到 与 前 面相 同 的 结果 . 呈 
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在 第 4 章 , 我 们 定义 了 离散 型 随机 变量 的 期 望 值 如 下 
EIX]= >》 zrP{X = 7} 


如 果 区 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 f(x), 那么 由 
f(z)dr ~ P{r < X S&T+dr} 对 于 很 小 的 dz 
很 容易 看 出 , 可 用 类 似 的 方法 定义 连续 型 随机 变量 的 期 望 值 为 
EIX] = / 2 f(a)dz 


例 2a 随机 变量 X 的 密度 函数 为 
27 如 果 0<z<l 
f(z) = 
" | 0 其 他 
求 E[X]. 
解 : ) 
sb= /erodz=/ 2z2dz= 3 呈 | 209 
0 
例 2b 随机 变量 X 的 密度 函数 为 
1 如果 0<zx<kl 
f 一 
® | 0 ”其 他 
求 Ele*]. 
解 : 令 Y = eX. 我 们 从 计算 思 , 也 即 了 的 分 布 函数 开始 . 对 于 1 < x < e, 有 


Fy(z)= P{Y < x}= P{e* < 2}= P{X < Inx}= [sw dy = lnz 


对 Fy (z) 求 导 , 我 们 可 以 推导 出 Y 的 概率 密度 函数 如 下 : 


fr (7) = = lg<z<e 
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因此 ， 
seq=so- 人 mdz- 上 人 dz=e—1 
一 Oo 1 


尽管 上 例 中 的 方法 是 计算 随机 变量 X 的 函数 的 期 望 值 的 常用 的 方法 , 但 正如 
离散 型 情形 一 样 , 还 存在 另 一 种 方法 , 下 面 的 命题 就 类 似 于 第 4 章 的 命题 4.1. 


那么 


命题 2.1 设 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 概率 密度 函数 为 f(z)， 对 


于 任 一 实 值 函 数 " 有 
Elg(X)] = 人 g(z)jtz)dz 
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在 例 2b 中 利用 命题 2.1 可 得 
Ele*] = 1 ear 因为 f(x)=1,0<zx<1=e-1l1 
0 


个 结果 与 例 2b 中 的 结果 是 一 致 的 . 
命题 2.1 的 证 明 比 离散 情形 下 更 复杂 , 我 们 仅 在 随机 变量 9(X) 非 负 的 条 件 下 
证 明 本 命题 . (9(X) 为 一 般 的 情况 下 的 证 明 , 作为 我 们 给 出 证 明 的 后 续 部 分 , 见 理论 
题 2 和 3.) 我 们 需要 以 下 引 理 ， 


引 理 2.1 对 于 一 个 非 负 随机 变量 Y, 有 


ElY] = / CP{Y > ydy 


证 明 : 本 证 明 中 , 我 们 假定 了 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 fy. 此 


时 有 
[ PlY >yay= | / fy(z) dz dy 
此 处 利用 了 事实 P{Y > 分 = fo fr(z) dz, 交换 上 式 的 积分 次 序 , 可 以 得 到 
[rt >y}dy= [ (few)re dz = hsp dz = E[Y] 图 
命题 2.1 的 证 明 : 对 于 任 一 函数 g, 其 中 g(x) > 0, 根据 引 理 2.1, 有 
211 Elg(X) = / P(g(x gy=/ dzd 
oo0=/ Pl > = / fy 


9(Z) 
= 人/ eas/ gar 
zZ:9(Z)>0 Z:9(zZ)>0 
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这 样 , 命题 就 得 到 了 证 明 . 机 
例 2c 一 根 长 度 为 1 的 棍子 在 点 Z 处 断 开 , 其 中 UU 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 ， 
求 包含 点 2 的 那 一 截 的 长 度 的 期 望 值 (0 < p < 1). 
解 : 令 Lp(U) 表示 包含 p 的 那 一 截 的 长 度 , Lb(U) 具有 下 列表 达 式 ( 见 图 5.2 
的 图 解 ) 


U U>p 
1—U 
| {a 
0 U Pp 1 
Ur: 
0 Pp U 1 (b) 


图 5.2 包含 p 点 的 部 分 : (al U <p，({bjU>py. 
因此 , 利用 命题 2.1 有 
卫 
0 


ElL,(U)] =[ cu=/ Qaut va 


1 (1-p? 1 pp 1 
3 2 +13 272+7(77) 
既然 p(1 ~p) 在 p= 1/2 时 取 最 大 值 , 这 样 , 当 p 是 棍子 的 中 点 时 , 包含 点 的 那 一 
截 的 长 度 的 期 望 取得 最 大 值 , 这 一 点 很 有 意思 . 


例 2d4 假设 你 去 赴约 , 如 果 早 到 s 分 钟 , 那么 将 要 花费 cs 元 , 如 果 晚 到 s 分 “ [53 
钟 , 那么 将 要 花费 ks 元 . 又 假设 从 你 所 在 地 点 到 约会 地 点 路 途 所 要 花 的 时 间 为 一 
个 随机 变量 , 其 概率 密度 函数 为 f, 如果 要 使 得 花费 的 期 望 值 最 小 , 你 应 该 什么 时 候 
出 发 ? 
解 : 令 X 表示 路 途 所 花 时 间 , 如 果 你 在 约会 前 t 分 钟 出 发 , 那么 你 的 花费 Ci(X) 
的 公式 为 
c(t 一 X) 如 果 X<t 
K(X 一 旨 如果 Xt 


因此 ， 
Boo = | cw = /ce-ayejaz+ [hte Dl) 
=% | toef s/odztk | s/o tt { f(z) dz 
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对 上 式 求 导 可 得 
SEICe(X)] = ctf(t) + eF(t) — otf(t) — Rtf(t) + Rtf(t) — kl — FE)] 
=(k+oF(t) -Ek 
令 上 式 等 于 0, 便 可 得 到 , 在 约会 前 #* 分 钟 出 发 可 以 使 得 花费 的 期 望 值 最 小 , 其 中 


t* 满足 : 
k 
天 十 ec 


类 似 于 第 4 章 中 的 方法 , 我 们 可 以 利用 命题 2.1 证 明 以 下 推论 : 


F(t*) 


推论 2.1 如 果 a 和 ?都 是 常数 , 那么 ElaX 二 9] =aE[X]++b 


本 推论 的 证 明 完 全 类 似 于 离散 型 随机 变量 情形 下 的 证 明 , 不 同 之 处 仅仅 在 于 
求 和 换 成 了 积分 , 分 布 列 换 成 了 密度 函数 . 

连续 型 随机 变量 的 方差 的 定义 也 同 离散 型 情况 是 一 样 的 , 也 即 , 如 果 XX 是 一 个 
连续 随机 变量 , 期 望 值 为 六 那么 X (任何 类 型 的 随机 变量 ) 的 方差 定义 如 下 : 

Var(X) = ELCX 下 
另外 一 个 公式 就 是 ， 
Var(X) = ELXS ~ (BIX]) 

该 公式 的 证 明 方 法 同 离散 型 情形 也 是 一 样 的 . 

例 2e 求 例 2a 里 的 随机 变量 环 的 Var(X). 

解 : 我 们 先 来 计算 E[X3， 

五 [X2] = {wf a = 1 aaa 一 3 


一 Co 0 


由 IX] 二 2/3, 可 以 得 到 Var(X) = > (3) - 记 : 上 
类 似 于 离散 型 情形 , 还 可 以 证 明 : 对 于 常数 a 和 b, 有 Var(aX 十 b) = a2Var(X). 
有 几 类 比较 重要 的 连续 型 随机 变量 , 它们 在 概率 的 应 用 中 经 常 出 现 , 接 下 来 的 


几 节 将 要 介绍 它们 . 
5.3 ”均匀 分 布 的 随机 变量 
一 个 随机 变量 称 为 服从 (0,1) 区 间 上 的 均匀 分 布 (uniformly distirbuted), 如 果 
它 的 密度 函数 为 
1 0<Z<1l 
jz) = | (3.1) 


0 其 他 
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显然 , f(z) > 0, 且 /> f(z)dz = 局 dz = 1, 上 式 为 一 个 概率 密度 函数 , 因为 仅 
当 z E (0,1) 时 才 有 f(z) > 0, 因此 , X 必然 取 值 在 (0,1) 之 间 . 而 且 , 既然 f(z) 对 
于 任意 z < (0,1) 为 常数 , 则 XX 在 (0,1) 间 任 何 值 附近 取 值 的 概率 都 是 相等 的 , 要 
证 明 这 点 , 注意 到 对 于 任意 0<a<b<1, 有 


b 
Plag x <0 = | fe)ar -ba 


也 就 是 说 , X 属于 (0,1) 的 任 一 子 区间 的 概率 等 于 该 子 区 间 的 长 度 . 
一 般 来 说 , 我 们 称 X 为 区 间 (a, 86) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 , 如 果 它 的 密度 
责 数 如 下 
_ 工 _ 如 果 a<z<p 
je)=140-a (3.2) 
0 其 他 


利用 F(a) = 让 f(z) dz, 我 们 可 由 上 式 得 到 区 间 (av 6) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 


0 Qa 
F(a) = 元 a<a<pb 
1 a>p 
图 5.3 显示 的 就 是 f(a) 和 F(a). 
/0) “9 
E 
1 
一 C 
a 1 ” ® 0 
(a) /ta (b) F(a) 


图 5.3 (o, 6) 上 均匀 分 布 的 密度 函数 f(a) 和 分 布 函数 F(a) 
例 3a 令 X 在 (fa, 6) 上 服从 均匀 分 布 , 求 
(a) E[X]. (b) Var(X). 
解 ， (a) 


oo 8 _ PP-o pita 
i A er 
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也 就 是 说 , 在 某 个 区 间 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 的 期 望 等 于 该 区 间 的 中 点 的 值 . 
(p) 为 了 计算 Var(X), 先 计算 BE[X 


a3 _B+aB+t+o? 
ao = 三 8— Fr 可 -3 


因此 
B+aBta (a+B)? (8 一 oa? 


Mi 


这 样 , 在 茶 个 区 间 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 的 方差 等 于 区 间 长 度 的 平方 除 以 12. 里 
例 3b 如 果 式 服从 (0,10) 上 的 均匀 分 布 , 计算 如 下 概率 : 
(a) X<3; (b)X>6; (3<X<8. 


3 
解 : (wy P(x<3=/ 1dz= 世 


(b) P{X > 6} = [i 区 dz= 一 亏 (c) P{3<X<8}= / 盐 一 dz 一 国 

例 3c 公共 汽车 从 早上 7 点 钟 开始 , 到 达 某 一 车 站 的 时 间 间 隔 为 15 人 名 也 
就 是 说 , 汽车 到 达 的 时 间 为 7 点 ,7 点 15,7 点 30, 7 点 45, 等 等 . 如 果 某 个 乘客 到 达 
车 站 的 时 间 服 从 7 点 到 7 点 半 之 间 的 均匀 分 布 , 求 以 下 事件 的 概率 : 

(a) 他 等 公共 汽车 的 时 间 不 超过 5 分 钟 . 

(b) 他 等 公共 汽车 的 时 间 超 过 10 分 钟 ， 

解 : 令 X 表示 从 7 点 到 该 乘客 到 达 车 站 的 时 间 差 (分 钟 ) 这 样 X 就 是 一 个 区 
间 在 (0, 30) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 乘客 等 待 时 间 不 超过 5 分 钟 , 当 且 仅 当 他 
到 达 时 间 为 7 点 10 分 到 7 点 15 分 之 间 , 或 者 7 点 25 到 7 了 点 30 之 间 . 因此 (a) 所 


30 
1 1 
P{10<X<15}+P{25<X<30}= [3 和 az+/ 二 dz = = 
25 30 3 


类 似 地 , 他 等 待 时 间 超 过 10 分 钟 , 当 且 仅 当 他 到 达 时 间 为 7 点 到 7 点 5 分 之 间 , 或 
者 7 点 15 到 7 点 20 之 间 , 因此 (b) 所 求 概率 为 


1 
PlO<X<5}+P{15 <X<20}=3 [| 


接 下 来 的 例子 是 法 国 数学 家 贝 特 朗 于 1889 年 首先 考虑 的 问题 , 通常 称 为 贝 特 
朗 悖 论 . 它 说 明 , 早期 概率 论 中 的 概率 这 个 概念 来 源 于 几何 概率 . 

例 3d 考虑 随机 地 从 圆 中 取 一 根 弦 , 该 强 的 的 长 度 大 于 该 圆 内 接 正三 角形 的 
边 长 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 上 述 问题 其 实 是 无 解 的 , 因为 随机 取 弦 的 定义 并 不 明确 . 下 面 将 用 两 种 不 
同 的 方法 来 重新 阐述 这 个 问题 . 
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第 一 种 方法 : 改 的 位 置 可 由 它 到 圆心 的 距离 确定 , 此 距离 的 变化 范围 为 0 到 7， 
其 中 为 圆 的 半径 . 这样, 当 弦 与 圆心 的 距离 小 于 7/2 时 , 弦 长 将 大 于 圆 内 接 等 边 
三 角形 的 边 长 . 因此 , 假设 随机 地 取 弦 意味 着 弦 到 圆心 的 距离 D 服从 0 到 的 均 
匀 分 布 , 因此 , 该 总 的 长 度 大 于 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 的 概率 为 


rp <9- 守 -3 


第 二 种 方法 是 这 样 考虑 随机 取 弦 : 通 


过 蓄 的 一 端 作 切 线 , 那么 纺 与 切线 之 间 的 [六 
夹 角 9 的 变化 范围 为 0 到 180°, 它 决定 
了 弱 的 位 因 ( 见 图 5.4). 而 且 , 当 6 在 60。 4 
到 120° 之 间 时 , 弦 的 长 度 大 于 圆 内 接 等 边 
三 角形 的 边 长 . 因此 , 假设 随机 的 必 意 哑 
着 9 在 0° 到 180。 之 间 均 匀 分 布 , 因此 在 
这 种 假定 下 所 求 概率 为 
二 图 5.4 随机 取 弦 


P{60 <0 < 120} = 180 =3 


注意 到 进行 这 样 的 随机 试验 时 , 正确 答案 可 能 是 1/2, 也 可 能 是 1/3. 假设 桌 上 
画 了 好 多 平行 线 , 平行 线 之 间 的 距离 为 2r, 现 将 一 个 直径 为 2r 的 圆 盘 往 桌 上 扔 , 那 
么 , 这 个 圆 盘 必 定 与 某 条 平行 线 相交 , 该 平行 线 与 圆 盘 相 交 形成 一 条 弦 . 这 条 弦 的 
长 度 决定 于 圆 盘 的 圆心 在 平面 上 的 位 置 . 此 时 , 这 条 弦 的 长 度 分 布 与 第 一 种 情况 相 
适应 , 因此, 弦 的 长 度 大 于 内 接 正三 角形 边 长 的 概率 为 1/2. 如 果 在 桌子 上 夯 一 个 
半径 为 > 的 圆 , 在 圆周 上 取 一 点 , 记 为 4, 在 4 点 上 钉 一 根 可 以 任意 绕 4 点 转动 的 
针 , 这 个 针 与 圆周 总 会 相交 而 得 到 一 条 弦 , 而 这 条 粥 的 长 度 分 布 就 与 第 二 种 情况 相 
同 , 其 长 度 大 于 内 接 正 三 角形 边 长 的 概率 为 1/3. 四 


120-60 1 
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我 们 称 X 为 服从 参数 为 4 和 o? 正 态 分 布 的 随机 变量 , 或 者 就 简单 称 为 正 态 随 
机 变 基 , 如 果 X 的 密度 函数 为 


f(zx) = L e— 2A) /20° —00<ZX<o0 


V2no 


该 密度 函数 是 一 条 关于 / 对 称 的 钟 型 曲线 (如 图 5.5). 

1733 年 , 法 国 数学 家 亚伯拉罕 . 棣 莫 弗 引入 了 正 态 分 布 , 并 将 它 用 在 近似 计算 
一 项 随机 变 基 当 n 很 大 时 的 取 值 概率 . 这 个 结果 后 来 被 拉 普 拉 斯 和 其 他 一 些 数学 
家 做 了 推广 , 现在 被 概括 为 一 条 概率 论 定理 一 一 中 心 极限 定理 . 这 点 将 要 在 第 8 章 
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介绍 . 中 心 极限 定理 是 概率 论 中 两 个 重要 的 结果 之 一 !, 它 给 出 了 实际 中 出 现 的 许 
多 随机 变量 服从 正 态 分 布 的 理论 根据 . 下 列 都 是 一 些 服从 正 态 分 布 的 例子 : 一 个 成 
人 的 身高 , 不 同方 向 的 气体 分 子 的 运动 速度 , 测量 物体 质量 时 的 误差 等 . 


未 
0399|- 
oO 


0.399 


-3 -2 -1 0 1 2 3 Kk—20 1 H+20 
(a)n4=0.0=1 (b) 任意 的 0? 
图 5.5 正 态 分 布 密度 函数 
为 了 证 明 f(z) 的 确 是 一 个 密度 函数 , 我 们 要 证 明 


1 
ee 一 (z 一 有 ?12 dz 一 1 
三 


作 蔡 换 y = (z 一 4)/e 可 得 


1 / -Ge-azjaozdr = 1 / Yo-y/2g 
ee I 二 一 二 e 
2N0 ./_ V2T J_w Y 


因此 , 我 们 必需 证 明 


Oo 
/ ez /2 dy = V2n 
一 Oo 


令 T= 有 ery /2dy, 那么 


a -人 ey way ez” /2dz = 广 广 e™ (y+2°)/2 dy dz 
我 们 通过 将 变量 转换 为 极 坐标 形式 来 求解 上 面 的 二 重 积分 (也 即 令 T=7C050,y = 
rsing, H dy dz = 7 d0 dr), 
三 = [Lf er /2r dgdr = 2x 有 re-r /2 dr = 一 2re /2|Y 一 2 

因此 ,了 = V2r, 这 样 结论 就 得 到 了 证 明 . 

忆 外 一 个 关于 正 态 分 布 的 重要 结论 是 : 如 果 XX 是 一 个 服从 参数 为 ; 和 o 的 正 
态 分 布 的 随机 变量 , 那么 aX +b 也 服从 正 态 分 布 , 其 参数 为 wu +5 和 azc2. 为 了 证 
明 这 点 , 假设 a > 0(a < 0 时 证 明 类 似 ), 令 Fy 表示 Y 的 分 布 函数 , 那么 


Fy(r)= PY <r} = PlaX+tb<r}=P{X< 2 )} -rx (3 ) 


1. 另 一 个 是 强大 数 定律 . 
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其 中 Fx 为 怀 的 分 布 函数 , 求 导 可 得 Y 的 密度 函数 为 


pa- 介质 oo 人 (中 oa] 


A exp{ 一 (z —b — ap)?/2(00)?} 


这 样 就 证 明了 , 了 侯 实 服从 参数 为 au 十 和 a?o? 的 正 态 分 布 . 


上 述 结论 的 一 个 重要 应 用 就 是 , 如 果 X 是 一 个 参数 为 (4, o?) 的 正 态 分 布 随 机 
变量 , 那么 2 = (X - Am/ 就 是 一 个 服从 参数 为 (0, 1) 的 正 态 分 布 . 这 样 的 随机 变 
基 称 为 标准 正 态 随机 变量 . 


接 下 来 证 明 , 正 态 分 布 的 参数 人 和 o? 分别 代表 了 它 的 期 望 和 方差 . 
例 4a 关 是 一 服从 参数 4 和 o? 的 正 态 分 布 的 随机 变量 , 求 E[X] 和 Var(X). 


解 : 先 从 计算 标准 正 态 分 布 随机 变量 2 = (X -jp)/o 的 期 望 和 方差 开始 , 有 
= o9 1 co 一 z2/ 1 2 oo 
2 四 = /zjzodz- 去 人 = 2 dz = yr pl =0 


因此 ， 


Var(2) = 五 [23] = 去 / z2e-7 /2 dz 
区 ,一 co 


通过 分 部 积分 (wu = z, du = ze-” /2) 得 到 


1 _%.2 01 59 2 1 59 2 
Var(Z)= 一 一 | 一 2 /2 / -2/2dr)=- 一 72712 4 
(2) 元 人 Te 本 十 加 z) 元 _ dz 一 1 220 
由 夭 = 人 +a2 得 到 
E[X]=j+oElZ]=h 及 Var(X)= 02Var(Z)= 2 全 


按照 传统 的 记 法 , 一 般 将 标准 正 态 分 布 的 分 布 函数 记 为 更 (z), 也 即 


1 ” 2 
一 -~ ey/ 
8(0) =- - 启 人 eay 
对 于 一 个 非 负数 x, @(z) 的 值 在 表 5.1 已 经 给 出 . 对 于 一 个 负数 xz, B(x) 的 值 
可 以 通过 (4.1) 式 计算 得 到 : 
下 (一 Z) = 1— $(7) 一 oo <Z < oo (4.1) 
[8(z) 的 值 也 可 以 在 网 上 查 到 ., ] 公 式 (4.1), 可 以 利用 标准 正 态 密度 函数 的 对 称 性 得 
到 , 证 明 留 作 习 题 . 该 公式 表明 , 如 果 2 是 一 个 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 那么 
P{Z < —7z}= PIZ>Z} 一 co <Z < oo 


因为 当 区 服从 参数 为 上 4 和 o? 的 正 态 分 布 时 , 2 = (X 一 4)/o 服从 标准 正 态 分 布 ， 
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因此 , X 的 分 布 函数 可 以 写成 : 


Fx(o) = PIX<o} -P(t < tL) -s(t 


Oo oO oO 


表 5.1 更 (z): 标准 正 态 分 布 密度 曲线 下 zw 左 侧 的 面积 


) 


ZL .00 -01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
.0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 
1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
:2 1 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
:3 | .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 
.4 | .6554 .6591 -6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 
5 | .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .71i57 .7190 .7224 
.6 | .7257 .7291 7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 
.7 | .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
:8 | .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 -8078 .8106 .8133 
.9 | .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 
1.0 | .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 :8554 .8577 .8599 .8621 
1.1 | .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
1.2 | .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 | .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 
1.4 | .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 
1.5 | .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 | .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
17 | .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 
1.8 | .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 
19 | .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
2.0 | .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.1 | .982] -9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 | .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
2.3 | .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 
2.4 | .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936 
2.5 | .9938 .9940 .9941 -9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 | .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 | .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 
2.8 | .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 
2.9 | .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 
3.0 | .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990 
3.1 | .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 
3.2 | .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 | .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 
3.4 | .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 


例 4b 如 果 关 服从 正 态 分 布 , 参数 为 4w= 3 和 2 = 9, 求 


(a) P{2<X<5}; (b) P{X >0}; (c) P{IX—3|>6}. 


解 : () Pl2<X<5=P{ 3 < < }-P{-1<2<2) 


3 3 


-00-0 -0 -Eo 


3 


3 


)] ~ 0.3779 
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(b) P{X > 0}= P(e > }= P{Z> 1}=1-®(-1)=®(1)~0.8413 


(c) P{|X -3|>6}= P{X >9}+P{X < -3} 


-人 (> 本 + 人 <] 


= P{Z > 2}+ P{2Z < —2} 国 


=1— $(2)+®(-2) = 2[1 ~ B(2)] ~ 0.0456 


例 4c 进行 一 次 考试 , 如 果 所 有 考生 所 得 的 分 数 可 近似 地 表示 为 正 态 密度 函 
数 ( 换 句 话说 , 各 级 考分 的 频率 图 近似 地 呈现 正 态 密度 的 钟 形 曲 线 . ), 则 通常 认为 
这 次 考试 (就 合理 地 划分 考生 成 绩 的 等 级 而 言 ) 是 可 取 的 . 教师 经 常用 考试 的 分 数 
去 估计 正 态 参 数 / 与 c?, 然后 把 分 数 超过 /+e 的 评 为 4 等 , 分 数 在 /到 1 + 之 
闻 的 评 为 B 等 , 分 数 在 /一 o 到 4 之 间 的 评 为 C 等 , 分 数 在 六 -2 到 -之 间 
评 为 D 等 , 分 数 在 一 20 以 下 者 评 为 F 等 . (有 时 称 这 种 方法 为 “曲线 上 ”划分 等 
级 法 ) 由 于 


P{X > 1+0}= P{ 一 = rr 


Ply<X<uto}=P{0< J B(0) ~ 0.3413 


XX- 
P{u—~o<X<4}= P{-1< 一 
和 


4 < 中 = ®(0) — B(-1) 2 0.3413 


Ply-20 <X<p-o}=P{ 2 < 


< 1} = (2) — B(1) ~ 0.1359 


了 
P{X < 一 2c}= P{ 4 < -2) = $(—2) 2~ 0.0228 


所 以 , 近似 地 说 , 这 次 考试 中 , 能 获得 4 等 的 占 16%, B 等 的 占 34%, C 等 的 占 34%， 
D 等 的 占 14%, 成 绩 很 差 的 占 2 双 . 

例 4d 某 人 被 指控 为 一 个 新 生 儿 的 父亲 ， 此 案 鉴 定 人 作证 时 指出 : 母亲 的 怀 
孕期 ( 即 从 受孕 到 婴儿 出 生 的 时 间 ) 的 天 数 近似 地 服从 正 态 分布 , 其 参数 为 / = 270， 
0? = 100. 被 告 提供 的 证 词 表明 , 他 在 孩子 出 生前 290 天 出 国 , 而 于 出 生前 240 天 才 
回来 . 如 果 被 告 事 实 上 是 这 孩子 的 父亲 , 试问 那 位 母亲 确 有 与 证 词 相符 的 、 过 长 或 
过 短 的 怀孕 期 的 概率 是 多 少 ? 

解 ， 设 羡 表示 怀孕 期 的 天 数 , 并 假定 被 告 是 这 孩子 的 父亲 , 那么 孩子 生 于 与 证 
词 相符 的 时 间 内 的 概率 是 : 

P{X > 290 或 X < 240} = P{X > 290} + P{X < 240} 


=P{ 人 了 全 > 中 +P{ 一 二 < -3} 
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一 1 一 和 (2) 十 1 一 更 (3) ~ 0.0241 图 


例 4e 考虑 从 A 地 到 B 地 通过 电讯 传送 一 个 二 值 信和 号 , 0 或 1. 然而 , 数据 通 
过 电讯 传送 过 程 中 会 遇 到 噪音 干扰 . 为 了 减少 传送 出 错 的 概率 , 当 传 送 的 信息 为 1 
时 , 将 传送 值 2, 传送 信息 是 0 时 , 就 传送 值 -2. 如 果 zz = 土 2 为 在 A 地 传送 的 数 
值 , RR 为 在 B 地 接收 到 的 数值 , (=z 十 和 N,N 为 噪音 干扰 ), 当 信和 号 在 B 处 接收 后 ， 
按 如 下 解码 规则 : 
如 果 R 之 0.5, 则 认为 是 1; ”如 果 R< 0.5, 则 认为 是 0. 
如 果品 音 服从 正 态 分 布 , 我 们 将 要 计算 N 为 标准 正 态 随机 变量 情形 下 的 出 错 
概率 . 
共有 两 类 错误 . 其 一 是 信息 1 被 错误 地 认为 是 0; 另 一 类 是 信息 0 被 错误 地 认 
为 是 1. 第 一 类 错误 会 在 下 列 情形 发 生 : 如 果 信 息 是 1, 上 且 2 上 + N < 0.5, 而 第 二 类 错 
误会 在 下 列 情形 发 生 : 信息 是 0, 且 -2 + N > 0.5. 因此 ， 
P{ 错 误 | 信息 是 1} = P{N < -1.5} = 1 一 更 (1.5) ~ 0.0668 
P{ 错 误 | 信 息 是 0} = P{N > 2.5} = 1 一 $B(2.5) 心 0.0062 


二 项 分 布 的 正 态 近似 

概率 论 里 一 个 重要 结论 , 称 为 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 . 说 明 当 n 很 大 时 , 参 
数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 可 用 正 态 随机 变量 来 近似 . 正 态 分 布 的 期 望 与 方差 与 二 
项 随机 变量 的 期 望 和 方差 相同 (np, np(1 一 p)). 棣 莫 弗 在 1733 年 证 明了 p = 1/2 的 特 
殊 情 形 . 尔后 , 在 1812 年 , 拉 普 拉 斯 对 一 般 的 p 进行 了 证 明 . 更 一 般 的 叙述 是 : 我 们 
可 以 如 下 将 二 项 随机 变量 标准 化 , 先 减 去 其 均值 np, 然后 再 除 以 标准 差 Vnp(1 一 万)， 
那么 经 过 标准 化 的 随机 变量 (均值 为 0, 方差 为 1) 的 分 布 函数 当 n 一 co 时 收敛 到 
标准 正 态 分 布 函 数 . 


棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 ”在 n 次 独立 重复 试验 中 , 设 每 次 成 功 的 概率 
为 p, 记 成 功 的 次 数 为 5%, 则 对 任何 a<b 有 : 当 n 一 oo 时 


I, 
et S TAR “ 引 


由 于 上 述 定理 仅 是 第 8 章 研究 的 中 心 极限 定理 的 一 个 特殊 情形 , 故 这 里 不 再 
证 明 ， 

大 家 看 到 , 对 于 二 项 分 布 , 我 们 已 经 有 了 两 个 可 能 的 近似 , 当 n 较 大 而 p 较 小 
时 , 泊 松 近似 是 一 个 很 好 的 近似 ; 另外 , 可 以 证 明 , 当 np(1 - p) 较 大 时 , 正 态 近 似 相 
当 好 , 见 图 5.6. [一 般 来 说 , 当 np(1 - p) > 10 时 , 正 态 近 似 就 相当 好 .] 

例 4 以 六 表示 抛 40 次 均匀 硬币 出 现 正 面 的 次 数 . 试 求 雹 = 20 的 概率 , 运 
用 正 态 近 似 法 , 再 与 精确 解 比较 . 


B(0) — Bla) 
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解 : 为 了 利用 正 态 近似 , 注意 到 因为 二 项 分 布 是 离散 整数 值 随机 变量 , 而 正 态 
分 布 为 连续 型 随机 变量 , 因此 最 好 在 正 态 近似 前 将 P{X = 让 写 为 Pfi-1/2<X< [225 
i 十 1/2}[ 这 也 称 为 连续 性 修正 (continuity correction)]. 这 样 

P{X = 20} = P{19.5 < X < 20.5} 
{2 < 二 2 20.5 一 20 


Vi Vii ~ Vid 


~ P{ -0.16< ~ < 0.16} ~ B(0.16) — B(—0.16) ~ 0.1272 
而 精确 解 为 
_ (40/1\® 
P{X = 20} = (20) (5) ~ 0.1254 四 


例 4g 某 学 院 计划 招 收 150 名 一 年 级 新 生 . 根据 以 往 的 经 验 , 接 到 录取 通知 的 
人 当中 , 平均 只 有 30% 的 人 报到 入 学 , 故 学 院 给 450 名 学 生发 录取 通知 书 . 试 求 这 
所 学 院 入 学 新 生 超过 150 名 的 概率 . 226 


解 : 记 XX 为 入 学 新 生 人 数 , 那么 X 为 以 n= 450,p = 0.3 为 参数 的 二 项 随机 变 
基 . 利用 连续 性 修正 及 正 态 近似 , 可 得 
X—450x0.3 、150.5— 450x0.3 


V450 x 0.3x0.7 V450 x 0.3x0.7 


P{X > 150.5} = P{ } NT1— ®$(1.59) ~ 0.0559 


这 样 , 在 接 到 录取 通知 的 人 当中 , 入 学 者 超过 150 名 的 可 能 性 不 超过 6%. (这 里 
我 们 做 了 怎样 的 独立 性 假设 ?) 
例 4h 为 测定 能 降低 血液 中 胆固醇 含量 的 某 种 食品 的 有 效 性 , 让 100 个 人 吃 
这 种 食品 . 经 充分 长 的 时 间 后 , 化 验 他 们 的 胆固醇 含量 . 如 果 至 少 有 65% 的 人 在 
吃 了 这 种 食物 以 后 胆固醇 合 基 降低 , 则 进行 这 项 试验 的 营养 学 家 就 决定 承认 这 种 食 
部 . 如 果 这 种 食品 事实 上 对 胆固醇 含量 不 起 作用 , 试问 这 位 营养 学 家 承认 它 的 概率 
是 多 大 ? 
解 : 我 们 假定 这 种 食品 对 降低 胆固醇 含量 不 起 作用 , 而 一 个 人 在 吃 了 这 种 食品 
后 碰巧 胆固醇 降低 的 概率 为 1/2. 这 样 , 若 以 X 表示 胆固醇 降低 了 的 人 数 , 则 当 这 
种 食品 不 影响 胆 男 醇 含 量 时 , 营养 学 家 承认 它 的 概率 是 
100 /1\ 100 基 一 100 x 3 
> ( ; ) (35) i 


~1— (2.9) ~ 0.0019 站 
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(10, 0.7) (20, 0.7) 
0.30 0.20 
人 省 15 
0.20 
相信 0.10 
0.10 
0.05 
0.05 
0.00 0.00 
0 2 4 6 8 10 0 5 10 3 20 
> XX 
(30, 0.7) (50, 0.7) 
0.16 0.14 
0.14 0.12 
Ql2 0.10 
0.10 008 
0.06 
0.06 1 
0.04 0.04 
0.02 0.02 
0.00 0.00 
5 10 15 20 25 30 0 10 20 30 40 50 
x x 


图 5.6 二 项 分 布 (n,p) 的 概率 分 布 列 随 着 n 的 增 大 越 来 越 趋 于 正 态 分 布 


例 往 纽约 市 有 52% 的 居民 支持 禁止 公共 场合 吸烟 . 随机 抽取 nn 个 纽约 市 民 ， 
问 支 持 这 项 禁令 的 人 数 超过 50% 的 概率 有 多 大 , 如果 


(a) n=1l. (b)n=101. (c) n= 1001. 
要 想 该 概率 值 超过 0.95, n 需要 多 大 ? 


解 : 令 NN 表示 纽约 市 居民 人 数 . 要 回答 上 述 问 题 , 我 们 必须 首先 理解 样本 大 小 
为 n 的 随机 抽样 就 是 从 N 个 人 当中 按 如 下 方式 抽取 n 人 : 使 得 (六 ) 种 n 个 人 的 
子 集 被 抽 到 的 可 能 性 都 是 一 样 的 . 这 样 , 记 Sn 为 样本 里 支持 禁令 的 人 数 , 它 是 一 个 
超 几何 随机 变量 . 也 即 ，Sn 的 分 布 与 从 装 有 NN 个 球 的 坛子 里 抽取 ”个 球 , 其 中 取 
出 的 白 球 数 的 分 布 是 一 样 的 (其 中 0.52NN 的 球 为 白 球 ). 但 因为 N 和 0.52N 对 于 mm 
来 说 都 是 很 大 的 数 , 根据 二 项 分 布 对 超 几 何 分 布 的 近似 ( 见 4.8.3 节 ) 可 知 , 也 即 Sn 
的 分 布 与 参数 为 n 和 了 = 0.52 的 二 项 分 布 是 很 接近 的 . 再 利用 正 态 分 布 对 二 项 分 
布 的 近似 可 得 

Sn — 0.52n 0.57 一 0.52n } 


有 fo > 0.5n} = Lt 一- 
Vn x 0.52 x 0.48 Vn x 0.52 x 0.48 


Sn — 0.52n 
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因此 ， 
(0.1328) = 0.5528 如 果 n=11 
P{Sn > 0.5n} ~ $4 B(0.4020) = 0.6562 如 果 n= 101 
(1.2665) = 0.8973 ”如果 n= 1001 


为 了 使 得 该 概率 大 于 0.95, 我 们 需要 ®(0.04VYn) > 0.95. 因为 B(x) 为 一 单调 递增 函 
数 , 目 B(1.645) = 0.95, 因此 0.04VR5 > 1.645, 也 即 n > 1691.266. 因此 , 样本 大 小 至 
少 为 1692. a 


关于 正 态 分 布 的 历史 注 记 


正 态 分 布 是 法 国 数学 家 亚伯拉罕 棣 莫 弗 在 1733 年 引入 的 . 他 利用 正 态 分 布 
求 出 了 有 关 抛 撞 硬 币 试验 中 随机 事件 的 概率 的 近似 值 . 当时 称 正 态 分 布 为 指数 钟 
形 曲线 . 1809 年 , 德国 著名 数学 家 高 斯 以 正 态 分 布 作为 主要 工具 预测 天 文学 中 星体 
的 位 置 , 这 时 才 展 现 了 正 态 分 布 的 应 用 价值 . 此 后 , 正 态 分 布 就 称 为 高 斯 分 布 . 

在 十 九 世纪 后 半 叶 , 大 部 分 统计 学 家 认为 大 部 分 数据 的 直方 图 都 具有 高 斯 钟 形 
曲线 的 形状 . 事实 上 , 大 家 认为 正常 的 数据 集合 应 该 具有 这 种 形状 . 由 英国 统计 学 
家 卡尔 : 皮尔 森 开 始 , 将 高 斯 曲线 简称 为 正 态 曲线 . (中 心 极限 定理 为 许多 数据 具有 
正 态 分 布 的 事实 提供 了 合理 的 解释 , 我 们 将 在 第 8 章 讲述 这 一 定理 .) 

亚伯拉罕 . 棣 莫 弗 (1667 一 1754) 

现在 统计 学 已 经 普及 , 统计 学 家 具有 很 好 的 工作 环境 . 然而 , 统计 学 的 诞生 地 
却 是 在 18 世纪 初 的 伦敦 , 一 所 黑暗 的 、 脏 脏 的 赌 帘 , 称 为 屠夫 咖啡 屋 的 地 方 . 亚 伯 
拉 罕 - 棣 莫 弗 是 个 来 白天 主教 法 国 的 耶稣 教 难民 , 为 生计 , 他 要 为 各 种 赌博 计算 
赔钱 的 概率 . 

虽然 亚伯拉罕 ' 棣 莫 弗 在 咖啡 屋内 谋生 存 , 但 他 是 一 位 著名 的 数学 家 , 他 发 现 
了 正 态 曲线 . 他 还 是 皇家 学 会 的 会 员 , 并 且 是 著名 科学 家 牛顿 的 朋友 ， 

统计 学 家 卡尔 . 皮尔 森 想像 棣 莫 弗 在 屠夫 咖啡 屋内 工作 的 情景 “我 想像 棣 莫 
弗 坐 在 咖啡 屋内 及 脏 的 小 桌 边 , 旁边 坐 着 一 位 破产 的 赌 徒 . 而 牛顿 从 嗜 杂 的 人 群 走 
向 棣 莫 弗 的 小 桌 边 , 拉 出 他 的 朋友 . 在 艺术 家 的 想像 中 , 这 是 一 幅 多 么 伟大 的 艺术 
杰作 啊 .” 

卡尔 弗 里 德里 克 : 高 斯 (1777 一 1855) 

高 斯 , 正 态 曲线 的 最 早 应 用 者 之 一 , 是 一 位 伟大 的 数学 家 . 著名 的 数学 史学 家 
E. T. Bell 在 1954 年 的 著作 《数学 人 物 》(Men of Mathematics) 中 , 有 一 章 名 为 
“数学 王子 ”中 提 到 了 三 位 数学 家 , 阿 基 米 德 、 牛 顿 和 高 斯 . “他 们 三 位 是 在 最 伟大 
数学 家 之 列 , 我 们 不 可 以 以 通常 眼光 来 评价 他 们 的 贡献 的 大 小 . 他 们 在 纯 数 学 和 应 
用 数学 领域 内 推波助澜 . 阿 基 米 德 特别 推崇 纯 数 学 ; 牛顿 恰恰 是 把 他 的 数学 发 现 应 
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229| 用 于 科学 研究 ; 而 高 斯 宣称 无 论 是 纯 数 学 还 是 应 用 数学 对 他 而 言 都 是 一 样 的 ,” 
5.5 ”指数 随机 变量 


如 果 随 机 变量 的 密度 函数 如 下 : 对 于 入 > 0, 有 


一 和 AT  、 
f(z) = 人 当 z >0 
0 当 z <0 


那么 称 该 随机 变 其 为 参数 为 和 的 指数 分 布 的 随机 变量 (或 简称 为 指数 随机 变量 ). 指 
数 随 机 变 基 的 分 布 函数 如 下 ， , 
F(a)= P{X < a}= / Xe-^zdz = -eX*|o 一 1 一 er az20 
0 


下 面 将 要 说 明 参 数 和 就 等 于 期 望 值 的 倒数 . 
例 5a 邻 关 为 一 参数 为 和 的 指数 随机 变量 , 计算 
(a) E[X]. (b) Var(X). 
解 : 因为 密度 函数 为 
Xe xz>0 
f(z) = | 
0 Z<0 


因此 , 对 于 n > 0, 有 
E[X"] =/ rz"Ae™ dz 
0 


分 部 积分 (Xe “dz = dv, tu = 7x7), 可 以 得 到 
Oo 
EL[X"]= -ze | +/ enz™ldz 
0 
— % ~ ~ 和 AT nNn—l n—l 
=0+%/ 和 Xe 一 dz = FEIX ] 


令 了 =1 及 叶 = 2 可 以 得 到 


1 9 2 
230 EX = EIXY]=3BIX]= 
(b) 因此 ,jj 
Var(X)= 吉 ~(%) -下 
也 即 , 指数 分 布 的 期 望 值 等 于 参数 和 的 倒数 , 而 方差 等 于 期 望 的 平方 . 四 


在 实践 中 , 指数 分 布 经 常 作为 某 个 事件 发 生 的 等 待 时 间 的 分 布 而 出 现 . 比如 , 地 
震 发 生 的 时 间 间 隔 (从 现在 开始 计算 ), 一 场 新 的 战争 爆发 时 间 间 隔 , 从 现在 开始 到 
你 接 到 一 个 误 拨 的 电话 的 时 间 间 隔 , 等 等 , 这 些 都 是 实践 中 的 指数 随机 变量 ，( 关 于 
这 种 现象 的 理论 解释 可 参考 4.7 节 .) 
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例 5b 假设 某 个 电话 的 通话 时 长 (单位 : 分 钟 ) 为 参数 为 和 = 1/10 的 指数 随 
机 变量 . 假设 某 人 正好 在 你 之 前 到 达 电 话 亭 , 求 以 下 事件 概率 ， 
(a) 你 的 等 待 时 间 超 过 10 分 钟 ; (b) 你 的 等 待 时 间 在 10 到 20 分 钟 之 间 ， 
解 : 令 X 表示 该 人 通话 时 长 , 那么 所 求 概率 为 ; 
(a) P{X > 10}=1— Fl10) = es 0.368 


(b) P{10 <X < 20} = F(20) — F(10) =e-!—e ?0.233 国 
我 们 称 一 个 非 负 随机 变量 X 是 无 记忆 的 ( memoryless), 如 果 
P{X>s+tlX>t}= P{X > s} 对 所 有 的 s,t > 0 成 立 (5.1) 


如 果 我 们 令 X 为 某 个 设备 的 寿命 ,上 式 说 明了 在 已 知 该 设备 已 经 使 用 t 小 时 的 条 
件 下 寿命 至 少 为 s 十 t 的 概率 , 与 开始 时 寿命 至 少 为 s 小 时 的 概率 是 一 样 的 . 换 句 
话说 , 如 果 该 设备 在 使 用 t 小 时 后 还 能 使 用 , 那么 “剩余 的 ” 寿命 同一 开始 时 的 寿命 
的 分 布 是 一 样 的 (也 即 , 就 好 像 该 设备 对 已 经 使 用 了 t 小 时 没有 记忆 似 的 ). 
条 件 (5.1) 又 等 价 于 
P{X>s+bX>t 
或 者 


P{X>s+t} = P{X > s}P{X > (5.2) 


当 针 服从 指数 分 布 时 , 公式 (5.2) 是 成 立 的 (e e+9 = ee-Xt), 因此 , 指数 随机 
变 甚 是 无 记忆 的 . 

例 5c 某 个 邮局 有 两 个 职员 , 假设 当 史密斯 先生 走 进 邮局 时 , 他 发 现 两 个 职员 
正在 分 别 接待 售 斯 女士 和 布朗 先生 . 史密斯 先生 被 告知 , 一 旦 处 理 完 琼斯 或 者 布朗 
的 事情 , 就 立即 接待 他 . 如 果 职 员 给 每 位 顾客 的 服务 时 长 都 服从 参数 为 和 的 指数 分 
布 , 那么 三 人 中 , 史密斯 先生 是 最 后 一 个 办 完事 情 的 概率 是 多 大 ? 

解 : 从 史密斯 先生 并 始 接受 服务 时 考虑 , 此 时 , 琼斯 女士 和 布朗 先生 中 有 一 个 
已 经 离开 , 另 一 个 仍 在 继续 接受 服务 . 然而 , 因为 指数 分 布 是 没有 记忆 的 , 因此 , 仍 
在 接受 服务 的 顾客 (琼斯 女士 或 布朗 先生 ) 的 办 事 时 长 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 ， 
这 与 此 时 刚 开始 服务 是 一 样 的 . 因此 , 由 对 称 性 可 得 , 剩 下 的 一 个 人 在 史密斯 先生 
之 前 完成 服务 的 概率 为 1/2. 国 

可 以 证 明 , 不 仅 是 指数 分 布 具有 无 记忆 性 , 而 且 指 数 分 布 是 唯一 具有 无 记忆 性 
的 分 布 , 为 了 证 明 这 点 , 假设 X 是 无 记忆 性 的 , 且 令 (xz) = P{X > z}. 那么 , 利用 公 
式 (5.2), 可 以 得 到 (s+ = F(s)F(), 也 即 , F(-) 满足 函数 方程 g(s ++t) = g(s)g(t). 
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然而 , 已 经 证 明 该 函数 方程 的 唯一 的 非 平凡 右 连 续 解 就 是 1 
g(x) =e (5.3) 
又 因为 分 布 函数 总 是 右 连续 的 , 因此 我 们 有 
天 (cz) = eye 或 者 Flz) = P{ 和 区 如 =1 一 em 


这 样 , 就 证 明了 X 服从 指数 分 布 . 

例 5d 假设 汽车 在 电池 用 完 之 前 跑 的 英里 数 服 从 均值 为 10 000 英里 的 指数 分 
布 , 如 果 某 人 要 计划 开始 一 个 5000 英里 的 旅行 , 那么 他 不 用 更 换 电池 就 能 跑 完 全 程 
的 概率 是 多 大 ? 如 果 不 服从 指数 分 布 呢 ? 

解 : 由 指数 分 布 的 无 记忆 性 可 以 得 到 , 电池 剩 下 的 寿命 (以 1000 英里 为 单位 ) 
服从 参数 为 和 = 1/10 的 指数 分 布 , 因此 , 所 求 概率 为 


PP{ 剩 余 寿命 > 5j=1- F(5) = e-5 一 el2 ~ 0.604 


然而 , 如 果 剩 余 寿 命 玉 的 分 布 不 是 指数 分 布 , 那么 对 应 概率 为 
P{ 寿 命 > t+ 引 寿 命 > 村 二 本 
其 中 上 上 就 是 旅行 前 电池 已 经 使 用 的 寿命 . 因此, 如 果 不 是 指数 分 布 , 那么 在 计算 所 
求 概率 之 前 还 需要 了 解 其 他 信息 (也 即 如). 国 
指数 分 布 的 一 个 变形 是 一 种 取 值 或 正 或 负 , 但 是 绝对 值 服 从 参数 为 入 入 > 0 的 
指数 分 布 . 这 样 的 随机 变量 也 称 为 拉 普 拉 斯 随机 变量 ?, 它 的 密度 函数 为 


1 
f(zx) = 3 "| 00<7ZX<o0 
其 分 布 函数 如 下 : 
1 rT 
3 / Xexrdz Z<0 (i 0 
F(z) = °° -J2 
1 ? 入 了 1 一 入 并 1 —Az 
二 Nedrz+i+= /| Me dr xz>0 工 一 re Z>0 
2 , 2 2 


1. 可 以 如 下 证 明 (5.3) 式 : 如 果 g(s 十 ) = g(s)g(t), 那么 
2 1 1 1 
(人 + = 
重复 以 上 计算 可 以 得 到 g(m/n) = g™(1/n). 而 且 ， 


sG=s(5+2+ e+)=o(2) 或 5(2 


) = (90D) 


因此 , g(m/m) = (9(1))m/”, 因为 9 是 右 连 续 的 , 可 以 得 出 g(z)=(9(1))*. 又 因 g(1)=(g( 坟 ))” > 
0, 我 们 可 以 得 到 g(x) = exz, 其 中 入 二 — ln(g(1)). 
2. 有 时 也 称 为 双 指数 型 随机 变量 . 
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例 5e 我 们 来 重新 考虑 例 4e, 从 A 地 传送 一 个 二 值 信息 到 B 地 . 当 信息 为 1 
时 , 传送 2, 当 信 息 为 0 时 传送 -2. 然而 , 通信 噪声 不 再 是 标准 正 态 随机 变量 , 而 
是 参数 为 和 = 1 的 拉 普 拉 斯 随机 变量 . 假设 如 果 在 B 地 收 到 R, 信息 如 下 解码 : 
如 果 情 之 0.5, 那么 认为 是 1; 
如 果 RR < 0.5, 那么 认为 是 0. 
这 种 情形 下 , 如 果品 音 为 参数 =1 的 拉 普 拉 斯 随机 变量 , 那么 两 类 错误 的 概率 如 下 
P{ 错 误 | 信息 是 1} = P{N < -1.5} = jo! A 0.1116 
P{ 错 误 | 信息 是 0} = P{N > 2.5} = 3e-25 ~ 0.041 


将 此 结论 与 例 4e 对 比 , 可 以 发 现 , 噪音 为 参数 为 入 = 1 的 拉 普 拉 斯 随机 变量 时 的 错 
误 概 率 要 大 于 为 正 态 随机 变量 时 的 概率 ， 国 


危险 率 函 数 
考虑 一 个 正 连续 型 随机 变量 X, 我 们 将 它 解释 为 某 个 零件 的 寿命 , 具有 分 布 函 
数 玉 以 及 分 布 密度 f. 危险 率 (Hazard rate, 有 时 也 称 为 失效 率 , failure rate)A(t) 定 
义 如 下 : 7 的 _ 
为 了 解释 和 (), 考虑 该 零件 已 经 使 用 了 上 小 时 , 我 们 来 求 它 不 能 继续 使 用 dt 小 时 的 
概率 , 也 即 求 P{X € (t,t 十 dt)|X > 如 . 利用 条 件 概 率 公式 ， 
PIXE(Wttd),X>t _ P(Xe (bt+d)} 7 的 


P{X Elt,t+dt)lX>t}= 一 一 一 人 和 人 dt 


P{X > 如 P{X > F(t) 
因此 , A(t) 表示 了 “年 龄 ”为 t 的 零件 不 能 继续 使 用 的 条 件 概率 强度 . 
现在 假设 寿命 服从 指数 分 布 , 那么 , 利用 它 的 无 记忆 性 , 可 以 得 到 对 于 一 个 “年 
龄 ”为 上 的 零件 , 它 剩 下 的 生存 时 间 同 一 个 新 零件 是 一 样 的 . 因此 , A(t) 必然 是 一 个 
常数 , 这 点 可 以 检验 如 下 
A es 
F(t) et 
因此 , 指数 分 布 的 危险 率 函 数 是 一 个 常数 .由 危险 率 函 数 的 定义 可 知 , 由 分 布 可 以 
计算 它 的 危险 率 函 数 . 反 过 来 , 由 危险 率 函数 也 可 以 唯一 地 确定 它 的 分 布 函 数 . 为 
证 明 这 一 点 , 将 A( 的 公式 


= 入 


两 边 积分 可 得 
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或 
1— F(t)= er exp { 一 [ XW)at} 
0 
令 t=0 可 得 上 =0, 因此 
一 1 一 exps 一 5.4 
FO=1-exp{ 人 XGOdt} (5.4) 
因此 , 一 个 正 连续 型 随机 变量 的 分 布 函 数 可 由 其 危险 率 函 数 确定 .比如 说 , 如 
果 随 机 变 基 具有 线性 危险 率 函 数 一 一 也 即 , 如 果 
Mt) =att 
那么 其 分 布 函数 为 


F(t) 一 1 一 e—ot—bt? /2 


求 导 可 得 
f(t})=(a+bt)e (ottb/2) 4>0 

当 a = 0 时 ,上述 即 为 熟知 的 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 的 密度 函数 . 

例 5f 人 们 经 常 听 到 , 各 个 年 龄 段 吸烟 者 的 死亡 率 是 非 吸 烟 者 死亡 率 的 2 倍 ， 
这 是 什么 意思 ? 是 不 是 说 对 于 同年 龄 的 非 吸烟 者 和 吸烟 者 来 说 , 前 者 活 到 一 个 给 定 
时 间 的 概率 是 后 者 的 两 倍 ? 

解 : 令 和 s(t) 表示 年 龄 为 的 吸烟 者 的 危险 率 , 而 An(t) 表示 年 龄 为 + 的 非 吸 烟 
者 的 危险 率 , 上 述 的 含义 等 价 于 和 s(t) = 2A(t). 
一 个 年 龄 为 4 的 非 吸烟 者 能 活 到 年 龄 B 的 概率 (4 < 已) 为 

P{ 年 龄 为 4 的 非 吸烟 者 能 活 到 年 龄 号 


= P{ 非 吸烟 者 的 寿命 > B| 非 吸烟 者 的 寿命 > 4]} = 了 二 ea - | 
B 
exp { — / Mn(Ddt} 


exp{ 一 三 Mult)at) 


而 根据 相同 的 原因 , 对 应 的 吸烟 者 的 概率 为 
PI{ 年 龄 为 4 的 吸烟 者 能 活 到 年 龄 B} 


= exp { - 广 X(t)qt) = exp{ - 2 Xn(bdt} = [exp{ - [ (oa 


也 就 是 说 , 对 于 两 个 年 龄 相同 的 人 来 说 , 其 中 一 个 吸烟 , 另 一 个 不 吸烟 , 那么 吸 
烟 者 能 存活 到 一 个 给 定年 龄 的 概率 是 非 吸烟 者 的 相应 概率 的 平方 (而 不 是 一 半 ). 举 


和 用 6 力 =ep{- 人 xdt] 
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例 来 说 , 如 果 Xm 人 = 1/30, 50 < t < 60, 那么 一 个 50 岁 的 非 吸烟 者 能 活 到 60 岁 的 
概率 是 e-13 s 0.7165, 而 吸烟 者 的 相应 概率 为 e-2/3 ~ 0.5134. = [236| 


5.6 ”其 他 连续 型 分 布 


5.6.1 工分 布 
如 果 随 机 变 基 具有 密度 函数 


Xe-xz(Az)c-1 
/四 -1 To 
0 <0 
其 中 , T(a) 称 为 了 函数 , 则 称 该 随机 变量 具有 工 分 布 , 其 参数 为 (a, A),a > 0, 入 > 
0. 工 函数 的 定义 如 下 : 


ra=/ e ye-1dy 
0 


分 部 积分 可 以 得 到 
T(a) = -e vy] +/ ey(a—1)y* ?dy 
0 


= (a—1) [ eyy* -2dy= (a— 1)T(a—1) (6.1) 


对 应 于 a 的 积分 值 , 比如 说 a = n, 可 以 重复 利用 公式 (6.1) 得 到 
Fn)= (nDrn 1)=(n-1)(n— 2)T(n— 2) 
= = (no1)(n— 2)...3.2T(1) 

又 因 T(1) = fe-*dz = 1, 所 以 可 以 得 到 积分 值 : T(n) = (n 一)!. 

当 a 为 一 正 整数 时 , 比方 说 a = n, 参数 为 (a, 入) 的 工分 布 在 实践 中 经 常 作 为 
某 个 事件 总 共 要 发 生 半 次 的 等 待 时 间 的 分 布 而 出 现 , 尤其 是 , 当 个 事件 是 随机 发 
生 的 , 且 满足 4.7 节 的 三 个 公理 , 那么 可 以 证 明 要 等 待 总 共 n 个 事件 发 生 的 时 间 为 
服从 参数 为 (n, 入 ) 的 工分 布 随机 变量 , 为 了 证 明 这 点 , 令 T 表示 第 n 个 事件 发 生 
的 时 间 , 并 注意 到 T, 小 于 或 等 于 t 的 充 要 条 件 是 在 时 刻 t 以 前 至 少 发 生 了 nn 个 事 
件 , 即时 间 区 闻 [0, 英 内 发 生 的 捉 件数 N(t) > n. 因此 237 


oo co Mt/yni 
P{T <t} =P{N(D) > 对 =》 PIN- 四 = 有》 一 
j=n j=n 


其 中 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 在 [0,4] 内 发 生 的 事件 数 服从 参数 为 Xt 的 泊 松 分 布 ， 
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对 上 式 求 导 得 到 T 的 密度 函数 如 下 
Co 一 2 人 5 一 1 入 co 6 一 人 (Xt 了 
1/0- -> ) 


~ Ne 二 ep _ Xe YA 
-二 -TT 
和 Tn 服从 参数 为 (n, 入) 的 工分 布 . 注意 当 n = 1 时 , 该 分 布 退化 为 指数 分 布 . 
二 1/2,Q ==n/2 的 工分 布 (n 为 一 个 正 整数 ) 称 为 自由 度 为 n 的 x?( 读 作 “ 卡 
方 ”) A 在 ” 维 空间 中 试图 击 中 某 一 舰 子 , 其 中 各 坐标 的 偏差 相互 独立 且 为 标 
准 正 态 分 布 , 则 偏差 的 平方 和 服从 自由 度 为 n 的 x? 分 布 . x? 分 布 与 正 态 分 布 关 系 
密切 , 我 们 将 在 第 6 章 予 以 详细 解释 . 
例 6a 令 久 为 一 服从 TT 分 布 的 随机 变量 , 其 参数 为 a 入 ,计算 
(a) E[X]. (b) Var(X). 


解 : (a) 
E[X] = 二 人 》ze xz(Az)-ldz = za Me (Ar)® 
es AR 
(p) 先 计算 EB[X”], 再 利用 方差 的 计算 公式 可 得 Var(X) = 急 . 详细 证 明 留 作 
习题 . 一 


5.6.2 ” 威 布尔 分 布 


威 布尔 分 布 在 工程 实践 中 有 着 广泛 的 应 用 . 最 初 , 这 种 分 布 是 在 解释 疲劳 数据 
时 提出 的 , 但 现在 它 的 应 用 经 扩展 到 许多 其 他 工程 问题 中 . 特别 地 , 在 有 关 生 存 
现象 的 领域 中 , 它 有 广泛 的 应 用 . 例如 , 当 某 对 象 适合 “最 弱 链 ”模型 时 , 此 对 象 的 
寿命 就 服从 威 布尔 分 布 . 也 就 是 说 ， 考虑 一 个 有 许多 部 分 组 成 的 对 旬 ， 并 假定 当 它 
的 任何 一 部 分 毁坏 时 此 对 象 的 寿命 就 终止 , 在 这 样 的 条 件 下 , 已 经 (从 理论 上 和 实 
践 上 ) 证 明 威 布尔 分 布 为 这 个 对 象 的 寿命 的 分 布 提供 了 一 个 很 好 的 近似 ， 

威 布尔 分 布 的 分 布 函数 具有 如 下 形式 ， 


0 T&L 

F(z)= 6.2 

?7) 1—exp{ - (2)) T>v (62) 

如 果 一 个 随机 变量 的 分 布 函 数 具 有 如 上 形式 , 那么 称 它 为 具有 参数 a 和 6 的 威 
布尔 随机 变量 . 对 其 求 导 可 得 到 密度 函数 为 
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5.6.3 ” 柯 西 分 布 


一 个 随机 变量 称 为 服从 参数 为 0, -co < 0 < oo 的 柯 西 分 布 , 如 果 其 密度 函数 


如 下 : 
1 1 


/全 一 二 区 于 
例 6b 假设 有 一 束 罕 窗 的 光线 围绕 着 某 一 个 中 心 旋转 , 而 这 个 中 心 位 于 y 轴 
上 离 坐标 原点 一 个 单位 处 , 当 光 线 停止 旋转 时 , 这 束 光 指向 z 轴 上 一 点 XX( 若 光线 并 
不 指向 XX 轴 , 则 重新 进行 试验 ). 如 图 5.7 所 示 , X 由 y 轴 与 光线 的 夹 角 9 确定 . 0 
的 分 布 是 (7/2, x/2) 上 的 均匀 分 布 , 这 样 , X 的 分 布 可 由 下 式 进 行 计算 
F(x)= P{X < 7x}= P{tan0 < x} = P{0 < arctan7z} = ; 十 arctanz 


一 Oo<<2 < co 


0 XxX X-axis 
图 5.7 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 因为 8 在 (一 x/2, 7/2) 上 服从 均匀 分 布 , 分 布 函 数 为 
am 1 a 工 n 
Psa Iti “~3<%<3 
因此 , X 的 密度 函数 为 
fo) = 二 PC) = 0 co <Z< co 
这 样 , 我 们 可 以 看 到 X 服从 柯 西 分 布 1. 国 


1. 可 用 下 面 的 方法 证 明 等 式 (arctan ZX) = 二 1/(1 十 22): 令 y = arctanz, 那么 tany = z, 因此 : 


d d dy d 
1=—(t 一 一 必 -一 一 一 
az! any) a any) 也 人 


zy ) dy _ (= y 十 sin2 2 dy 
cosy/ dz cos2y dz 
或 者 , 
dy _ Cos“< 1/ 1 1 


dr sin2y 十 cos2y tan2y+1 ~ z2+1 
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5.6.4 6 分布 
如 果 一 个 随机 变量 的 密度 函数 如 下 , 那么 称 它 服从 6 分 布 : 


四 (wn 0<z<l1 
f(z) = 4 Blo 


0 其 他 
其 中 | 
B(a,b) = / zo-1(1 _ zjoldz 
0 


8 分布 通常 用 来 为 取 值 于 某 有 限 区 间 [c, dj 的 随机 现象 建立 模型 . 当然 , 如 果 令 
c 为 原点 , 而 d 一 c 为 度量 单位 , 那么 可 将 取 值 区 间 转 化 为 [0, 1]. 

当 a =b5 时 , 6 分 布 的 密度 函数 关于 z = 1/2 对 称 , 随 着 公共 值 a 的 增 大 , 取 值 
于 1/2 附近 的 权重 会 越 来 越 大 ( 见 图 5.8). 当 b5 > a 时 , 密度 函数 向 左 偏 斜 (也 即 取 
小 值 的 可 能 性 更 大 ); 当 a > b 时 , 密度 函数 向 右 偏 斜 ( 见 图 5.9). 

B(a,b) = 月 ze-101 -zjoldz 称 为 有 函数 , 可 以 证 明 , 6 函数 与 工 函 数 之 间 存 


在 以 下 关系 : r(art) 


B(a,b) = a) (6.3) 
利用 (6.1) 式 以 及 (6.3) 式 , 很 容易 证 明 如 果 X 为 一 参数 为 ao 和 5 的 8 随机 变量 , 那么 
a ab 
PN YX)- nro 
注释 : (6.3) 式 的 证 明 将 会 在 第 6 章 例 7c 中 给 出 四 


图 5.8 参数 为 (a,5) 的 8 分布, 其 中 a=b 图 5.9 参数 为 (o, 虽 的 8 分 布 ， 
其 中 aha+5)=1/20 
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5.7 随机 变量 函数 的 分 布 


当知 道 一 个 随机 变量 的 概率 分 布 后 , 经 常会 感 兴趣 于 求 它 的 一 些 函 数 的 分 布 . 
比如 , 假设 我 们 已 经 知道 了 X 的 分 布 , 需要 计算 g(X) 的 分 布 . 要 做 到 这 一 点 , 需要 
将 事件 g(X) < y 表达 为 X 属于 某 集合 的 形式 , 我 们 将 通过 一 些 例子 阐述 这 点 . 

例 7a 令 立 为 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 我 们 可 以 如 下 得 到 随机 变 
量 Y = X” 的 分 布 . 对 于 0<y<1, 有 

Fy(y)=P{Y sy} = P{X" Sy} = P(X Sy} = Fx(y") = 9 


这 样 , Y 的 密度 函数 为 


1 1/m 一 1 0O<vygl 
fr (y) = ny " 
0 其 他 


例 7b 如 果 XX 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 fx, 那么 了 = X? 的 分 
布 可 以 如 下 得 到 , 对 于 y > 0, 有 
Fy(y) =P{Y sy =P{X? <y}= P{-WW EXSY = Fx(V9) - Fx(-vy) 
求 导 可 得 : fy(y) = 33x (VD + fx(- VD)]. 国 
例 7c 如 果 X 具有 密度 函数 fx, 那么 了 = |X| 的 密度 函数 可 以 如 下 得 到 , 对 
于 y 之 0, 有 
Fy(y)= P{Y sy}=P{IX| gy = P{-y < XY = Fx(y) -Fx(-Yy) 


因此 , 对 其 求 导 可 得 : fy(y) = fx(y)+ fx(-y) yy 之 0. 
以 上 例 7a 到 例 7c 中 使 用 的 方法 可 用 来 证 明定 理 7.1. 


定理 7.1 令 X 为 一 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 fx. 假设 9(z) 为 一 严 
格 单调 (递增 或 递减 ) 且 可 微 (因此 必 连 续 ) 函数 , 那么 随机 变量 Y = g(X) 
的 密度 函数 为 
_ fixlgr)| 各 9 '( 罗 | 如 果 存在 某 z, 使 得 y = g(z) 
fr (y) = 
0 如 果 对 一 切 z,y #9(z) 
其 中 9 (9) 定义 为 满足 g(z) = 的 z 值 . 


我 们 在 g(z) 为 递增 函数 的 情形 下 证 明定 理 7.1. 
证 明 : 假设 对 某 些 z 来 说 , 有 2 = 9(z). 那么 , 令 YY = g(X), 
Fy(y)= P{g(X) y= P{X < 9 (9)} = Fx(g 1(y)) 
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求 导 可 得 j 
fy(y) = fx(g (9),9 (9) 


由 于 gi(y) 非 降 , 因此 导数 非 负 . 
车 y 关 g(x) 对 任意 z 成 立 , 那么 i (y) 等 于 0 或 1, 无论 五 (y) = 0 还 是 


fy(y) = 二 1, 均 有 fy(y)=0. | 
例 7d 设 交 为 一 非 负 连 续 随机 变量 , 其 密度 函数 为 f, 令 Y =X", 计 算 Y 的 
密度 函数 fy(y). 


解 : 令 g(x) = xz", 那么 
9 71() = 
且 
{9 0)} = Ly 
利用 定理 7.1, 可 得 1 
户 押 = 地 0 f(y) 


当即 = 2 时， ] 
fy(y) = 31 (VY 
这 与 例 7b 的 结论 是 一 致 的 ( 因 X > 0). 国 
小 结 


一 个 随机 变量 X 称 为 连续 型 的 , 如 果 存 在 一 个 z 的 非 负 函 数 /( 称 为 密度 函数 )， 
满足 : 对 于 任 一 集合 B, 有 
P{X eB}= / f(z)dz 


如 果 X 是 连续 型 的 , 那么 其 分 布 函数 在 f(z) 的 连续 点 处 可 导 , 且 
把 Fe) = ta) 
连续 型 随机 变量 X 的 期 望 值 定义 如 下 ， 
E[LX] = 广 zf (zr)dz 
对 于 任 一 函数 g, 有 一 个 有 用 的 恒等式 : 


BO = /ojlojdz 


正如 离散 型 情形 一 样 , 随机 变量 X 的 方差 定义 为 如 下 : 
Var(X) = E[(X — E[X])’] 


随机 变量 X 称 为 服从 区 间 (a,5) 上 的 均 习 分 布 , 如 果 其 密度 函数 为 


a<r<b 
f=4 -0 
0 其 他 


其 期 望 和 方差 分 别 是 
_a+b (b — a)? 
BIX]= 2 12 
随机 变量 X 称 为 服从 参数 为 上 和 o? 的 正 态 随 机 变量 , 如 果 其 密度 函数 为 
(ze-j212c2 
ee 


f(z) = Vino 


Var(X)= 


O00<I<Oo0 


可 以 证 明 
4 = E[X] 0o? = Var(X) 


如 果 X 服从 均值 为 py、 方差 为 o? 的 止 态 分 布 , 那么 如 下 定义 的 2: 
故 一 
- 几 

也 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 , 其 均值 为 0, 方差 为 1. 这 样 的 随机 变量 称 为 标准 正 
态 随机 变量 . 有 关 X 的 概率 可 以 通过 标准 正 态 随 机 变量 2 进行 计算 , 而 2 的 分 布 
函数 可 以 通过 查 表 5.1 或 从 网 站 上 得 到 . 

参数 为 (n, p) 的 二 项 分 布 , 当 n 足够 大 时 , 可 以 近似 为 均值 为 np, 方差 为 np(1 一 
p) 的 正 态 分 布 . 

一 个 随机 变量 称 为 参数 为 和 的 指数 随机 变量 , 如 果 其 密度 函数 为 如 下 形式 : 


Xe-xz xz>0 
f(x) = 
0 其 他 


Z= 


其 期 望 值 和 方差 分 别 为 : 
EIX] = Var(X)= 证 
一 个 只 有 指数 随机 变量 才 具 有 的 重要 性 质 是 无 记忆 性 ,也 即 对 于 正 数 s 和 t,， 有 
P{X >s+tX>t}= P{X > s} 


如 果 XX 表示 某 个 零件 的 寿命 , 那么 无 记忆 性 就 说 明了 对 任意 t, 年 龄 为 t 的 零件 的 
剩余 寿命 同一 个 新 的 零件 的 寿命 的 分 布 是 一 样 的 . 
令 羡 为 一 个 非 负 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 已, 密度 函数 为 六 那么 函数 
f (8 


Mt) = TFG it 之 0 
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称 为 斑 的 危险 率 函 数 , 或 者 失效 率 函 数 . 如 果 我 们 认为 X 是 某 个 零件 的 寿命 , 那 
么 对 于 一 个 很 小 的 值 dt, A(t) dt 近似 为 年 龄 为 t 的 零件 在 dt 时 间 内 会 失效 的 概率 . 
如 果 FF 是 参数 为 和 的 指数 分 布 , 那么 

At)=A tt20 
另外 , 指数 分 布 是 唯一 的 失效 率 为 常数 的 分 布 . 


一 个 随机 变量 称 为 参数 为 (a, A) 的 工 随 机 变量 , 如 果 其 密度 函数 等 于 


_ Xe Az)! 


Tao) 称 为 工 函数 , 定义 为 
T(a) = 广 er ldz 
0 
T 随机 变量 的 期 望 和 方差 分 别 如 下 : 
EIX]=3 Var(X)= 总 
随机 变量 称 为 服从 参数 为 (a,5) 的 8 分 布 , 如 果 其 密度 函数 为 
346 f(z) = Bum”! _z)! Og<zxl 
常数 Bla, 0) 如 下 : ) 
Bl(a, b) -/ zx° (1 — z)e -ldy 
0 
6 随机 变量 的 期 望 和 方差 分 别 为 


EIX] = Var(X) = ob 


Qa 
a+b (a+b)2(a+b+1) 
习题 
1. 令 针 是 一 随机 变量 , 其 密度 函数 为 


f(z) = CU(-z2) -1<z<1 
0 其 他 


(a) C 的 值 是 多 少 ? (b) 求 XX 的 分 布 函数 . 
2. 一 个 系统 由 一 个 元 件 和 它 的 欧 换 元 件 组 成 , 若 这 个 元 件 的 寿命 为 随机 变量 X, X 的 密度 
函数 由 下 式 给 出 (单位 为 月 ): 


Cre-*/2 zy>0 
f(z) = 
0 re<0 


心 


全 


= 


[eo 
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问 这 个 系统 能 维持 5 个 月 的 概率 有 多 大 ? 


.考虑 函数 


_ jcGoz-m) 0<r<$ 
{0 { 其 他 


f 能 是 一 个 概率 密度 活 数 么 ? 如 果 是 , 求 C. 如 果 f(z) 为 如 下 的 函数 呢 ? 


C(2z 一 z2) 0O<zr<3 
f(x) = 
® | 其 他 


. 设 随机 变量 X 表示 某 个 电子 设备 的 寿命 (单位 : 小时), 其 密度 函数 如 下 ， 


0 2 > 10 
f(z)= 7 
0 <10 


(a) 求 P{X > 20};  (b) X 的 分 布 函数 是 什么 ? 
(©) 6 个 类 似 的 设备 中 , 至 少 有 三 个 寿命 超过 15 小 时 的 概率 是 多 大 ? 其 中 作 了 什么 假设 ? 


:一 个 加 油 站 每 周 补给 一 次 油 . 如 果 它 每 周 的 销售 量 (单位 : 千 加 仑 ) 为 一 随机 变量 , 其 密 


度 函 数 为 : 
人 0<z<1l 


0 其 他 
试问 油 弹 需 要 多 大 , 才能 把 一 周 内 断 油 的 概率 控制 为 0.01? 


. 如 果 X 的 密度 函数 如 下 , 求 EX]; 
i e-z/2 Zz cl(1 一 z2) 一 rz 
(a) f(z) = 47 > oo ) -1<z<1i 
0 其 他 0 其 他 
5 TT>5 
eva- 人 
0 人 乏 5 
.XX 的 概率 密度 函数 如 下 ， 


a 十 pz? Og<zel 
| 
其 他 


如 果 E[X] = 2, 求 a 和 4. 


. 某 种 电子 管 的 使 用 寿命 (单位 : 小 时 ) 是 一 个 随机 变量 , 其 密度 函数 为 : 


求 电 子 管 的 寿命 的 期 望 值 . 
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考虑 第 4 章 的 例 4b, 但 现在 假设 季度 需求 量 为 一 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 f, 指 
出 最 优 储存 量 s* 应 满足 下 面 的 条 件 : 


F(s)=— 


b+ 

其 中 。 是 每 个 单位 销售 量 的 利润 , 4 是 每 一 个 未 销售 单位 的 损失 , 是 每 季 需 求 量 的 分 

布 函数 ， 

从 早上 7 点 开始 , 每 隔 15 分 钟 都 有 一 趟 列车 开 往 A 地 , 而 从 7:05 开始 , 每 隔 15 分 钟 有 

一 趟 列车 开 往 B 地 . 

(a) 如 果 某 位 乘客 到 达 车 站 的 时 间 服 从 在 7 点 到 8 点 之 间 的 均匀 分 布 . 他 到 达 车 站 以 
后 , 无 论 下 一 趟 进 站 的 是 开 往 A 地 还 是 开 往 B 的 , 他 立刻 上 那 一 列车 . 问 他 乘 上 开 
往 A 地 的 列车 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 如 果 该 乘客 达到 达 车 站 的 时 间 服 从 7:10 到 8:10 之 间 的 均匀 分 布 呢 ? 

从 长 为 工 的 线段 上 随机 选 一 点 , 计算 短 的 那 ~- 截 相对 于 长 的 那 一 截 的 比例 小 于 1/4 的 

概率 . 

一 辆 长 途 汽 车 运行 在 相距 100 英里 的 A 和 B 两 城市 之 间 . 如 果 汽 车 抛锚 的 话 , 抛锚 地 

点 距 A 的 距离 应 该 服从 (0, 100) 的 均匀 分 布 . 又 已 知 共有 三 个 汽车 服务 站 , 分 别 设 在 城 

市 A、 城市 B 以 及 两 城 之 间 的 中 点 . 有 人 建议 这 三 个 服务 站 应 该 分 别 设 在 离 城市 A 距 

离 25, 50, 75 英里 处 , 这 样 的 设置 效率 更 高 , 你 同意 吗 ? 为 什么 ? 

你 于 10 点 到 达 公共 汽车 站 , 并 且 已 知 汽车 到 达 的 时 间 在 10 点 和 10 点 半 之 间 均 匀 分 

布 . 

(a) 你 等 待 时 间 超 过 10 分 钟 的 概率 是 多 大 ? 

(b) 如 果 10:15 时 , 汽车 还 没有 来 , 那么 你 至 少 还 要 等 待 10 分 钟 的 概率 是 多 大 ? 

令 头 为 (0, 1) 上 均匀 随机 变量 , 利用 命题 2.1 计算 E[X"], 并 利用 期 望 的 定义 验证 该 结 

论 . 

如 果 X 为 服从 参数 为 y = 10 和 o? = 36 的 正 态 随 机 变量 , 求 

(a) P{X >5}; (b) P{4<X<16}; (c) P{X < 8}; 

(d) P{X <20}; (e) P{X > 16}. 

某 个 地 区 的 年 降雨 量 (单位 : 英寸 ) 服从 参数 为 jp = 40 和 = 4 的 正 态 分 布 . 那么 从 今 

年 开始 , 10 年 以 内 , 每 年 的 降雨 量 不 超过 50 英寸 的 概率 有 多 大 ? 你 作 了 什么 假设 ? 

某 人 向 某 个 目标 射击 , 如 果 击 中 目标 1 英寸 范围 内 , 那么 获得 10 分 ; 如 果 击 中 目标 1 英 

寸 到 3 英寸 之 间 , 获得 5 分 ; 如果 果 击 中 目标 3 英寸 到 5 英寸 之 间 , 获得 3 分 . 如 果 击 

中 点 与 地 心 的 距离 服从 (0, 10) 上 的 均匀 分 布 , 求 获得 分 数 的 期 望 值 . 

假设 X 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 均值 为 5. 如 果 P{X > 9} = 0.2, 求 方差 的 近似 值 . 

令 XX 为 一 正 态 随机 变量 , 均值 为 12, 方差 为 4. 求 满足 条 件 P{X > c} = 0.10 的 。 值 . 

在 某 社 区 内 , 有 65% 的 人 支持 提高 教育 税 . 如 果 随 机 抽取 100 人 , 估算 以 下 事件 概率 ; 

(a) 至 少 50 人 支持 该 建议 ， (b) 支持 该 建议 的 人 在 60 人 到 70 人 ( 含 ) 之 间 ; 

(c) 少 于 75 人 支持 该 建议 . 
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假设 25 岁 男 人 的 身高 (单位 : 英寸 ) 是 参数 为 4 = 71, o? = 6.25 的 正 态 随机 变量 . 那么 

身高 超过 6 英尺 2 英寸 的 比例 有 多 大 ? 在 身高 皆 超 过 6 英尺 的 成 人 俱乐部 里 , 身高 超 

过 6 英尺 5 英寸 的 比例 有 多 大 ? 

有 一 种 锻造 的 铜 铝 合金 零 件 , 其 上 有 一 开口 . 开口 宽度 具有 正 态 分 布 , 期 望 y = 0.9( 英 

寸 ), o = 0.003. 产品 的 工艺 标准 为 0.9000 士 0.005. 

(a) 零件 的 废品 率 为 多 少 ? 

(b) 若 容 许 的 废品 率 为 0.01, o 应 控制 在 多 大 才能 满足 这 个 要 求 ? 

撕 一 枚 均匀 抽 子 1000 次 , 求 点 数 6 出 现 的 次 数 在 150 到 200 次 ( 含 ) 之 间 的 概率 的 近似 

值 , 如 果 点 数 6 正好 出 现 了 200 次 , 求 点 数 5 出 现 的 次 数 小 于 150 次 的 概率 . 

某 半 导体 工厂 生产 的 计算 机 芯片 的 寿命 服从 正 态 分 布 , 参数 为 上 = 1.4 x 106 小 时 , o = 

3 x 105 小 时 , 求 一 批 100 个 芯片 内 , 包含 至 少 20 个 芯片 , 其 寿命 都 小 于 1.8 x 108 的 概 

率 的 近似 值 . 

某 工厂 生产 的 每 个 元 件 都 以 0.95 的 概率 被 接收 , 旦 各 元 件 是 否 被 接收 是 相互 独立 的 ( 即 

不 是 成 批 接收 ). 问 下 一 批 150 个 元 件 内 最 多 10 件 不 被 接受 的 概率 的 近似 值 . 

某 工厂 生产 两 种 硬币 , 一 种 是 均匀 硬币 , 另 一 种 在 抛掷 时 正面 朝 上 的 概率 为 55%. 现 有 

一 枚 该 工厂 的 硬币 , 但 是 不 知道 是 哪 一 种 . 为 了 确认 是 哪 一 种 , 我 们 进行 如 下 统计 检验 : 

掷 这 枚 硬币 1000 次 , 如 果 正 面 朝 上 的 次 数 超过 525 次 ( 含 ), 那么 我 们 认为 该 硬币 不 是 

均匀 的 , 否则 , 就 认为 它 是 均匀 的 . 如 果 该 硬币 确实 是 均匀 的 , 我 们 将 会 得 到 错误 结论 的 

概率 是 多 大 ? 如 果 该 硬币 不 是 均匀 的 呢 ? 

在 10 000 次 独立 地 掷 硬币 过 程 中 , 如 果 正 面 朝 上 的 次 数 超过 5800 次 , 那么 有 理由 认为 

这 枚 硬币 不 是 均匀 的 . 试 解释 之 . 

人 群 中 有 12% 的 人 为 左 撤 子 , 估算 在 一 个 有 200 人 的 学 校 中 , 左 撤 子 人 数 超过 20 的 概 

率 的 近似 值 . 在 这 个 问题 中 , 你 作 了 什么 样 的 假设 ? 

某 股价 波动 模型 认为 , 如 果 目 前 的 股价 为 s, 那么 一 个 周期 后 , 股价 变 成 us 的 概率 为 p， 

变 成 ds 的 概率 为 1 - p. 假设 各 周期 的 股价 波动 是 相互 独立 的 , 试 估算 未 来 1000 个 周 

期 后 , 股价 上 涨 30% 的 概率 , 其 中 心 = 1.012, d = 0.990, p = 0.52. 

一 个 存储 部 件 分 为 两 个 区 域 , 白 区 和 黑 区 . 当 随 机 地 从 白 区 读 取 数 据 ， 所 得 到 的 数据 长 

度 可 用 一 个 正 态 随机 变量 表示 , 其 期 望 wk = 4, 方差 为 o? = 4. 当 随 机 地 从 黑 区 读 取 数 

据 , 所 得 到 的 数据 长 度 的 参数 为 六 = 6,o? = 9. 现在 随机 地 从 存储 器 读 取 一 个 数据 , 其 

长 度 为 5. 现 设 黑 区 所 占 的 比例 为 a. 当 我 们 取得 数据 长 度 为 5 时 , 说 数据 来 自白 区 , 或 

黑 区 , 都 会 有 一 定 的 犯错 误 概 率 . 当 a 多 大 时 , 两 种 犯错 误 的 概率 一 样 大 ? 

(a) 某 救火 站 设 在 一 段 长 为 4, 4 < oo 的 路 上 . 如 果 着 火 点 均匀 分 布 在 区 间 (0, 4) 上 , 那 
么 救火 站 应 该 设 在 何 处 , 使 得 到 着 火 点 的 期 望 距离 最 小 . 也 即 , 计算 a, 使 得 E[|X-all 
达到 最 小 值 , 其 中 z € (0, 4) 为 着 火 点 . 

(b) 现 假设 该 段 路 的 长 度 为 无 限 长 一 -从 原点 0 一 直 延 伸 到 co, 如 果 着 火 点 距离 原点 
的 距离 X 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 , 那么 救火 站 应 该 设 在 何 处 , 如 果 我 们 要 使 得 
|X 一 oj 极 小 化 ? 

修理 某 机 器 所 需 的 时 间 (单位 ; 小 时 ) 是 参数 为 和 = 1/2 的 指数 随机 变量 , 试问 
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(a) 修理 时 间 超 过 2 小 时 的 概率 是 多 大 ? 
(b) 若 已 持续 修理 了 9 小 时 , 总 共 需 要 10 小 时 才能 修好 的 概率 是 多 大 ? 
收音 机 工作 时 间 (单位 : 年 ) 服从 参数 为 和 = 1/8 的 指数 分 布 , 琼斯 买 了 一 台 收 音 机 , 问 
8 年 以 后 它 仍 能 工作 的 概率 是 多 大 ? 
琼斯 估计 , 一 辆 汽车 在 报废 之 前 能 行驶 的 里 程 (单位 : 干 英里 ) 是 以 和 = 1/20 为 参数 的 
指数 随机 变量 , 史密斯 有 一 辆 自称 是 只 行驶 过 10 000 英里 的 旧 车 , 如 果 琼 斯 买 下 这 辆 汽 
车 , 按 她 的 上 述 估计 , 至 少 还 能 行驶 20 000 英里 的 概率 是 多 大 ? 将 指数 分 布 这 一 假设 改 
为 (0, 40) 上 的 均匀 分 布 , 上 述 概率 又 是 多 大 ? 
对 于 一 个 年 龄 为 t 的 男性 吸烟 者 来 说 , 患 肺癌 的 危险 率 函 数 A(t) 为 

A(t) = 0.027+0.000 25(t—40)? t+>40 
假定 一 个 40 岁 的 男性 吸烟 者 没有 患 肺癌 , 那么 他 活 到 如 下 岁数 仍 不 患 肺癌 的 概率 是 多 
大 ? 
(a) 50 岁 . (b) 60 岁 . 
假设 某 个 元 件 的 寿命 分 布 的 失效 率 函 数 为 A(t) = #8,t > 0. 求 以 下 事件 概率 : 
(a) 寿命 将 超过 2 年 ; (b) 寿命 在 0.4 年 到 1.4 年 之 间 ; 
(c) 某 个 已 经 用 了 1 年 的 元 件 , 还 能 使 用 1 年 . 
如 果 X 服从 (-11) 上 均匀 分 布 , 求 
(a) P{IX| > 站 . (b) 随机 变量 |X| 的 密度 函数 . 
如 果 工 服从 (0,5) 上 的 均匀 分 布 , 那么 方程 4z? + 4zY 十 并 十 2 = 0 的 两 个 根 都 为 实数 
的 概率 有 多 大 ? 
如 果 X 是 一 个 指数 随机 变量 , 其 参数 为 和 = 1, 求 随机 变量 Y 的 密度 函数 , 其 中 了 = 
lInX. 
如 果 X 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 , 求 Y = ex 的 密度 函数 . 
计算 R = 4sinb 的 分 布 函数 , 其 中 4 为 一 给 定常 数 , 9 服从 (一 x/2, x/2) 上 均匀 分 布 . 
这 样 的 随机 变量 R 出 现在 弹道 学 理论 中 . 如 果 一 枚 炮弹 从 原点 开始 发 射 , 仰角 为 a, 速 
度 为 v, 则 命中 点 R 可 以 表示 为 R = (v?/g) sin 2a, 其 中 9 为 地 球 引力 常数 ， 等 于 9.8 
米 / 秒 2. 
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“ 平衡 状态 的 气体 分 子 的 速度 是 一 个 随机 变量 , 其 密度 函数 为 


az2e-tz” 7 宕 0 
f(z) = 
0 rr<0 


其 中 5b 二 m/2kT, k,T 和 m 分 别 表 示 波 尔 兹 曼 常数 , 绝对 温度 以 及 分 子 的 质量 . 求 党 
数 a 的 值 . 
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。 证明: 


ElY] = / ”Pr > ydy— / “PP{Y < -yjdy 
提示 : 证 明 
oo 0 
/ P{Y < ~y}dy = -/ zfy (rz)dz 
0 一 Co 
/ P{Y > y}dy = / rfy(r)dz 
0 0 


. 如 果 X 的 密度 函数 为 f, 证 明 


Elg(X)] = 人 ”gz)j(o)dz 
提示 , 利用 理论 习题 2, 先 从 以 下 等 式 开始 ， 


Elg(z)] = [ ~ P{g(X) > y}dy — [ ~ P{g(X) < -vy}dy 


然后 利用 本 书 中 当 g(X) > 0 的 情况 下 的 证 明 方 法 继续 下 去 . 


. 证 明 推 论 2.1. 
. 对 于 一 个 非 负 随机 变量 Y, 有 


ElY] = / ~ Pp{Y > t}dt 
0 
利用 此 结论 来 证 明 ; 对 于 非 负 随机 变量 X, 有 
E[X"] = / nz"™ 1P{X > zjdz 


提示 : 从 
BIX"] = / P{X” » t}dt 
0 


开始 , 然后 作 变量 替换 t = 2”. 


.定义 一 系列 事件 Bs,0 < a < 1, 满足 : 对 任意 a 有 P(E。)=1, 但 P(Es)=0. 


提示 : 令 X 为 (0,1) 上 均匀 分 布 , 利用 XX 定义 每 个 E。. 


. 称 


SD(X) = VVar(X) 
为 X 的 标准 差 , 记 为 SD(X). 若 X 的 方差 为 o?, 求 SD(aX 十 日. 


. 令 关 为 取 值 为 0 到 < 之 间 的 随机 变量 , 也 即 P{0 < x < c} = 1 证明 : 


C2 


Var(X) < 4 
提示 : 先 证 明 

E[X?] < cE[X] 
然后 利用 它 证 明 


Var(X) < lal1 -a)] 其 中 a= 2 
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设 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 证 明 : 对 于 x > 0, 有 

(a) P{Z > x} = P{Z <—7x}; (b) P{l2Z| > xz} =2P{Z > x}; (ce) P{lZ| < zl}= 
2P{Z <z}-1. 

令 f(z) 表示 参数 为 人 4 和 o? 的 正 态 随机 变量 的 密度 函数 , 证 明 jp. 一 og 和 + 为 该 函 

数 的 拐点 , 也 即 证 明 : 当 z =p 一 o 或 z=py+o 时 f(z)=0. 

设 X 为 参数 为 和 的 指数 随机 变量 , 利用 理论 习题 5 中 的 等 式 , 求 出 E[X3. 

设 某 连续 随机 变量 的 分 布 函数 为 已 . 则 满足 F(m) = 1/2 的 mm 称 为 这 个 随机 变量 的 中 

位 数 . 也 即 , 随机 变量 取 值 大 于 中 位 数 的 概率 与 取 值 小 于 中 位 数 的 概率 是 一 样 的 . 当 随 

机 变量 X 服从 以 下 分 布 时 , 求 其 中 位 数 : 

(a) 在 (a,5b) 区 间 上 均匀 分 布 ， (b) 参数 为 jy 和 o? 的 正 态 分 布 ， (c) 参数 为 和 的 指 
数 分 布 . 

设 随 机 变量 的 分 布 密度 为 六 使 得 f(z) 达到 最 大 值 的 点 称 为 它 的 众 数 . 求 以 上 理论 习 

题 12 中 的 (a), (b), (c) 里 的 随机 变量 的 众 数 . 

如 果 X 为 参数 为 和 的 指数 随机 变量 , 对 于 c > 0, 证 明 cX 服从 参数 为 和 Ac 的 指数 分 

布 . 

当 X 服从 (0,a) 上 均匀 分 布 时 , 求 其 危险 率 函 数 . 

如 果 X 的 危险 率 函 数 为 和 x (t), 计算 aX 的 危险 率 函 数 , 其 中 a 为 一 正常 数 . 

证 明 工 分 布 的 密度 函数 积分 值 为 1. 

如 果 区 为 均值 为 1/A 的 指数 随机 变量 , 证 明 

k! 


EIX"]= k=1,2,.… 


提示 : 利用 工分 布 密度 函数 来 计算 . 
证 明 : 


Var(X) = 总 


其 中 X 为 参数 为 (a, A) 的 工分 布 随机 变量 . 
证 明 TT(3) = Vt. 
提示 : T( 直 ) = /0”e “zx ?dz, 做 变量 替换 y = V3zx, 然后 将 结果 与 正 态 分 布 联系 起 
来 . 
求 参数 为 (a, A) 的 工分 布 随 机 变量 的 危险 率 函数 , 并 证 明 当 a > 1 时 危险 率 函 数 递增 ， 
而 a < 1 时 递减 . 
求 威 布尔 随机 变量 的 危险 率 函 数 , 并 证 明 当 6 > 1 时 递增 , 而 8 < 1 时 递减 . 
如 果 五 (-) 为 威 布 尔 分 布 函数 , 指出 m(in(1 - F(z))-!) 对 于 in z 是 一 条 斜率 为 6 的 直 
线 . 且 证 明 , 当 v = 0 时 , 大 约 63.2% 的 观测 值 都 将 小 于 a 
令 
一 ZNVB 

Y= (一 于 ) 
证 明 : 如 果 X 是 服从 参数 为 w%a, 6 的 威 布尔 分 布 的 随机 变量 , 那么 了 就 是 服从 参数 
为 入 = 1 的 指数 随机 变量 , 反之 也 成 立 . 
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25. 如 果 X 是 服从 参数 为 (a, 5) 的 6 分 布 的 随机 变量 , 证 明 : 
a ab 
aro Var) 一 全 TCD 


E[X] = 


26. 如 果 X 服从 (a 有 ) 上 的 均匀 分 布 , 那么 和 X 有 线性 关系 , 且 服 从 (0,1) 上 均匀 分 布 的 
随机 变量 是 什么 ? 
27. 考虑 参数 为 (o, 的 8 分 布 , 证 明 
(@) 当 a > 1 和 6 > 1 时 ,密度 函数 为 单 众 数 ( 即 密度 函数 只 有 一 个 众 数 ), 其 众 数 为 
@— D/(a+b—2); 
(b) 如 果 a < 1,6< 1 且 a+5 < 2 那么 密度 函数 或 者 是 单 众 数 的 , 此 时 众 数 为 0 或 1， 
或 者 为 U 型 函数 , 0 和 1 都 是 众 数 . 
(c) 当 a=1=b 时 , [0,1] 上 所 有 点 都 是 众 数 . 
8. 设 X 为 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 已 定义 随机 变量 Y: Y = F(X). 证 明 , Y 服 
从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 353 
29. 设 X 的 密度 函数 为 jx, 求 随机 变量 Y 的 概率 密度 函数 , 其 中 Y= aX 十 
30. 设 X 为 服从 参数 为 /和 o? 的 正 态 随机 变量 , 求 了 - ex 的 密度 函数 . 随机 变量 Y 称 
为 服从 参数 为 和 o? 的 对 数 正太 (因为 my 服从 正 态 分 布 ) 随机 变量 . 
31. 今 六 和 Y 为 相互 独立 的 随机 变量 , 它们 都 在 1,2,… ,10” 上 等 可 能 取信 , 其 中 N 是 
一 个 足够 大 的 数 . 令 D 表示 XX 和 的 最 大 公约 数 , 且 令 Qs = P{D = 人 . 
(a) 用 直观 的 方法 论证 gx = 点 Qu 


提示 : 注意 到 要 使 得 D 等 于 k, 一 定 要 同时 整除 X 和 了 , 上 且 X/k 和 Y/k 要 互 素 
(也 即 , 两 数 的 最 大 公约 数 为 1). 
(b) 利用 (a), 证 明 


LY 


Qi = P{X 和 Y 互 素 } -= -1 


D1/R? 
天 一 1 
根据 著名 的 等 式 > 1/k? = m2/6, 因此 Q1 = 6/m2.( 在 数论 里 , 这 就 是 著名 的 勒 让 
德 定理 .) 
(c) 证 明 


其 中 PB 是 大 于 1 的 第 i 个 最 小 的 素数 . 
提示 : X 和 YY 互 素 的 条 件 是 它们 没有 公共 的 素 因 子 , 因此 , 利用 (b), 可 以 看 出 
/P21 6 
II( P2 ) nz 
这 点 在 第 4 章 的 习题 11 中 提 及 过 (本 题 与 第 4 章 习 题 11 之 间 的 关系 就 是 , 人 和 
Y 互 素 的 条 件 是 X 和 了 没有 公共 的 素 因 子 .) 
32. 当 g(x) 是 递减 函数 时 , 证 明定 理 7.1. 
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自 检 习题 


. 某 高 中 篮球 队员 在 随机 挑 的 一 场 篮 球 比赛 中 的 上 场 时 间 是 一 个 随机 变量 , 其 概率 密度 


函数 如 下 图 给 出 : 


0.050 
0.025 
求 以 下 事件 概率 : 


(a) 上 场 时 间 超过 15 分 钟 ， (b) 上 场 时 间 在 20 到 35 分 钟 之 间 ， 
(c) 上 场 时 间 小 于 30 分 钟 ; (d) 上 场 时 间 超 过 36 分 钟 . 


.随机 变量 X 的 密度 函数 为 
-人 0<z<1 
0 ”其 他 
其 中 c 为 常数 , 计算 : 
(a) ce. (b) P{X >z}j0<2z<1 
.随机 变量 XX 的 概率 密度 函数 为 
cz4 0<z<2 
f(z) = 
0 ”其 他 
其 中 c 为 常数 , 计算 : 
(a) 五 [X] . (b) Var(X). 
.随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


az 十 pz2? 0<z<1l 
f(x)= 
0 其 他 


如 果 E[X] = 0.6, 计算 ; 
(a) P{X <1/2}. (bj Var(X). 


.随机 变量 XX 称 为 取 值 为 整数 1,2,… ,mn 的 离散 型 均匀 分 布 的 随机 变量 , 如 果 


P{X=2}=1/n 1i=1,2,..,n 


对 于 任意 非 负 实数 z, 记 Int(z)( 有 时 也 记 为 [2]) 为 不 超过 z 的 最 大 整数 . 如 果 U 是 一 
个 服从 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 , 证 明 X = Int(nU) +1 为 取 值 为 1,2,… ,n 的 
离散 型 均匀 分 布 的 随机 变量 . 
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. 在 某 个 竞标 工程 里 , 你 们 公司 将 要 做 出 竞价 . 如 果 你 赢得 了 这 个 合约 (出 价 最 低 ), 那么 


你 计划 还 要 付出 100( 单 位 ; 千 美 元 ) 完成 这 个 工程 . 如 果 你 认为 其 他 竞标 者 的 最 低 竞 
价 ! 服 从 (70,140) 上 的 均匀 分 布 , 那么 你 应 该 出 价 多 少 使 得 你 的 期 望 赢利 最 大 ? 


. 在 如 下 游戏 中 , 你 为 了 取胜 , 需要 连续 胜 3 局 . 该 游戏 决定 于 一 个 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 


值 , 如 果 > 0.1, 那么 你 第 1 局 获胜 ; 如 果 U > 0.2, 那么 你 第 二 局 获胜 ; 如 果 U > 0.3， 
那么 你 第 三 局 获胜 . 

(a) 计算 赢得 第 一 局 的 概率 ; 

(b) 计算 赢得 第 一 局 的 条 件 下 , 赢得 第 二 局 的 条 件 概 率 ; 

(c) 计算 赢得 第 一 局 和 第 二 局 的 条 件 下 , 赢得 第 三 局 的 条 件 概率 ; 

(d) 计算 你 最 后 获胜 的 概率 . 


随机 选中 的 一 名 参加 IQ 测试 者 得 到 的 智商 值 近似 服从 均值 为 100, 标准 差 为 15 的 正 


态 分 布 . 求 以 下 事件 概率 : 
(a) 该 测试 者 的 智商 值 在 125 以 上 . (b) 该 测试 者 的 智商 值 在 90 到 110 之 间 . 


* 假设 从 您 家 到 办 公 室 所 要 花费 时 间 服 从 均值 为 4 分 钟 , 标准 差 为 7 分 钟 的 正 态 分 布 . 


如 果 你 要 参加 一 个 下 午 1 点 的 约会 , 地 点 就 在 办 公 室 , 那么 要 想 做 到 95% 的 把 握 不 迟 

到 , 那么 最 晚 何 时 出 发 ? 

某 汽 车 轮胎 的 寿命 服从 均值 为 34 000 英里 , 标准 差 为 4000 英里 的 正 态 分 布 . 

(a) 该 轮胎 寿命 超过 40 000 英里 的 概率 ; 

(b) 该 轮胎 的 寿命 在 30 000 到 35 000 英里 的 概率 ; 

(c) 在 该 轮胎 已 经 行驶 了 30 000 英里 的 条 件 下 , 那么 还 能 行驶 10 000 英里 的 条 件 概 率 
是 多 大 ? 

俄 辫 俄 州 克 利夫 兰 市 的 年 降雨 量 近 似 为 均值 为 40.2 英寸 , 标准 差 为 8.4 英寸 的 正 态 随 

机 变量 . 求 以 下 事件 概率 : 

(a) 下 一 年 降雨 量 超过 44 英寸 . 

(b) 接 下 来 的 7 年 中 , 正好 有 3 年 的 降雨 量 超过 44 英寸. 

假定 hi,i > 1 相互 独立 , 其 中 4; 表示 “ 接 下 来 的 第 i 年 的 降雨 量 超过 44 英寸 ”. 

下 表 是 1992 年 男女 职工 的 收入 表 : 


收入 范围 女性 百分比 男性 百分比 
< 9999 8.6 4.4 
10 000~19 999 38.0 21.1 
20 000~24 999 19.4 15.8 
25 000~49 999 29.2 41.5 
>50 000 4.8 17.2 


考虑 随机 抽取 200 个 男 职工 和 200 个 女 职工 , 估算 以 下 概率 的 近似 值 ， 
(a) 至 少 70 个 女 职工 的 收入 超过 25 000， (b) 至 少 60% 的 男 职工 收入 超过 25 000; 


1. 原文 中 为 最 高 竞价 , 可 能 有 错 . 一 - 译 者 注 
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(b) 至 少 3/4 的 男 职 工 和 至 少 一 半 的 女 职工 收入 超过 20 000. 

在 某 个 银行 , 顾客 办 理 业务 的 时 间 的 长 度 服 从 均值 为 5 分 钟 的 指数 分 布 , 如 果 你 走 进 银 
行 时 , 正好 有 一 个 顾客 在 办 理 业务 , 问 他 或 她 还 要 再 办 理 4 分 钟 的 概率 是 多 大 ? 

假设 随机 变量 的 分 布 函数 如 下 : 


F(z)=1-e™” xz>0 


求 ， 
(a) P{X>2}; (b) P{1<X<3}; (c) 卫 的 危险 率 函 数 ， 
(d) E[X); (e) Var(X). 


提示 : (d) 和 (e) 需要 利用 理论 习题 5 的 结论 . 
洗衣 机 工作 的 时 间 是 一 个 随机 变量 (单位 : 年 ), 其 失效 率 函数 如 下 : 


[0.2 0<t<2 
A = 90.2+0.3(t—2) 2<t<5 
1.1 t>5 


(a) 购买 6 年 后 , 洗衣 机 仍 能 正常 工作 的 概率 是 多 大 ; 
(b) 在 购买 6 年 后 , 洗衣 机 接 下 来 2 年 内 会 损坏 的 概率 是 多 大 ? 
标准 柯 西 分 布 随机 变量 的 概率 密度 函数 为 
1 

f(z) = FT 一 co <Z<oo 
如 果 X 为 标准 柯 西 随 机 变量 , 证 明 1/X 也 是 标准 柯 西 随机 变量 . 
轮 盘 赌 有 38 个 下 注 区 , 分 别 标 有 0, 00, 1 到 36. 如 果 你 押 1 元 在 某 个 数字 上 , 那么 当 
轮 盘 停 在 该 数字 上 时 , 你 能 赢得 35 元 , 否则 就 输 掉 这 1 元 . 如 果 你 连续 进行 这 样 的 下 
注 , 求 以 下 概率 的 近似 值 : 
(a) 在 34 次 下 注 后 , 您 总 的 来 说 是 获 利 的 ; 
(b) 在 1000 次 下 注 后 , 您 总 的 来 说 是 获 利 的 ; 
(c) 在 100 000 次 下 注 后 , 您 总 的 来 说 是 获 利 的 . 
箱子 里 有 两 种 电池 , 第 i 种 使 用 的 时 间 分 别 服从 参数 为 ,i = 1,2 的 指数 分 布 . 随机 
地 从 中 取 一 个 电池 , 取 到 第 i 种 的 概率 为 pi, 2_, p; = 1. 如 果 随 机 取出 的 一 个 电池 使 
用 上 小 时 后 仍 正常 使 用 , 那么 它 还 能 继续 使 用 s 小 时 的 概率 是 多 大 ? 
涉及 犯罪 嫌疑 人 的 证 据 是 一 个 随机 变量 X. X 为 一 指数 型 随机 变量 , 其 均值 为 . 若 
该 人 无 罪 , 则 y= 1, 否则 p = 2. 法 官 按 下 列 方式 判 罪 : 当 X > c 时 判 有 罪 , 否则 判 无 
罪 . 
(a) 法 官 希望 以 95% 的 把 握 不 冤枉 一 个 无 罪 的 人 , c 应 该 取 多 少 ? 
(b) 利用 (a) 中 得 到 的 c 值 , 计算 将 一 个 确实 有 罪 的 被 告 判 为 有 罪 的 概率 . 


第 6 章 随机 变量 的 联合 分 布 
6.1 联合 分 布 函数 


到 现在 为 止 , 我 们 仅仅 探讨 了 单一 随机 变量 的 概率 分 布 , 然而 , 我 们 经 常 还 对 两 
个 或 两 个 以 上 的 的 随机 变量 的 有 关 概 率 问 题 感 兴趣 , 为 了 处 理 类 似 问 题 , 我 们 定义 
任意 两 个 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 函 数 (joint cummulative probability distribu- 
tion function) 如 下 : 
Fla,b)= P{X <a,Y < ob} 一 co < wb < oo 
六 的 分 布 可 以 通过 于 和 了 的 联合 分 布 得 到 ， 
Fx(a)= P{X < a}= P{X &a,Y < o0} 
一 P( lim {X <aY< b}) = lim P{X <aY <b} 
= mn F(a,b) = F(a, oo) 
读者 会 注意 到 , 在 上 述 一 系列 等 式 里 , 我 们 又 一 次 用 到 了 概率 是 一 个 连续 的 集 ( 事 
件 ) 郴 数 这 一 事实 类似, Y 的 分 布 函 数 如 下 : 
Fy(b) = P{Y < +} = dim F(a,b) = F(00,b) 
分 布 函 数 Fx 和 Fy 称 为 基 和 YY 的 边缘 分 布 (marginal distribution). 
理论 上 , 所 有 有 关 于 和 了 的 概率 问题 都 可 以 通过 其 联合 分 布 函数 来 解决 . 比 
如 , 如 果 需 要 知道 X > a 和 YY > 的 联合 概率 , 那么 可 以 如 下 计算 : 
P{X>aY >0=1-P({X>a,Y > 2b}°) 
=1—P({X>a}yU{Y >0)=1-P({X <a}U{Y «60)) 
=1— [P{X ga}+P{Y &b}- P{X ga,Y & 5b} 
=1— Fx(a)— Fy(b)+ F(a,b) (1.1) 
公式 (1.1) 是 以 下 公式 (证 明 留 作 习 题 ) 的 特例 : 
P{fa <X<abl<Y < bo} 
= F(a2,b2)+ F(a1,01) — F(ai,b2) — F(a2,b1) (1.2) 
其 中 al < a2,b1 < bo. 
当 X 和 YY 都 是 离散 型 随机 变量 时 , X 和 了 的 联合 分 布 列 (joint probability 
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mass function) 可 以 这 样 方便 地 定义 : 
p(2,y) = P{X=2z,Y = 


通过 p(z,y) 可 以 得 到 X 的 分 布 列 : 
px(z) = P{X=7z}= ,p(x,y) 


y:p(z,y)>0 
类 他 地 ， 
pr(y)= >》 pz 
Tz:p(z,y)>0 
例 la 坛子 里 有 3 个 红 球 , 4 个 白 球 , 及 5 个 蓝 球 , 从 中 随机 取 3 个 球 . 令 拒 
259| 和 工分 别 表示 取出 的 红 球 数 和 白 球 数 , 那么 X 和 了 了 的 联合 分 布 列 p(i,j) = P{X = 


多 -里 veo-GG/ 的 - 塌 
sD- 国 的 / 国 = 基 v6- 鸭 /国志 


这 些 概 率 也 可 简单 表示 成 表 6.1 的 形式 . 读者 会 注意 到 , X 的 分 布 列 可 以 对 行 
求 和 得 到 , 而 Y 的 分 布 列 可 以 通过 对 列 求 和 得 到 . 既然 和 和 了 各 自 的 分 布 列 都 出 
现在 这 样 表格 的 边缘 , 因此 , 它们 又 常常 分 别称 为 X 和 Y 的 的 边缘 分 布 列 ， 曙 

例 lb 假设 某 个 社区 内 , 15% 的 家 庭 没有 小 孩 , 20% 的 家 庭 有 一 个 小 孩 , 35% 
的 家 庭 有 两 个 小 孩 , 30% 的 家 庭 有 3 个 小 孩 . 而 且 , 进一步 假定 每 个 家 庭 里 的 每 个 
孩子 为 男孩 或 女孩 的 可 能 性 是 一 样 的 〈 且 独立 ). 如 果 从 这 个 社区 内 随机 抽取 一 个 
家 庭 , 令 B 表示 这 个 家 庭 的 男孩 数 , 令 G 表示 该 家 庭 里 女孩 数 , 那么 它们 的 联合 分 

布 列 如 表 6.2 所 示 . 
由 这 些 概率 得 到 ， 
P{B=0,G = 0} = P{ 没 有 孩子 | = 0.15 


P{B =0,G ==1} = P{1 个 孩子 且 为 女孩 } 


= P{1 个 孩子 }P{1 个 女孩 |1 个 孩子 } = 0.20 x } 


2 


6.1 联合 分 布 函 数 ”199 
P{B=0,G=2}= P{2 个 孩子 且 都 为 女孩 } 
= P{2 个 孩子 }P{2 个 女孩 2 个 孩子 } 一 0.35 x (3) 
表 6.2 中 其 余 概率 的 验证 留 给 读者 . 


表 6.1 P{X=iY = 让} 


行 和 :; P{B == 引 


0.15 0.10 0.0875 0.0375 
0.10 0.175 0.1125 0 C.3875 
0.0875 0.1125 0 0 0.2000 
0.0375 0 0 0 
0.3750 0.3875 0.2000 0.0375 


列 和 : P{G = 外} 


我 们 称 和 和 了 是 联合 连续 (jointly continuous) 的 , 如 果 存 在 一 个 对 任意 zx,y 
定义 的 函数 f(z,y), 有 以 下 性 质 : 对 任意 实数 对 集合 C( 也 即 C 是 两 维 空间 里 的 集 
合 ), 有 

P{(X,Y) eC} = / / f(z,y) dr dy (1.3) 
{Zz,Y)EC 
函数 f(z,y) 称 为 和 和 了 了 的 联合 密度 函数 (joint probability density function). 如 果 
A 和 B 为 任意 实数 集 , 定义 C = {(zx,y) :x € 4,y € B}, 通过 公式 (1.3) 可 以 看 出 : 
P{X eh,Ye€B}= /je 2) dz dy (1.4) 


因为 
b a 
F(a,b) = P{X € (-o00,a),Y € (-o0,])} = 人 / f(z,y) drdy 
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只 要 偏 导 数 有 定义 就 可 得 : 
f(a,0b) = 天 本 2 F(a, b) 
可 以 从 另 一 个 角度 来 理解 连续 密度 函数 的 定义 , 利用 (1.4) 式 , 可 得 到 公式 


b+db patda 
Pla<X<atdab<y <b+o}= / / f(z,y) dz dy ~ f(a,b)dadb 
b a 


其 中 da 和 很 小 , 且 f(z,y) 在 (a,b) 处 连续 . 因此 , f(a,b) 表示 为 随机 向 量 (X,Y) 
取 值 于 (a,6) 附近 的 可 能 性 ， 

如 果 关 和 YY 为 联合 连续 的 , 则 它们 各 自 都 连续 , 它们 各 自 的 密度 函数 可 以 如 
下 得 到 ， 


Pix eA}=PXeAY el-%000) = ff foneyas= fsx)ar 


其 中 
fx(z) = 人 je 人 dg 


是 X 的 密度 函数 . 类 似 地 , Y 的 密度 函数 如 下 : 
FW)= fwd 
例 lc 设 生 和 了 的 联合 密度 函数 为 ; 
Je 由 = 人 J <o00<y<o% 


262] 计算 ; (a) PIX>1Y<1}; (b) P{X<Y}: (o P{X < a). 
解 : (a) 


1 ooe 
P{X>1,Y<1}= / / 2e-*e -2y dz dy 
oi 
1 1 
= / 2e 2(-e ?|?) dy=e-! / 2e™ 2 dy =e-!(l ~ ee ?) 
0 0 
(b) 


co py 
P{X <Y}= 2e-*e-2y dz dy = 2e *e-2Yy dxd 
0 0 Y 


(TY:r<Y 


ce _ 本 oo _ oo _3 2 1 
一 2e “1(1 一 e Y)dy = 2e “ydqy 一 2e ydy 一 1 一 = 一 二 
0 0 0 3 3 


P{X < al = / / 2e-2Ye 7 dydz = / edr=1—e™® [ 
0 Jo 0 


(9) 
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》 

例 1d 考虑 一 个 半径 为 RR 的 圆 , 按 如 下 
方式 随机 从 圆 内 选 一 点 : 落 在 圆 内 任 一 区 
域内 的 概率 只 与 这 个 区 域 的 面积 有 关 , 与 人 
该 区 域 在 圆 内 位 置 无 关 (也 即 该 点 在 圆 内 
服从 均匀 分 布 ). 如 果 令 圆心 表示 原点 , 且 x 
令 X 和 了 表示 该 点 的 坐标 (如 图 6.1). 既 
然 (X,Y) 落 在 圆 内 任 一 点 附近 的 概率 都 
是 一 样 的 , 和 和 了 的 联合 密度 函数 为 

如 果 z? 二 yy < RR? 


f(x,y) = | 
0 如 果 r + > 忆 图 6.1 “联合 概率 分 布 263 
(a) 求 常数 c (b) 计算 X 和 了 的 边缘 密度 函数 ; 
(c) 求 原点 到 该 点 的 距离 刀 小 于 等 于 a 的 概率 ，(d) 计算 EIDI]. 
解 ，(a) 利用 密度 的 性 质 


厂矿 remnddz=1 


C dydz=1 


2 +y2<R2 


我 们 可 以 利用 极 坐标 计算 /| ,yz<Rz dy dz 的 值 . 也 可 以 用 更 简单 的 办 法 , 注意 到 


它 表示 的 就 是 半径 为 R 的 圆 的 面积 , 因此 等 于 rR2, 从 而 
1 
xR 


可 得 


cc 二 


(b) ~ 
fw)=] tea- a /, ,oY 
一 oo £2+y2&R2 


1 C 
- 志 | dy ”其 中 c=VR-z2 


2 
xR? 


当 22 > R? 时 , 它 等 于 0. 利用 对 称 性 可 知 , Y 的 边缘 密度 为 


2 
_ ~” 2 _ ,2 2 二 2 
mo- 全 TY YS® 


0 >R? 


2_ 2 2 2 
R2—z <R 264 


(c) 原点 到 该 点 的 距离 D = VX? +Y? 的 分 布 函 数 可 以 如 下 得 到 , 对 于 0<a< 
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R, 有 
Fp(a) = P{VX?+Y? < a}= P{X?2+Y? < oa?} 
a2 


一 // f(z,W) dy dr = 二 // dy dr = TS = 种 


rz2+y2<a2 z2 十 bg2 委 a2 
其 中 用 到 了 事实 | 2 4y2 «0? dy dz 为 半径 为 位 的 圆 的 面积 ， 其 值 为 na2. 
(d) 从 以 上 (c) 可 以 得 到 DD 的 密度 函数 为 
fp(la) = 0gagR 


因此 ， 2 
2 2 R 
EIDI = a“da= CO— 国 
| ] | 3 


例 le 天 和 YY 的 联合 密度 为 
e+ 0<z<oo0<y<oo 
f(z,Y) = 
0 其 他 
求 随 机 变量 X/Y 的 密度 函数 . 
解 : 先 来 计算 X/Y 的 分 布 函 数 . 对 于 a > 0, 有 


Fx/y(a P{$ <o)-= // e-(*+%) dz dy = / ff er-(z+o) dy dy 


rT/y&a 


co a 8 —(atl)y 
加 (1 -em™)e "dy={ ° al 外 = -1 
对 Fxjy(a) 求 导 可 得 到 X/Y 的 密度 函数 Jxvy(a)=I1/(e+1l)20< a < oo. 图 
我 们 也 可 以 用 和 n = 2 时 同样 的 方法 定义 个 随机 变量 的 联合 分 布 ， 比如 , no 
个 随机 变量 Xi],X2,… ,Xn 的 联合 分 布 函数 定义 为 
Flai, aa ,an) 一己 (和 入 ao 所 an < an} 


而 且 , X1,… ,Xn 称 为 联合 连续 的 , 如 果 存 在 一 个 函数 f(z1,… ,zn), 对 于 维 空 
间 里 的 任意 集合 C, 满足 下 列 条 件 : 


PIC Xo) 0} = {ff Fors sn) dr da dn 


(zl ,Tn)EC 


f(z1,… ,zn) 称 为 六 ,… ,Xn 的 联合 密度 函数 . 特别 , 对 于 个 实数 集 41, 42,.… ， 
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4 有 
P{X1 € Ai, X» E A2,:'. ,Xn € An} 


=-/ / 、。， f(z1, 7Z2 Zn)dzldzo dzZn 
An An—1 41 


例 1f (多 项 分 布 ) 多 项 分 布 是 很 重要 的 联合 分 布 之 一 , 它 经 常 出 现在 进行 n 次 
独立 重复 试验 当中 . 假设 每 次 试验 都 有 > 种 可 能 结果 , 各 自 概率 分 别 为 : p1,p2,*… ,pr， |266 
Di-1Pi 二 1, 令 Xi 表示 n 次 试验 中 第 i 个 结果 出 现 的 次 数 , 那么 


nl 
PX =m, Xe =n Xr om} ma mt pp" 1.5) 
. » Tr 


其 中 ;ini=n,ni2>0,i=1,... ,7 

现在 来 解释 (1.5) 式 ， 记 n 次 试验 结果 为 (i1,i2,… , 计 )， 其 中 条 取 值 于 {1， 
2,… ,7} (这 里 我 们 记 数 字 i 表示 第 i 种 结果 i = 1,… ,7), 表示 第 7 次 试验 的 试验 
结果 . 车 入 ,… ,in 中 有 ni 个 1,… ,mr 个 7, 则 由 试验 的 独立 性 可 知 

P{(i1,-…- ,in)} = PY- PY" 
事件 {X = n1,… ,XX = nx} 可 作 如 下 分 解 : 
{X1 = Rl ,Xr = nr} 一 U{(i1, ,in)} 
其 中 事件 求 和 号 是 表示 对 一 切 (和 …… ,in) 求 和 , 其 中 (i ,… ,in) 中 有 ni 个 1,…， 
nr 个 7. 利用 概率 的 性 质 可 知 
P{X1 = N11: ,Xr =nr} = P{G ,in)} = > Pr pe 

显然 求 和 的 项 数 为 n1/(ni1!1.…nr1). 这 样 , 我 们 得 到 (1.5) 式 . 以 (1.5) 式 为 联合 密 
度 函 数 的 联合 分 布 称 为 多 项 分 布 . 读者 注意 , 当 7 = 2 时 , 多 项 分 布 就 退化 为 二 项 
分 布 . 

作为 多 项 分 布 的 应 用 , 考虑 掷 一 枚 均匀 的 从 子 9 次 , 那么 1 出现 3 次 ,2 和 3 各 
出 现 2 次 , 4 和 5 各 出 现 1 次 , 6 不 出 现 的 概率 为 : 


sar (6) (a) (8) (8) (BO) na) 
6.2 ”独立 随机 变量 
随机 变量 XX 和 Y 称 为 独立 的 (independent), 如 果 对 任意 两 个 实数 集 4 和 B, 有 


P{X eA,Y eB}= P{Xe A}P{Y € B} (2.1) 


也 就 是 说 , 如 果 对 所 有 的 4 和 B, 事件 Ba = {Xe A} 和 Fs = {Y € B} 是 独立 的 ， 
那么 随机 变量 X 和 了 独立 . 
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利用 概率 的 三 条 公理 可 知 , 公式 (2.1) 成 立 当 且 仅 当 对 所 有 a,b, 有 
P{IX <oaY <b} = P{X<a}P{Y < 
因此 , 利用 和 藉 和 了 的 联合 分 布 函数 F, 我 们 有 , 如 果 
F(a,b) 二 Fx(a)Fy(b) ”对 所 有 的 a,b 成 并 
则 和 和 了 独立 . 当 X 和 了 为 离散 型 随机 变量 时 , 独立 的 条 件 (2.1) 等 价 于 
P(Z,y) 二 px(T)py(y) ”对 所 有 的 x,y (2.2) 


上 述 结论 成 立 是 因为 如 果 (2.1) 成 立 , 那么 令 4 和 B 分 别 表示 单 点 集 4A={zx} 和 B= 
{ 引 , (2.1) 式 就 变 成 了 (2.2) 式 反之 , 如 果 (2.2) 式 成 立 , 那么 对 任意 集合 4, B, 有 
P{Xe4YeB 有 =》 py =) px(z)pr(y) 


yEB rEA yEB zeEA 
= Dpy(y) > px(z) = P{Y € B}P{X € 4} 
VE 万 ZEA 
这 样 就 证 明了 公式 (2.1) 式 的 成 立 . 
在 X,Y 联合 连续 的 情形 下 , 独立 的 条 件 等 价 于 
f(z,y) = fx(z) fy(y) 对 所 有 的 zy 


因此 , 粗略 地 说 , 如 果 知道 其 中 一 个 变量 的 取 值 并 不 影响 另 一 个 变量 的 分 布 , 则 
两 个 变量 就 相互 独立 . 不 独立 的 随机 变量 称 为 相依 的 (dependent) 

例 2a 考虑 进行 n+m 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 如 果 X 表示 前 
n 次 试验 成 功 的 次 数 , Y 表示 后 m 次 试验 成 功 的 次 数 , 那么 X 和 了 是 独立 的 , 因 
为 知道 了 前 ”次 试验 中 成 功 的 次 数 并 不 影响 后 m 次 试验 中 成 功 次 数 的 分 布 (因为 
假设 试验 是 独立 的 ). 事实 上 , 对 于 整数 > 和 y, 有 


P{X=27,Y = 他 


一 (ra -2 ()md -Dimy Ogrgmn0sysm 


=P{X=z}P{Y =) 
但 是 , X 和 2 是 相依 的 , 其 中 2 表示 在 n + m 试验 中 总 的 成 功 次 数 (为 什 
么 ?). 加 
例 2b 假设 某 一 天 内 进入 邮局 的 人 数 为 服从 参数 为 和 的 泊 松 分 布 , 证 明 : 如 
果 每 个 进入 邮局 的 人 为 男性 的 概率 为 bp, 为 女性 的 概率 为 1 - p, 则 进入 邮局 的 男人 
数 和 女人 数 是 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 , 它们 的 参数 分 别 为 Mp 和 AL -中 . 
解 : 令 和 和 了 分 别 表示 进入 邮局 的 男人 数 和 女人 数 . 为 证 明 久 和 了 独立 , 只 
需 证 明 (2.2) 式 成 立 . 利用 全 概 公 式 ， 
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P{X=iY = =P{X=iY=jX+Y=i+j}jP{X+Y =i+ 站 } 
+P{X=iY=jX+Y i+jP{X+Y #i+) 
(读者 应 该 注意 到 该 公式 仅仅 是 公式 P(E) = P(BIF)P(F) + P(BIF*)P(F*) 的 特 
例 .) 由 于 P{X=iY =j|X + 了 关 i+ 放 显然 为 0, 我们 可 以 得 到 
P{X=%Y = =P{X=6Y=jX+Y=i+tjP(X+Y=i+j} (2.3) 
现在 , 因为 +Y 是 进入 邮局 的 总 人 数 , 根据 假设 
P{X+Y=i+ 让 = 人 (2.4) 
而 且 , 在 给 定 i+j 人 进入 邮局 的 情况 下 , 既然 每 个 进入 邮局 的 人 为 男性 的 概率 为 p， 
因此 , 正好 有 i 个 是 男性 ( 且 正 好 有 7 个 女性 ) 的 概率 (7 )pi(1 一 p), 即 


P{X=%Y =jX+Y=i+/} = (+7)pi( -py (2.5) 


将 公式 (2.4) 和 (2.5) 代入 式 子 (2.3), 可 得 


. . i 2 j Aiti 
P{X=iY=}= ( 17)p (1 ~ p)e 0 
i —Ap 和 ] 
二 EEG 加 p)] 一 8 Op) @—(1—p) 0 Dp) (2.6) 
因此 | | | 
P{X = 分 = ee 2, i = ew Op) (2.7) 
类 似 地 有 
P{Y =j} =e -7) = 2 (2.8) 
(2.6), (2.7) 和 (2.8) 式 说 明了 所 求 结果 ， 国 


例 2c 某 男 和 某 女 决定 在 某 个 地 点 见面 . 如 果 每 个 人 到 达 的 时 间 是 独立 的 , 且 
在 中 午 12 点 到 下 午 1 点 之 间 均 匀 分 布 , 求 先 到 的 人 需要 等 待 10 分 钟 以 上 的 概率 . 
解 : 令 对 和 YY 分别 表示 该 男 和 该 女 到 达 的 时 间 , 以 分 钟 为 单位 , 以 中 午 12 点 
为 起 点 . 那么 X 和 了 是 相互 独立 的 随机 变量 , 旦 均 服 从 (0,60) 上 的 均匀 分 布 . 所 
求 概率 为 P{ 王 + 10 < 了 } 十 P{Y 十 10 < 下}. 根据 对 称 性 , 它 等 于 2P{X+10 < 了 了}. 
如 下 得 到 
2P(X +10<Y}=2 /f fwardy =2 {f fxle)fyly) dzay 


Z 十 10<yY Z 十 10<y 
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60 py-10 /1 \2 2 60 25 
一 2 一 | dzdy = 一 一 / y— 10)dy = 国 
人 [ (5) Y “760 Jo (y= 10) 36 


下 面 的 例子 是 一 个 有 关 几 何 概率 的 古老 问题 . 它 首先 由 18 世纪 的 博物 学 家 请 
丰 提 出 并 解决, 通常 称 为 清 丰 投 针 间 题 . 

例 2d ( 汝 丰 投 针 问 题 ) 桌面 上 画 着 一 些 平行 线 , 它们 之 间 的 距离 都 是 D, 向 此 
桌面 上 随意 投 搓 一 长 度 为 碾 的 针 , 其 中 二 < DD, 问 此 针 与 桌面 上 的 某 一 根 平行 线 相 
交 的 概率 是 多 大 ( 另 一 种 可 能 是 此 针 正 好 在 某 两 条 平行 线 之 间 )? 

解 : 从 针 的 中 点 向 距离 该 点 最 近 的 一 

条 平行 线 引 一 条 垂直 线 , 设 这 条 垂 线 的 长 

度 为 X. 又 设 针 与 这 条 垂直 线 的 夹 角 为 0. 

这 样 , 垂直 线 、 平 行 线 以 及 针 所 在 直线 会 

形成 一 个 直角 三 角形 ( 见 图 6.2)， 如 果 直 

角 三 角形 的 斜 边 长 小 于 /2 时 , 针 会 与 这 
一 条 直线 相交 ， 也 即 , 若 


—— < 或 外 < Scos0 
cosD 


则 针 与 这 一 条 平行 线 相交 . 注意 X 是 一 个 取 值 于 0 到 D/2 之 问 的 随机 变量 
9 是 一 个 取 值 在 0 到 /2 之 间 的 随机 变量 . 关于 XX 和 9, 很 自然 地 假定 它们 是 相互 
独立 的 , 并 且 在 各 自 取 值 范围 内 均匀 分 布 . 因此 


P{X < 并 cosp} = / | fx(z)foly) dr dy 


X<L/2cosy 


=- fa _ 4 [fz gy = 2 。 
”TD 0 0 y= 7 0 2 SY 7 一 元 万 


例 2e ( 正 态 分 布 的 特征 ) 令 XX 和 YY 分 别 表示 子弹 的 弹 着 点 与 靶 心 目标 的 水 
平和 竖 直 偏差 , 且 假 设 

1. 针 和 Y 为 具有 可 微 密度 函数 的 独立 的 连续 随机 变量 . 

2. 六 和 Y 的 联合 密度 f(z,y) = fx(z)fy(y) 作为 (z,y) 的 函数 只 依赖 z2 十 妨 
的 值 . 
更 直观 地 说 来 , 第 2 个 假设 说 明了 子弹 落 在 X-Y 平面 的 概率 取决 于 弹 着 点 与 目标 
点 的 距离 , 而 与 弹 着 点 相对 于 目标 的 方位 无 关 . 第 2 个 假设 的 另 一 个 等 价 的 说 法 是 
联合 密度 函数 相对 于 旋转 是 不 变 的 . 

下 面 的 说 法 是 令 人 感 兴趣 的 : 由 上 述 两 个 假设 可 推 得 X 和 Y 为 正 态 随机 变 
量 . 为 了 证 明 这 点 , 首先 注意 到 由 假设 可 得 

f(z2,9) = fx (x)fy(y) = g(7’ + 7) (2.9) 


(2.9) 式 两 边 对 z 求 导 , 可 得 


图 6.2 蒲 丰 投 针 
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六 (z)FPr(g) = 2zg'(z2 + ¥) (2.10) 
用 式 (2.9) 去 除 (2.10), 得 到 
及 (7) _ 2zg'(z2 + of) 
fx(7) 9(Z2 十 22) 


克 (z) _ g(r +) (2.11) 


或 


2zjx(z) gl(72 1+) 
(2.11) 式 的 左边 仅 与 x 有关, 而 (2.11) 式 的 右边 仅 与 2? 十 她 有 关 . 由 此 可 以 推 
出 左边 对 任意 z 来 说 都 是 等 值 的 . 为 了 证 明 这 点 , 考虑 任意 zl,za, 取 1, yo 使 其 满 
足 条 件 储 十 巡 二 芭 十 级 , 那么 , 从 (2.11) 式 可 得 
fx(T1) _ grit+H) g(r3+R) _ f(r2) 
2z1fx(71) g(x +y) g(x3+y) 2r2fx(r2) 


因此 ， 


jz) -中 _ 
ye 或 gz fx(7)) = er 


对 两 边 积分 可 得 
In fx(z)=a+ 守 或 大) 一 eco 
由 于 /%。 fx(z)dz = 1,c 必然 为 负数 , 可 将 c 写成 c= -1/c2, 即 


fx(®) = ke ® /2 


也 即 , X 为 一 正 态 随机 变量 , 参数 为 y= 0 和 o?. 类 似 地 , 对 于 fr(y) 可 证 明 


fy(y) = Le 2 
再 利用 第 二 个 假设 可 知 o? = 到 . 因此 和 和 了 为 独立 同 分 布 的 正 态 随 机 变量 , 其 参 
数 为 4= 0 和 2. 国 


六 和 YY 相互 独立 的 一 个 充分 且 必 要 的 条 件 是 : 联合 密度 函数 (离散 情形 下 为 
联合 分 布 列 ) f(z,y) 可 以 分 解 成 两 部 分 , 其 中 一 部 分 仅 与 > 有 关 , 另 一 部 分 仅 与 y 
有 关 . 


命题 2.1 连续 型 (离散 型 ) 随机 变量 X 和 了 相互 独立 , 当 且 仅 当 其 联合 密 
度 函数 (联合 分 布 列 ) 可 以 写成 


fx,r (7,y) = h(x)g(y) —00<Z<%,—0<Yy<o0 


证 明 : 我 们 给 出 连续 情形 下 的 证 明 . 首先 注意 到 独立 意味 着 X 和 了 的 联合 密 
度 函 数 等 于 其 各 自 边缘 密度 函数 的 乘积 , 因此 , 当 X 和 Y 独立 时 , 上 述 因 式 分 解 是 
成 立 的 . 现在 , 假定 fxir(z,y) 具有 下 列 分 解 式 
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fx,Y (zy) = h(z)g(y) 
利用 联合 密度 函数 的 性 质 可 知 
i= fev ay [nae so 
其 中 C1 = /%,h(z) dz, Ca = /9(y) ay. 这 样 
四 = 人 fev wdy= Cahle) Pr)= /fered = Cg) 


又 由 C1C2 = 1 可 以 得 到 
fx,r lz,y) = fx(z)fy(y) 

这 样 就 完成 了 充分 性 的 证 明 , 命题 得 证 . 国 

例 2f 设 X 和 YY 的 联合 密度 函数 为 

fle) = 6e-2ze-39 0O0<z<o00<y<o0 
其 他 
这 两 个 随机 变量 是 否 独 立 ? 如 果 联 合 密度 函数 如 下 呢 ? 
24xy 0<z<10<y<1,0<z+y<l 
f(z, y) 二 
其 他 

解 ， 在 第 一 种 情况 , 联合 密度 函数 可 分 解 因 式 , 因此 随机 变量 X 和 Y 相互 独 
立 (其 中 一 个 为 速率 和 = 2, 另 一 个 为 速率 入 = 3 的 指数 分 布 ). 在 第 二 种 情况 , 因为 
联合 密度 函数 非 零 的 区 域 不 能 写成 ze 4,y € B 的 形式 , 联合 密度 函数 不 能 进行 因 
式 分 解 , 因此 , 随机 变量 X 和 Y 并 不 独立 . 通过 如 下 方式 更 容易 看 出 这 一 点 , 令 

1 0O0O<z<10<y<10<z+y<l1 
T(z, y) 二 
0 其 他 
那么 联合 密度 函数 可 写 为 
f(z,) = 247yT(7, Y) 

很 显然 , 以 上 不 能 分 解 成 分 别 仅 与 z 和 仅 与 y 有 关 的 两 个 因子 . 

当然 , 对 于 两 个 以 上 的 随机 变量 , 也 可 以 给 出 独立 性 的 定义 .一般 来 说 , n 个 
42， “0 ,An, 有 

P{X1 € A1, X2 € A2,... ,Xn € An} = [I P{X; € A:} 


i=1 


首先 , 可 以 证 明 上 述 条 件 等 价 于 
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P{X1 < a1, X2 < a2 ,Xn < an} 


-TI P(X < a} 对 所 有 的 Q1,02,""* ,Qn 


最 后 , 对 于 无 限 个 随机 变量 的 独立 性 可 以 这 样 定 义 的 : 如 果 其 中 任意 有 限 个 随机 变 
量 都 相互 独立 , 那么 称 这 无 限 个 随机 变量 是 相互 独立 的 . 

例 2g (计算 机 怎样 选择 随机 子 集 ) 大 部 分 计算 机 都 有 内 置 程序 , 用 以 产生 或 
模拟 (0, 1) 上 的 均匀 随机 变量 的 值 (或 称 随 机 数 )， 作为 应 用 , 计算 机 很 容易 模拟 示 
性 随机 变量 ( 伯 努 利 随 机 变量 ). 设 了 是 一 个 示 性 随机 变量 , 即 

P{I=1}=p=1- P{I=0} 


计算 机 产生 一 随机 数 U((0, 1) 上 的 均匀 随机 数 ), 令 
-{ U<p 
0 Uzp 
就 模拟 得 到 示 性 随机 变量 7. 现在 我 们 希望 从 {1,2,… ,n} 中 选择 大 个 对 象 , 使 得 
(g) 种 不 同 的 组 合 都 有 相同 的 机 会 被 取 上 . 我 们 用 (21,i2,… ,in), 其 中 二 = 0 或 1(0 
表示 数字 j 没 被 选 上 , 1 则 表示 选 上 ), j = 1,2,… ,n, 开 ? ;二 = 大 表示 大 个 对 象 的 
一 种 选择 结果 , 令 ( 石 .… , 1) 表示 个 对 象 的 一 个 随机 选择 , 且 使 得 {1,2,… ,nn} 
的 (%) 种 不 同 的 上 个 元 素 的 组 合 部 具有 相同 的 机 会 被 选中 , 即 (,… , 1,) 的 分 布 
列 满足 
P{G I) = (i in)} =1/(°) 


其 中 六 … ,in 取 值 于 {0,1}, ji1 = 二. 利用 条 件 概 率 公式 
P{(H, ,In) = (61 ,in)} 
= P{N =i}P{(l, ,1) = (i2, ,in)|D = i} 
= P{N =i}P{l = lh =i}P{(ls, ,Tn) = (ia in)|D = ,1 = i2} 


一 三 { 石 一 i}P{l = 12| 五 三 i}P{ls 一 和 | 五 二 ,1 一 i2} “I 
P{I, 一 人 | 五 一 ?1) “0 , Tn-1 三 in_1} 
其 中 , 五 = 入 表示 , 比如 , 当 = 1 时 , 从 集合 全 ,2… ,n} 中 随机 地 抽 大 个 对 象 , 1 


1. 此 例 在 讲解 顺序 上 做 了 调整 , 作者 先 讲述 事件 模拟 的 方法 , 再 在 后 面 补充 事件 的 概率 的 求法 . 译 者 先 
说 明 事件 的 概率 , 然后 讲述 模拟 方法 , 此 法 较 符合 大 家 的 思维 习惯 . 一 一 译 者 注 
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被 抽 中 这 一 事件 . 因此 , P{ 六 = 1j =k/n,P{ =0} = (n 一 如/n. 现在 求 条 件 分 布 
P{ =is|h =}, 有 
kl nk 


P{h=1h=1=a 7 PE=on= 二 = 


上 式 中 第 一 个 概率 是 1 已 经 选中 的 情况 下 , 2 被 选中 的 概率 , 由 于 1 已 经 选中 , 剩 
下 还 需 选 一 1 个 对 象 , 在 {2,… ,n} 中 2 被 选中 的 概率 显然 是 上 一 1/n 一 1. 综合 
以 上 分 析 , 对 于 五 , 2 的 分 布 , 我 们 有 如 下 结论 : 


k 天 一 全 


一 人 一 二 n—1 i2=1 
Pn a)}=17 P{h = lh =4} = 
nk ki 
一 2 一 0 1 一 一 一 2 一 0 
n n—1l 
对 于 一 般 的 4, 我们 有 
开 一 (位 十 … 十 1 , 
二 %+1 一 工 
P{ZAHI = 2 一 ,hh =} = . , 
Uni ih 
a 0 


有 了 上 述 的 条 件 概率 公式 , 我 们 就 可 以 利用 模拟 的 方法 模拟 上 述 五 ，… ,五 . 首先 产 
生 % 个 相互 独立 的 (0,1) 上 随机 数 下 ，… ,Un. 定义 


1 vz<k 
万 = n 


0 其 他 
1 < 了 
7 一 一 工 
0 其 他 
天 一 (五 十 … 十 万 ) 
Ji = 1 Ur < nl 
0 其 他 


0 其 他 
如 此 产生 的 (I,… , 1), 其 条 件 分 布 就 是 所 要 求 的 条 件 分 布 , 旦 其 联合 分 布 满足 
P{(N,.. , Tn) 一 (全 ,in)} 一 1/(?) 


注 : 上 述 提供 的 方法 并 不 需要 很 多 的 内 存 . 10.1 节 将 介绍 一 个 更 快 的 算法 , 但 
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要 求 更 多 的 内 存 (10.1 节 介 绍 的 算法 利用 随机 排列 的 后 面 个 元 素 ). 国 
例 2n 令 X,Y,2 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 且 相互 独立 , 求 P{X >>Y2}. 


解 : 因为 


fx,Y,2(T,Y, 2) 一 jx(Z)Pr()jz(z) =1 0 <rI< 1,0 < y < 1,0 Ze 1 
我 们 有 


1 nl pl 
P{X >Y2} = {|/ rere dda = ff dz dy dz 
0 v0 Jyz 


TY 


-1 fo-vava= [ (d=3 者 


例 2i 例 2i 半衰期 的 概率 解释 . 令 N(t) 表示 某 矿物 中 放射 性 裂变 物质 在 时 刻 
t 的 含量 . 所 谓 半衰期 是 一 个 由 经 验 确定 的 量 . 放射 性 物质 随时 间 的 变化 规律 如 下 : 
N(t)}=2 HrN(0) #1>0 
注意 到 N(h) = N(0)/2. 其 中 h 就 称 为 半衰期 . 由 NO 的 规律 可 知 
N(t+ 8) = 2 (+0/hN(0) = 2~t/hN(s) 
因此 , 不 管 已 经 消耗 了 多 少时 间 , 在 未 来 的 时 间 t 内 , 这 种 物质 的 裂变 规律 都 是 按 
2 的 因子 减少 . 

这 个 规律 是 通过 对 包含 海量 分 子 的 放射 性 物质 的 观测 得 到 , 它 看 来 与 某 种 概率 
解释 相 吻 合 . 由 于 裂变 物质 的 比例 不 依赖 于 物质 的 总 量 , 也 不 依赖 于 裂变 时 间 区 段 
的 位 置 (Ntt+s)/AV(s) 与 N(s) 和 s 均 无 关 ), 这 样 可 以 认为 各 裂变 个 体 的 寿命 是 相 
互 独 立 的 , 并 且 是 公共 分 布 为 无 记忆 的 寿命 分 布 . 而 唯一 的 无 记忆 的 寿命 分 布 为 指 
数 分 布 . 由 于 裂变 物质 的 半衰期 为 hb, 我 们 建立 下 列 概率 模型 . 

半衰期 h 的 概率 解释 各 放射 性 裂变 分 子 的 寿命 为 相互 独立 的 指数 分 布 , 其 中 
位 数 为 h, 记 工 为 裂变 分 子 的 寿命 , 则 

P{L <t}=1—- 2 
由 上 式 看 出 pL < h = 1/2 ,同时 上 式 又 可 写成 
P{L<t}= 1—exp{ —t: 2)} 
这 说 明 上 的 分 布 确 是 指数 分 布 , 并 且 中 位 数 为 h. 

现在 假设 在 时 刻 0 具有 N(0) 个 分 子 , 在 时 刻 t 具有 N(t) 个 分 子 . 实际 上 , 每 
一 个 分 子 在 时 刻 t 时 存活 的 概率 为 p = 2-!/*, 这 样 N(t) 是 一 个 二 项 随机 变量 , 参 
数 为 n= N(0), p = 2-*9. 第 8 章 将 说 明 , 当 考虑 含 海量 分 子 的 放射 性 物质 在 一 定 
时 间 框 染 下 进行 衰减 时 , 半衰期 实际 上 与 一 个 确定 的 模型 相 联 系 . 然而 当 考 虑 确定 


277 


278 


212 第 6 章 随机 变量 的 联合 分 布 


数量 的 放射 性 元 素 时 , 确定 模型 的 解释 与 概率 模型 解释 的 区 别 就 很 明显 了 . 

现在 我 们 来 讨论 质子 的 晓 变 问题 . 关于 质子 的 晓 变 问题 是 有 所 争论 的 . 根据 一 
种 理论 预测 质子 的 半衰期 为 h = 103 年 . 为 了 对 此 理论 进行 检验 , 有 人 建议 观察 大 
量 的 质子 , 看 它们 在 一 两 年 内 有 没有 赔 变 .( 显 然 不 可 能 观察 10” 年 之 后 再 看 它们 是 
否 有 一 半 晓 变 , ) 现在 假定 观察 N(0) = 10” 个 质子 , 观察 期 为 C 年 . 利用 确定 模型 


得 到 加 
N(0) -Nel = h(1 ~ 2-°/*) = 1 I 


由 于 z=10- 0 
= lim(c2 “jn2) 由 洛 必 达 法 则 
= cln2 OC 0.6931c 
例如 , 在 2 年 中 预计 将 会 有 1.3863 个 质子 晓 变 . 但 是 如 果 在 2 年 内 没有 观察 到 
一 个 质子 晓 变 , 那 对 于 原来 的 假设 (1030 年 中 会 有 一 半 的 质子 晓 变 ) 是 一 个 极 大 的 
打击 . 
现在 我 们 用 概率 模型 来 比较 这 一 结论 , 我 们 观察 h 个 质子 , 共 观 察 C 年 . 由 于 
h 相当 大 (105), 每 个 质子 在 C 年 内 晓 变 的 概率 非常 小 . 这 样 , 在 C 年 内 赔 变 的 质 
子 数 具 有 泊 松 分 布 , 其 参数 np = h (1 一 2-o/) 1/2“. 这 样 
P{0 个 晓 变 } 二 ecln2 一 e— 1n(2°) = 1/2° 


一 般 情况 下 oo, 
P{n 个 赔 变 } = 2 


你 之 0 

这 样 , 尽管 在 2 年 内 晓 变 的 质子 平均 数 为 1.3863( 由 确定 性 模型 得 到 ), 但 利用 
随机 模型 得 到 2 年 内 没有 观察 到 质子 赔 变 的 概率 为 1/4. 这 个 结果 不 能 推翻 原来 的 
关于 质子 的 半衰期 为 1029 年 的 假设 . 

注 : 独立 性 是 一 个 对 称 关 系 .X 和 相互 独立 是 指 它 们 的 联合 密度 (在 离散 情 
况 下 的 联合 分 布 列 ) 是 它们 各 自 密度 (分 布 列 ) 的 乘积 . 因此 , X 独立 于 YY 与 Y 独 
立 于 所 或 者 X.、Y 相互 独立 是 完全 相同 的 意思 . 我 们 在 考虑 X 是否 独立 于 Y 的 
时 候 , 必须 考察 了 的 值 的 改变 , 是 否 会 改变 X 的 条 件 分 布 . 有 时 候 , 我 们 不 能 很 直 
观 地 作出 判断 . 但 是 若 把 X 和 了 的 地 位 对 调 过 来 , 考虑 Y 是 否 独立 于 X, 此 时 问 
题 变 得 十 分 明显 . 下 面 的 例子 就 说 明了 这 一 道理 . 

例 3j 名 为 “Craps” 的 掷 仍 子 游戏 规定 每 次 抛掷 两 颗 仍 子 , 若 第 一 次 两 颗 仍 子 
的 点 数 之 和 为 4 此 时 玩家 必须 继续 抛掷 这 两 颗 仍 子 , 直到 出 现 点 数 之 和 为 4 或 7 


1. 在 第 8 章 中 , 我 们 将 介绍 大 数 律 . 大 数 律 正 好 说 明 立 亿 ~p 二 2-6/2. 由 于 N(0) 和 Ntt) 者 是 很 


N(O) 
大 , 可 以 认为 N(t) = 2-t/hN(0). 一 一 译 者 注 
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为 止 , 如 果 最 后 掷 出 的 点 数 和 为 4, 那么 玩家 赢 , 如 果 为 7, 则 玩家 输 . 为 了 更 好 地 
了 解 游戏 中 某 些 量 之 间 的 关系 , 我 们 将 这 个 游戏 简化 为 下 列 掷 货 子 试验 , 每 次 掷 两 
颗 骨 子 , 直到 出 现 两 颗 骨 子 的 点 数 之 和 为 4 或 7 为 止 . 令 入 表示 试验 停止 的 时 候 ， 
所 投掷 的 次 数 , 令 X 表示 最 后 一 次 投掷 的 点 数 之 和 (或 者 4 或 者 7). 那么 入 是 否 
与 XX 独立 ? 也 即 , 知道 了 XX 的 值 , 会 不 会 影响 N 的 分 布 ? 很 多 人 并 不 能 从 直觉 找 
到 这 个 问题 的 答案 . 然而, 如 果 我 们 换个 角度 问 XX 是 否 独 立 于 NN, 也 即 , 知道 了 头 
一 次 出 现 点 数 之 和 为 4 或 7 时 的 抛掷 次 数 , 会 不 会 影响 到 该 点 数 之 和 究竟 是 4 (或 
是 7) 的 概率 ? 举例 来 说 , 假设 我 们 已 经 毛 了 n 一 1 次 仙 子 , 各 次 均 未 出 现 点 数 之 和 
为 4 或 了 但 第 ”次 出 现 了 4 或 7. 现在 问 ”的 值 会 不 会 影响 到 = 4 或 和 = 了 
的 概率 . 当然 不 会 , 因为 所 关心 的 为 4 或 7, 而 前 ” -1 次 抛掷 既 没 出 现 4 也 没 出 现 
7 这 一 事实 不 会 改变 第 ”次 抛掷 的 概率 . 因此 , 我 们 可 得 出 XX 独立 于 NN, 或 者 等 价 
地 , NN 独立 于 X 的 结论 . 
另 一 个 例子 , 令 X1, X2,… 为 一 系列 独立 同 分 布 随机 变量 , 假设 我 们 按 顺序 观 
测 这 些 随 机 变量 , 如 果 Xn > Xi, 对 任意 i = 1,… ,n 一 1 成立 , 那么 我 们 称 XX 为 
记录 值 (record value). 也 即 , 在 序列 中 任何 一 个 值 , 若 它 比 其 前 面 的 值 都 大 则 称 这 个 
值 为 一 个 记录 值 . 令 4 表示 事件 “X 为 一 记录 值 ”, 那么 4An41 是 否 独立 于 4n? 
也 即 , 知道 了 第 n 个 随机 变量 为 前 ” 个 随机 变量 的 最 大 值 是 否 会 改变 第 n 填 1 个 
随机 变量 为 前 n+ 1 个 随机 变量 最 大 值 的 概率 ? 尽管 A%41 与 4。 独立 , 但 是 却 不 
是 凭 直观 显而易见 的 . 然而 , 如 果 我 们 换个 方式 , 问 A 是 否 独立 于 An417? 那么 结 
论 是 非常 容易 理解 的 . 因为 知道 了 第 n 十 1 个 随机 变量 比 Xi,… ,Xn 都 大 , 这 个 
事实 显然 没有 提供 任何 关于 X 在 前 个 随机 变量 之 间 的 顺序 的 信息 . 事实 上 , 利 
用 对 称 性 可 得 , 这 n 个 随机 变量 里 , 任何 一 个 为 最 大 值 的 可 能 性 都 是 一 样 的 , 因此 
P(AniAnt1) = P(A4n) = 1/n. 总 而 言 之 , 4An 和 An+1 是 相互 独立 事件 . 
注释 : 从 下 面 的 等 式 
P{Xi1 & a1,.* ,Xn < an} 
= P{X1 < al}P{X2 和 ai 和 ai PLX < an|X1 < a1 ,Xn_1 < an-1} 

可 知 , 要 证 明 Xi1,… ,X 的 相互 独立 性 , 可 以 通过 序 贯 的 方式 加 以 证 明 . 也 即 , 我 
们 要 证 明 这 些 随 机 变量 是 独立 的 , 只 需 证 明 以 下 的 一 系列 事实 

X2 独立 于 Xl 

Xa 独立 于 X1, Xz 

X4 独立 于 X1, XX2, X3 


Xn 独立 于 及 1 ;An 1 
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6.3 ”独立 随机 变量 的 和 


当 随 机 变量 X 和 YY 独立 时 , 从 它们 的 联合 分 布 求 出 + 的 分 布 常常 是 很 
重要 的 . 假设 XX 和 YY 是 相互 独立 的 连续 型 随机 变量 , 其 密度 池 数 分 别 为 f/x 和 方 ， 
那么 XX 十 Y 的 分 布 函 数 可 以 如 下 得 到 ; 


Fxiy(a) = P{X+Y <a} = 4 fx(z)fy (y) dz dy 
T+YySa 


-人 f_1 zr)fy(y) drdy =-/ fi z)dzr fy(y)d 


= 广 Fx(a— yfy(y) dy (3.1) 
分 布 函数 Fx+y 称 为 分 布 函数 Fx 和 Fy (分 别 表示 X 和 了 的 分 布 函 数 ) 的 卷 积 
(convolution)， 通过 对 (3.1) 式 求 导 , 我 们 可 得 蔷 十 Y 的 密度 汪 数 fx+Y 如 下 : 
tro re-nir Wy Er -Way 


= 本 fx(a -fy(y) dy (3.2) 


例 3a (两 个 独立 均匀 分 布 随机 变量 的 和 ) 设 X 和 了 为 独立 随机 变量 , 都 服从 
(0, 1) 上 均匀 分 布 . 求 X + 工 的 概率 密度 . 
解 : 因为 


利用 (3.2), 我 们 可 以 得 到 
fx+r(a =/ fx(a—y 
先 设 0<a <1, 当 y>a 时 , fx(a 一 了 =0, 当 0<y<a 时 , fx(a 一 y) = 1 这样 
fx+r(a) = [ =a 
当 1<a< 2 时 , 类似 地 可 得 
jxar(a )= dy=2-a 
因此 ， 


CQ 0O<a<l 
fx+r(o0)= 2-a 1<a<2 


0 其 他 
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X 十 Y 的 密度 淫 数 的 形状 见 图 6.3， f0) 

其 密度 函数 像 一 个 搁 在 z 轴 上 的 三 角 

形 , 因此 XX 十 Y 的 分 布 又 称 为 三 角 分 

布 (triangular). 图 
回顾 工 随机 变量 具有 如 下 形式 的 密度 

函数 : 


Xe VON! 
f(y) = re 


这 种 分 布 的 一 个 重要 性 质 就 是 , 对 于 给 定 图 6.3 三 角 分 布 
的 入, 它 在 卷 积 意义 下 是 封闭 的 . 


命题 3.1 如 果 扰 和 了 为 独立 工 随 机 变量 , 参数 分 别 为 (s, 和) 和 (t, 入 ) 那 


0 l 2 


么 藉 + 荆 也 为 工 随机 变量 , 参数 为 (s 十 二 人 


解 : 利用 公式 (3.2)， 了 


ftr (0) = ree { PD We ay 


一 Ke (a _ y)’ yt-! dy 


一 Ke-^astt-t fn _ Z)s1Zt1 dz 今 z 二 y 
0 
= Ce™ astt-! 
其 中 C 为 一 个 不 依赖 于 a 的 常数 , 但 因为 上 式 为 一 概率 密度 函数 , 因此 积分 值 等 于 
1, 这 样 就 确定 了 C 的 取 值 . 我 们 得 到 
Me (Aa)s+t-1 
IT(s+t) 
命题 得 证 . 国 


利用 命题 3.1 及 归纳 法 , 很 简单 地 可 以 得 到 : 如 果 Xi,i = 1,… ,n 为 独立 下 随 
机 变量 , 其 参数 分 别 为 (入 ,i 一 1.… ,n, 那么 并 2 和 为 参数 (it A) 的 
随机 变量 , 我 们 将 其 证 明 留 作 习 题 

例 3b 令 各 ,Xo,… ,Xi 为 个 独立 指数 随机 变量 , 其 公共 参数 为 .由 于 参 
数 为 和 的 指数 随机 变量 同时 也 是 参数 为 (1, 和 ) 的 工 随机 变量 , 这 样 通过 命题 3.1, 可 
得 XX 十 X2 十 … 十 Xn 为 一 参数 为 (mw 和) 的 工 随 机 变量 . n 


如 果 1, 22,… ,2o 为 相互 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 , 那么 了 = ?1 22? 称 为 
服从 自由 度 为 呈 的 x 分 布 的 随机 变量 . 我 们 来 计算 其 密度 函数 . 当 n= 1,Y = 22， 


fx+r(a) = 


0 < 4 < co x 
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利用 第 5 章 例 7b 可 看 出 , 其 密度 函数 如 下 : 
2 $e /2(y/2)/27! 
fz2(Y) = FBU2VD + fz( VV)] = 7 e—y/2 = 一 所 一 


由 上 述 形式 可 以 看 出 , fz2(y) 为 参数 (1/2,1/2) 的 工分 布 . 以 以 上 分 析 可 以 顺便 得 
到 结果 : T(1/2) = v 可 . 但 由 于 每 个 如 都 服从 TT(1/2,1/2), 利用 命题 3.1 我 们 可 得 : 
自由 度 为 n 的 x? 分 布 就 是 参数 为 (n/2,1/2) 的 工分 布 . 因此, 其 密度 函数 为 : 
ea 人 (人 ) —y/2,,n/2—1 
= y>0 


当 n 为 偶数 时 , T(n/2) = [(n/2) -11, 而 nn 为 奇数 时 , T(n/2) 可 以 反复 利用 关系 
式 了 T(t) = (t 一 DT(t 一 1) 进行 计算 , 再 利用 之 前 得 到 的 结果 T(1/2) = Vt 可 以 得 到 


T(n/2) 的 值 ，[ 举 例 来 说 P(5/2) = 3T(3) = 33T (3) = 3Va| 


XX 分 布 在 实践 中 经 常 作为 以 下 问题 中 的 误差 的 平方 和 的 分 布 出 现 : 如 果 某 人 
试图 击 中 n 维 空间 里 的 目标 , 其 中 每 个 方向 上 的 误差 为 独立 标准 正 态 随机 变量 , 则 
各 个 方向 上 的 误差 的 平方 和 的 分 布 为 自由 度 n 的 x? 分 布 . 它 在 统计 分 析 中 也 是 很 
重要 的 . 


我 们 还 可 以 利用 公式 (3.2) 证 明 关于 正 态 随机 变量 的 以 下 的 重要 结论 ， 


命题 3.2 若 Xi,i = 1,…,n 为 多 这 随机 变量 它们 均 服 从 正 态 分 布 , 各 


自 参 数 分 别 为 Wo ?9),i 三 1，… ,mn, 则 ?1 Xi 也 服从 正 态 分 布 , 参数 为 
Di Ai 和 D10 


命题 3.2 的 证 明 : 首先 , 令 X 和 Y 为 独立 正 态 随机 变量 , X 的 均值 为 0, 方差 
为 o?, 而 Y 的 均值 为 0, 方差 为 1. 我 们 要 利用 公式 (3.2) 来 计算 X +Y 的 密度 函 
数 . 设 


这 样 , 有 


2 


Po-0mrgW= 7 人 中 闪 } 二 om 人 - 乡 } 


-ol{ 
ono <P 3 exp Cc 


一 
BD 
tb 
| 
上 一、 
十 SQ 
9 
[3 
— 
~ 
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因此 , 由 公式 人 2), 有 
fx+r(a) = pp xp {— 2 5] ex oo {ma}* exp{-— c(y— 7) Jay 


1 a? ?9 a? 
ool 201 5}/ Pp{-o ja 一 Cexp{ 0 } 
其 中 C 的 取 值 不 依赖 于 a. 上 式 意 味 着 和 + 了 服从 均值 为 0, 方差 为 1+o? 的 正 态 
现在 , 假设 X! 和 X2 为 独立 正 态 分 布 随机 变量 , X; 的 均值 为 ji, 方差 为 c?， 
i 二 1,2. 那么 ， 
X1+ X2 =% (+ 
O02 O02 
但 因为 (Xi 一 jp1)/o2 服从 均值 为 0, 方差 为 cz/o3 的 正 态 分 布 , 而 (X2 一 4)/o2 服从 
均值 为 0, 方差 为 1 的 正 态 分 布 , 利用 前 面 的 结果 可 得 (Xi 一 jp)/o1 十 (Xz 一 j)/o2 服 
从 均值 为 0, 方差 为 1+of/o3 的 正 态 分 布 , 这 这 意味 着 Xi 十 Xz 服从 均值 为 让 十 ia， 
方差 为 o2(1 十 o?/0o2) = o? +o3 的 正 态 分 布 . 
因此 , 当 n= 2 时 , 命题 3.2 成 立 . 一 般 情形 可 通过 如 下 归纳 法 得 到 , 也 即 , 假定 
对 于 n 一 1 个 随机 变量 时 成 立 , 现在 考虑 n 的 情形 ， 


n n—l 
i=1 i=1 


利用 归纳 假设 , 洒 ” X 服从 均值 为 学 "ji, 方差 为 并 号 1Log 的 正 态 分 布 . 因此 ， 
利用 n= 2 的 结果 , 我 们 可 推 得 学， X; 服从 正 态 分 布 , 参数 为 半 pi 和 了” o?. 
例 3c 某 俱乐部 篮球 队 一 个 赛季 打 44 场 比赛 , 其 中 有 26 场 是 对 甲 级 队 , 18 场 
对 乙 级 队 . 假设 对 甲 级 队 每 场 胜 的 概率 为 0.4, 而 对 乙 级 队 每 场 胜 的 概率 为 0.7. 假 
设 每 场 比赛 结果 都 是 独立 的 . 近似 计算 以 下 事件 概率 ， 
(a) 该 队 能 赢 25 场 以 上 比赛 ; 
(b) 该 队 胜 甲 级 队 的 场 数 超过 胜 乙 级 队 的 场 数 . 
解 : (a) 令 X4 和 XB 分 别 表示 该 队 同 甲 级 队 和 乙 级 队 比 赛 获胜 场 数 , 注意 到 
X4 和 XB 为 独立 二 项 随机 变量 , 及 
E[Xa]=26x0.4= 10.4 Var(XA)= 26 x 0.4x0.6= 6.24 
E[XB] =18x0.7=12.6 Var(XB) = 18x0.7x0.3=3.78 
利用 二 项 分 布 的 正 态 近似 可 得 , Xa 和 XB 都 近似 服从 均值 和 方差 如 上 的 独立 正 态 
分 布 . 因此 , 由 命题 3.2, X4 + Xs 近似 服从 均值 为 23, 方差 为 10.02 的 正 态 分 布 . 
令 2 表示 标准 正 态 随机 变量 , 我 们 有 


) + 十 jk2 
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XA+XB—23、 24.5—23 
P{Xa+ Xp > 25} ~ P{X4+ Xp 2245} = P > 0 } 


1.5 
SS1~ PIZ < 0.4739} ~ 0.3178 
V10.02 了 > } 


(b) 注意 到 X4 一 XB 近似 服从 均值 为 -2.2, 方差 为 10.02 的 正 态 分 布 . 因此 
{2 一 六 Bp 十 2.2 ~ +t} 
V1i0.02 “ V10.02 


~P{2> 


P{XAa— Xp>1}=P{XA— Xp>0.5}=P 


2.7 

~ P{2 > 3} ~1— P{Z < 0.8530} s 0.1968 
因此 , 该 队 近 似 以 31.87% 的 概率 赢得 25 场 比赛 , 与 甲 级 队 比 赛 获胜 场 数 超过 与 乙 
级 队 获 胜 场 数 的 概率 近似 为 19.68%. 


如 果 In(Y) 为 正 态 随机 变量 , 均值 为 y, 方差 为 o2, 那么 了 称 为 参数 为 (1 o) 
的 对 数 正 态 随机 变量 (lognormal), 也 即 , 如 果 Y 能 够 表示 为 Y = eX, 其 中 成 为 一 
正 态 随机 变量 , 那么 Y 为 对 数 正 态 随机 变量 . 
例 3d 令 5(n) 表示 从 某 时 刻 开 始 , n(n > 1) 周 后 某 证 券 的 价格 . 一 个 比较 
学 行 的 关于 证 券 价 售 运行 的 模型 认为 股价 比 倪 5S(n)/S(n 一 1),n 之 1 为 独立 同 分 - 
布 对 数 正 态 随机 变量 , 假设 该 模型 的 参数 为 , 4 = 0.0165,o = 0.0730, 试 求 以 下 事件 
概率 : 
(a) 接 下 来 的 两 周 证 券 价格 都 在 上 涨 . 
(b) 两 周 后 的 证 券 价格 比 现在 的 高 . 
解 : 令 2 为 一 标准 正 态 随 机 变量 . 为 了 解答 (a), 我 们 利用 以 下 事实 , In(z) 对 
于 z > > 1 当 且 仅 当 > In(1) = 0. 这 样 , 我 们 有 
P{ a) > 二 = P{m (6)) > 0} 
_0.0165 
=P {2 > -0.0730 


因此 , 一 周 后 价格 上 涨 的 概率 为 0.5894. 由 于 连续 的 价格 比 独立 , 因此 , 接 下 来 的 两 
周 价格 都 上 涨 的 概率 为 0.58942 = 0.3474. 


} = P{2 < 0.2260} = 0.5894 


(b) 的 解答 如 下 ， 
P30 >1} -7(5050 > =P{n (SO) +n (358) >0) 


由 于 In (5 (2 )/S(GD) 和 ln (s(1)/s(0)) 为 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 , 公共 参数 为 
ji 二 0.0165,o? = 0.07302, 它们 和 的 期 望 为 21; = 0.0330, 方差 为 2 x 0.07302, 因此 


S(2) 一 0.0330 
忆 一 一 >1 一 局 = P{2 < 0.31965} = 0.6254 国 
S(0) }- { 0.0730V2 { } 


与 其 试图 推导 出 离散 型 情形 下 的 筷 + 的 分 布 函数 的 一 般 表 达 式 , 不 如 来 看 
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看 以 下 几 个 例子 : 286 
例 3e (独立 泊 松 分 布 随机 变量 的 和 ) 设 针 和 Y 为 独立 泊 松 分 布 随机 变量 , 参 

数 分 别 为 Xi 和 2, 求 半 十 Y 的 分 布 . 
解 : 因为 事件 {X 十 Y = nn} 能 够 写成 互 不 相 容 事 件 {X = YY =n 一 kk},0 < 

<n 的 并 , 因此 有 


PIX+Y -0 = Y PNY n=) PX= 则 P{Y =n 一 则 
k=0 k=0 


-De A ec Xe = oOa+》a) > 和 2 
ma)! 全 An A) 
Tit) nn nl 


一 (Xi 十 X2) 
一 ， kn—k_e 
nl 2 kl(n 一 DY nl 


和 1 二 A2)” 


也 就 是 说 ,Xi + X2 服从 参数 为 Xi + 和 2 的 泊 松 分 布 . 国 

例 3f (独立 二 项 分 布 随机 变量 的 和 ) 令 和 和 了 为 独立 的 二 项 分 布 随机 变量 ， 
参数 分 别 为 (n,p) 和 (m,p), 求生 + 的 分 布 . 

解 : 回顾 二 项 分 布 的 知识 , 根本 不 用 任何 计算 , 我 们 也 可 以 马上 推导 出 , 十 了 
服从 参数 为 (n 十 m,p) 的 二 项 分 布 . 这 是 因为 X 表示 了 n 次 独立 重复 试验 中 成 功 
的 次 数 (每 次 成 功 的 概率 为 p), 同样 , 了 表示 了 m 次 独立 重复 试验 中 成 功 的 次 数 
(每 次 成 功 的 概率 也 为 p), 由 于 假定 X 和 了 独立 , 所 以 十 了 表示 了 在 nn 二 +m 次 独 
立 重复 试验 中 成 功 的 次 数 (每 次 成 功 的 概率 为 p). 这 样 , 十 Y 为 参数 为 (n 十 m,p) 
的 二 项 随机 变量 . 下 面 从 分 析 的 角度 验证 该 结论 , 注意 到 

P{X+Y=k}=》 P{X=iY=%k—i 
?一 0 


-PE -P= 上 一 讨 = >( )piq ig™— (7 pgm ht 287 
其 中 g=1-p 且 当 j>r 时 (5%) =0 因此 


PtY = erm) (Oe) 
i=0 
最 后 利用 以 下 组 合 恒等式 便 可 得 到 所 需 结果 : 
C1" =O 


6.4 ”离散 情形 下 的 条 件 分 布 
回顾 对 于 任 两 个 事件 巨 和 FF, 已 知己 的 条 件 下 已 的 条 件 概率 (假定 P(F) > 0) 
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定义 如 下 : 
P(E|F) = Pe 
因此 , 如 果 XX 和 Y 都 是 离散 型 随机 变量 , 那么 很 自然 地 定义 已 知 Y = y 的 条 件 下 
六 的 分 布 列 如 下 : 对 于 所 有 满足 py(y) > 0 的 y, 有 
px Gy) = P(X -al =) 全 和 证 交 下 人 - 区 

类 似 地 , 也 可 以 定义 已 知 Y = y 的 条 件 下 蕊 的 条 件 分 布 函数 , 对 于 所 有 满足 

prY(y)>0 的 y, 有 
Fxly(zly) = P{X < zlY =Y} = 》_ pxly (aly) 


a&r 


由 上 述 定义 可 知 , 条 件 分 布 与 普通 分 布 在 概念 上 是 完全 一 样 的 , 只 是 所 涉及 的 事件 
都 是 在 了 = 9 之 条 件 意义 下 的 事件 . 如 果 X 和 了 独立 , 那么 条 件 分 布 列 和 条 件 分 
布 函数 同 通常 分 布 列 和 分 布 函数 是 一 样 的 . 这 是 因为 , 如 果 X 和 了 独立 , 那么 


pxlr (zly) = P{X = zlY = y} 


TX=%Y=Yy _ PIX=2z}P{Y = 
P{Y = y} P{Y =y} 


例 4a 假设 XX 和 Y 的 联合 分 布 列 p(x,y) 如 下 : 
p(0,0)=0.4 p(0,1)=0.2 p(1,0)=0.1 p(1,1)=0.3 


求 已 知 Y = 1 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 列 . 
解 : 首先 注意 到 


pr(D) = 5 p(z,1) =p(0,1)+p(1,1) =0.5 


= P{X= 72} 


因此 ， 


_p(0,1) 2 _p(1,1) 3 
pxlr (0|1) = Dy) ™ 5 及 pxlr(1ll)= py(1) 5 


例 4b 如 果 X 和 了 为 独立 泊 松 随机 变量 , 参数 分 别 为 和 1 和 Xz, 求 给 定 X+Y = 
兄 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 . 
解 : 给 定式 上 工 = 寻 条 件 下 X 的 条 件 分 布 列 计算 如 下 : 
P{X=hk,X+Y=n} 
P{X+Y=n} 
_ PI{X=hY=n-k} P{X=k}P{Y=n-k} 


P{X+Y =n} P{X+Y =n} 


P{X=kX+Y =n}= 


6.4 离散 情形 下 的 条 件 分 布 “221 


其 中 最 后 一 个 等 式 的 成 立 是 由 于 假定 了 X 和 YY 是 独立 的 . 注意 到 ( 例 3d) XX+Y 
服从 参数 为 Xi + 和 2 的 泊 松 分 布 , 这 样 
eA eM AnTk | 一 一 外 十 | -1 

k! (no—&k)! nl! 


nl! XXXA2 一 n A YE/ A An 
(n 一 k)!k! (和 1 让 一 (1) (= 十 元) (= 十 元) 
也 就 是 说 , 给 定 和 + 了 = 的 条 件 下 的 X 的 条 件 分 布 为 二 项 分 布 ， 参数 为 (m， 
A 和/ A1 十 X2)). 国 


我 们 还 可 以 讨论 联合 条 件 分 布 , 正如 下 面 的 例子 中 阐述 的 . 
例 4c 考虑 如 下 的 多 项 分 布 ， 


P{X=kIX+Y =n}= 


k 
P{Xi = ni,i= 1,...,k} = Tn DR nm > 0 m =n 

这 样 的 分 布 列 出 现在 下 面 的 情形 : 进行 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 的 第 i 个 结果 
发 生 的 概率 为 pi, 2 pi = 1. 随机 变量 X;, i = 1,.… ,分 别 表示 n 次 试验 中 试验 
结果 i,i = 1,… ,上 出现 的 次 数 . 现在 假设 我 们 已 经 知道 在 n 次 试验 中 , 第 j 个 试 
验 结果 出 现 了 nj 次 , j 一 7 十 1,… ,hb 其 中 和 ,jinj = m <n. 由 于 另外 的 n 一 m 
个 试验 中 每 一 个 结果 都 必然 是 第 1,.… ,r 个 结果 之 一 , 因此 , XX,… ,X, 的 条 件 分 
布 应 该 是 多 项 分 布 , 其 相应 的 参数 为 


P{ 第 i 个 结果 | 试验 结果 不 是 "+1,… ,中 任 一 结果 } = 下。 i=1… 7 

其 中 = i_1 pi 为 试验 结果 为 1,… ,7 之 一 的 概率 . 

解 : 为 了 验证 该 直观 结论 ， 令 1， “0 , Nr 满足 Di Ni 二 NC mn, 那么 

P{X!1 = Ni ,Xr = nr|Xrtl = Nrtl ,Xk 一 ng} 

PP 

PX emt Xm rm pr ph 
上 式 分 母 中 的 概率 计算 如 下 , 将 试验 结果 1,2,.… ,r 合成 一 个 结果 , 其 相应 的 概率 
为 了 7 相应 出 现 的 次 数 为 了 一 ?12 这 样 ， 事件 {Xrtl = 17r 十 1 ,Xk 一 ng} 的 概率 
可 以 看 作 是 n 次 试验 中 , 具有 大 - > 十 1 个 结果 的 多 项 分 布 中 事件 的 概率 . 将 上 式 
中 分 子 分 母 相互 抵消 , 可 得 
P{X1 一 ?1 ,Xr 一 Tizr|Xr+l 一 fir 上 +1) ,Xk 一 ngp} 
(nC—m)! D1 1 pr Nr 
mt) “…( 镶 ) 


这 样 结论 得 证 . 和 
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例 4d 考虑 nn 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 概率 为 p, 已 知 共有 次 成 功 的 条 件 
下 , 证 明 所 有 可 能 的 次 成 功 、n 一 次 失败 的 顺序 都 是 等 可 能 的 . 

解 : 我 们 将 要 证 明 , (?) 种 可 能 顺序 中 任 一 种 都 是 等 可 能 的 . 令 X 表示 成 功 的 


次 数 , 考虑 次 成 功 、n 一 k 次 失败 的 任 一 排列 , 比如 , o = (s,s, f,f,… ,了 ), 那么 
POX Po PO -了 工 


or 


P(olX =k) 


6.5 ”连续 情形 下 的 条 件 分 布 


如 果 和 和 了 具有 联合 密度 函数 f(z,y), 那么 给 定 条 件 Y = y 下 , 六 的 条 件 密 
度 函 数 定义 如 下 , 对 于 任意 满足 fy(y) > 0 的 y 值 , 有 
fxiv (zly) = ee 
为 了 说 明 条 件 密度 的 实际 含义 ， 在 上 式 左 边 乘 以 dz, 右边 乘 以 (dx dy)/dy, 这 样 
可 得 


fry (zl)dz = f(rWDdrdy  P{r SX < rt+dry <Y gy+dy} 
XlY fy(W dy Ply<Y <y+dy} 


=P{r < Xrt+drly <Y gy+dy} 


也 就 是 说 , 对 于 很 小 的 dz 和 dy, fxly (zly) dz 表示 了 在 Y 取 值 于 y 和 y+dy 之 间 
的 条 件 下 , X 取 值 于 > 和 z + dz 之 间 的 条 件 概率 . 

利用 条 件 密度 , 还 可 以 定义 已 知 一 个 随机 变量 的 取 值 条 件 下 , 关于 另外 一 个 随 
机 变量 的 事件 的 条 件 概 率 . 也 即 , 如 果 X 和 了 联合 连续 , 那么 对 任 一 集合 4, 有 


P{X eA|lY=Y}= /ret dz 
特别 地 , 令 4 = (一 oo,aj, 那么 已 知 了 =y 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 函数 如 下 ; 
Fxiv(aly) = P{X <alY = = 人 prlelydz 
读者 应 该 注意 到 , 上 述 讨论 已 经 给 出 了 条 件 概率 的 较 完整 的 定义 , 即使 条 件 Y= y 


是 一 个 零 概率 事件 , 相应 的 条 件 概 率 也 有 较 明 确 的 含义 . 
例 5a XX 和 YY 的 联合 密度 如 下 : 


f(z,y) = 人 0<z<10<y<1 
0 其 他 
求 已 知 Y =y 的 条 件 下 , X 的 条 件 密度 , 其 中 0 < y < 1 


6.5 连续 情形 下 的 条 件 分 布 ”223 


解 : 对 于 0<z<10<y<1, 有 
_ fa) f(z, 
72-z-y) _ 22—7z—Yy) 6z(2 一 2 一 切 


fz -rydz $ —y/2 ”4-3y 


例 5b 假设 X 和 了 的 联合 密度 如 下 : 


eye 0<zZ<oo;0<y<oo 
f(x,y) = y 
0 其 他 
求 P{X > 1Y = 分 . 
解 : 我 们 先 求 得 并 =y 条 件 下 XX 的 条 件 密度 : 


fm) _ eeyy _1- 
fxlr (zly) 一 fy(y) ee-y /0 (1/y)e-z/y dz vy" " 


因此 ， 


oo 
P{X >1lY =2Y}= Te-z/y dz = -ez ”一 el 国 
1 YY 1 


如 果 关 和 YY 为 独立 连续 型 随机 变量 , 那么 给 定 Y = y 的 条 件 下 , XX 的 条 件 密 
度 同 非 条 件 密度 是 一 样 的 , 这 是 因为 在 独立 情形 下 ， 
_ 2 人 产 四 六 如- 
当 随 机 变量 既 非 联合 连续 , 也 非 联合 离散 , 我 们 也 可 考虑 相应 的 条 件 分 布 . 举例 来 
说 , 假设 已 为 一 连续 型 随机 变量 , 其 密度 函数 为 六 而 为 一 离散 型 随机 变量 , 那 
么 考虑 给 定 N = n 的 条 件 下 的 条 件 分 布 , 有 
P{z<X<z+dzlN =7} 
d 
加 P{N = nl <X<zr+dr} P{r<X<r+dr} 
P{N = n} dz 
令 dz 趋 于 0 , 可 得 
1 P{z<X<z+drzIN=n}  P{N=n|X= 72} 
doo dz ~ P{N=n} 
这 样 就 证 明了 给 定 N = 的 条 件 下 , X 的 条 件 密度 为 


fn(sln) = PR fe) 


f(z) 


例 5c (二 元 正 态 分 布 ) 二 元 正 态 分 布 是 非常 重要 的 联合 分 布 之 一 ， 如 果 对 常 
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数 jvz, pyyoz > 0,0y > 0, 一 1 < p<1, 以 及 所 有 的 -co < zy < co, 随机 变量 X 和 
Y 的 联合 密度 为 如 下 形式 : 
1 1 TZ— Hz 2 
/人 一 2rosoy Vip op{ 2(1 — p35) [( 元 ) 


i) 


那么 称 它们 为 二 元 正 态 分 布 . 现在 我 们 来 计算 给 定 Y = y 的 条 件 下 久 的 条 件 密度 . 
为 了 做 到 这 点 , 我 们 先 把 与 > 无 关 的 因子 都 收集 一 起 , 并 将 它们 表示 为 Ci, 最 后 这 
个 常数 可 利用 三。 jxir(zly)dz = 1 得 到 . 


fxiy (zly) = A = C1f(z,Y) 


le 


= Csexp{ eey 1 ze+ 0 一 区 


= C4 exp { 一 5 |z 一 (ps 十 ply 一 1m))] } 
注意 到 上 述 函 数 为 正 态 分 布 的 密度 函数 , 因此 可 以 推 得 , 给 定 Y = y 的 条 件 下 , 随 
机 变 基 X 服从 正 态 分 布 , 期 望 为 pe 十 p 匀 (9 一 jy), 方差 为 oz(1 -02)， 而 且 , 由 于 
玉民 的 联合 密度 同 X,Y 的 联合 密度 的 形式 是 一 样 的 , 只 需 将 Jz, oz 与 jw,o0y 的 地 
位 相互 对 换 即 可 , 由 此 可 知 , 在 XX = z 给 定之 下 , 了 的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 , 期 望 
为 必 十 6 且 ( 人 一 和 ), 方差 为 cy(1 - 02). 从 这 些 结果 可 以 看 出 , 对 于 联合 正 态 的 随 
机 变量 X,Y 来 说 , 它们 相互 独立 的 充 要 条 件 是 X,Y 的 相关 系数 p = 0. (这 个 结果 
也 可 从 它们 的 联合 密度 直接 看 出 , 因为 只 有 当 p = 0 时 , 它们 的 联合 密度 才能 分 解 
成 两 个 因子 , 其 中 一 个 因子 只 与 有 关 , 另 一 个 因子 只 与 y 有关 .) 
X 的 边缘 密度 可 以 通过 如 下 计算 得 到 : 


ro=/ fo) dy 


-cf op{ -a [Se) + (Se) -| 


1 交 
其 中 C Do I 作 变 量 替 换 w = y 一 jy/oy 得 
1 — Wz \2 
fx(z) = Covexp{ - 2(1 — p2) (= 元 ) } 


X [ exp{ 一 a 一 2p ew) }aw 
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= Coy exp{ 一 IE 了) 0 一 六】 


X [ef 一 re Ca 天) jav 


1 2 1 p 
V2r(1 一 02) / ep{ 2(1— p?) (w or 
可 以 得 到 
fx(z) = Coy Van(T — pa)e-(*—te) /202 一 二 
TOz 


也 即 , XX 服从 正 态 分 布 , 均值 为 jz, 方差 为 oz. 类似 地, Y 也 服从 正 态 分 布 , 均值 为 
Ly, 方差 为 o2. 国 

例 5d 考虑 n+m 次 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 相同 , 然而 , 假设 此 概率 并 不 
是 固定 的 , 而 是 一 个 随机 变量 , 其 分 布 为 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 试问 已 知 % 十 m 次 试 
验 有 次 成 功 的 条 件 下 每 次 成 功 的 概率 的 条 件 分 布 ? 

解 : 如 果 令 X 表示 试验 成 功 概率 , 那么 X 为 (0, 1) 上 均匀 随机 变量 . 同样 , 给 
定 和 =2zZ 条 件 下 ,ma+mm 次 试验 是 独立 重复 试验 , 其 成 功 的 概率 为 x, 而 且 成 功 的 次 
数 NN 为 参数 为 (n + m,z) 的 二 项 随机 变量 , 因此 , 给 定 N = 的 条 件 下 X 的 条 件 
密度 如 下 ， 


(ze-pa)212c2 


了 十 ?7 Znf1 — 2)mm 
pony = Ls 0<z<1 
= cr"(l— 727)” 

其 中 c 不 依赖 于 z. 因此 , 其 分 布 密度 是 6 分 布 , 参数 为 (n 十 1,m 二 + 二). 

上 述 结果 很 有 意义 , 它 阐述 了 若 重 复试 验 的 每 次 成 功 的 概率 [ 先 验 概率 (prior)] 
为 (0,1) 上 均匀 分 布 或 者 , 也 就 是 参数 为 (1,1) 的 6 分 布 , 则 经 过 “+ 和 mn 次 试验 后 ， 
总 共有 n 次 试验 成 功 的 条 件 下 , 其 后 验 分 布 (或 条 件 分 布 ) 是 参数 为 (1 + mw I 十 和 mn) 
的 6 分布 , 这 点 很 有 价值 , 它 加 深 了 我 们 的 对 6 分 布 的 直观 认识 ， 国 


'6.6 次序 统 计量 


设 入 ,XX2,… ,Xn 为 n 个 独立 同 分 布 的 连续 型 随机 变量 , 其 公共 分 布 函数 为 
F(z), 密度 函数 为 f(z). 定义 
六 a) 二 六 1, 六 2,… ,Xn 中 的 最 小 者 
六 (2) 二 XX1, 闵 2,… ,Xn 中 的 第 二 小 者 


X()) = X1, X2,.… ,Xn 中 的 第 7 小 者 
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(n) 三 1, 及 2 ,Xn 中 的 最 大 者 
排序 后 的 X(1) < XX(2) 对 … < XX(n) 称 为 XX2，,… ,Xn 的 次 序 统计 量 (order 
statistics). 换言之 , 六 (1), 关 (2),… , 闫 (w) 是 将 XX1,… ,X。 排序 以 后 的 值 . 
现在 求 XX(1),… ,六 (n) 的 联合 密度 . XX(),… ,六 (n,) 的 取 值 为 zl < za <… < Zr 
Xl 一 Ti ， X2 = io ,Xn 二 Zi, 
而 对 于 任何 (1, 2,…: ,1) 的 排列 (全 , in) 
P{za -了 < 加 < Ti + 3 ;Tin, -3 < Xn< zn +3} 
SE fx Xa (Tia Lin) = Ef (Ta) f(zi,) = ef (21):*: f(rn) 
由 此 可 知 


P{r1 -3 < XO) <mto smn < Xe < n+} 


2 9 7 
E gE ge 。 
=P{ | U {5a 3 < Xt < Xn < vi + 3})} 
(i in) 
E E g 。 
一 2 P{zs -< 和 < 


(ia ,in) 


~ >， ef(za). f(r)= nle" f(s1):. f(rn) 


(i1, iin) 
上 式 两 端 除 以 se” 并 令 = 一 0, 得 
f X07 Ken) (CD T2, ,Tn) = n! f(z) f(rn) TX1 <TI < Tn (6.1) 


我 们 可 以 这 样 直观 地 解释 (6.1), 向 量 (XG),… ,XX(n)) 等 于 (z1,… ,zn) 的 充 要 条 
件 是 ( 庆 ,… ,Xn) 等 于 (z1,… ,zn) 的 n! 种 排列 之 一 ， 而 (Xi1,… ,Xn) 等 于 
《71,… ,zn) 的 任 一 排列 的 概率 (密度 ) 刚好 是 f(z1)… f(zn)， 由 此 , 可 知 (6.1) 式 
成 立 . : 

例 6a 有 三 个 人 “随机 地 分 布 在 长 为 一 英里 的 一 段 路 上 . 找 出 没有 两 个 人 之 
间距 离 小 于 d 英里 的 概率 (d < 1/2). 

解 : 我 们 假定 “随机 地 分 布 ” 是 指 三 个 人 相互 独立 地 均匀 分 布 在 一 英里 的 路 段 
上 , 用 所 表示 第 ;个 人 在 路 上 的 位 置 . 所 求 的 概率 是 P{X(;) > X(i_y) + di = 
2, 3}. XXX 六 (3) 的 联合 密度 为 


fx Xo, Xa(T1, T2, T3) = 31 0O<z1i<z2<zxs<l1 


*6.6 次 序 统计 量 ”227 


由 密度 与 概率 的 关系 可 导出 
P{X0) > XG-D + d,i= 2,3}= {ff fx X02) ,X03) (LT1, T2, T3) dzl dr2 dx3 


Zi 十 过 
i=2,3 


1 一 2 1 一 2d 
=3!1/ 广 / dzodzzdz -6 人 (1 ~ d— z2)dx2 dz1 
ZT1+d J rz2+d z1+d 
1-2d pl—2d—z1 
一 of/ / 22 dyo dz1 
0 0 


其 中 , 我 们 作 了 变量 替换 ys = 1- 4- za3. 将 等 式 继续 下 去 , 得 到 
1—2d 24 sf 2 1 可 a 24) 
一 3/ (1 2d Zz1) 1 一 0 yi QUV1 一 


这 样 , 当 d < 1/2 时 , 一 英里 的 路 段 上 随机 地 分 布 的 三 个 人 之 间 两 两 最 小 距离 大 于 

d 的 概率 为 (1 一 2d)*. 利用 这 个 方法 还 可 以 证 明 一 英里 的 路 段 上 随机 地 分 布 的 ni 个 

人 之 间 两 两 最 小 距离 大 于 d 的 概率 为 
-md ax 


其 证 明 作 为 练习 . 四 

将 (6.1) 式 进行 积分 可 求 得 第 ; 个 次 序 统计 量 X(j) 的 密度 函数 . 但 也 可 以 用 下 
列 方法 直接 推 得 . Xo) = zx 意味 着 X1,… ,Xn 中 有 j 一 1 个 值 小 于 zx, 有 一 个 值 等 
于 z, 有 交 - 了 个 值 大 于 zx. 对 于 给 4 定 的 一 个 变量 等 于 Zz, 给 定 的 ;一 1 个 变量 的 值 小 
于 z, 其 余 的 变量 的 值 大 于 zx 的 概率 密度 为 


(F(z) [1 — F(z)]" ?f(z) 


、 “nl 、 
由 于 n 个 变量 分 成 三 个 组 的 方法 有 () _ 18 _) 1) = 而 一 0 一 Tj7 种 这 样 
六 (y) 的 密度 函数 为 
! ， 
fro (7) = mr Fe) (62) 


例 6b 设 XX，… ,Xon+1 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 (统计 上 称 X1,… ,Xan 
为 一 个 大 小 为 2n+1 的 样本 ). 次 序 统计 量 X41) 称 为 样本 中 位 数 . 现 设 X1, Xo, X。 
为 (0,1) 上 均匀 分 布 的 一 组 样本 . 求 样本 中 位 数落 入 区 间 (1/2,3/4) 的 概率 . 
解 : 由 样本 中 位 数 的 定义 可 知 , 本 例 的 样本 中 位 数 就 是 Xt). 利用 (6.2) 式 , Xi 
的 密度 函数 3 
fx (7) 二 TrirZz(L 一 2) 0<z<1 


因此 所 求 概率 为 
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3/4 2 3 iz=3/4 11 
Po 对 -人 row- 
只 需 将 (6.2) 式 积分 就 可 得 到 X(;) 的 分 布 函 数 
! y ) 
298 Fxo (Y) = Er [rer 11 一 已 (zj” ?f(z) dr (6.3) 


但 是 也 可 用 其 他 方法 求 得 Fx (w), 注意 到 第 7 个 次 序 统计 量 小 于 或 等 于 y 的 充 要 
条 件 是 X1,… , X 中 小 于 或 等 于 y 的 个 数 等 于 了 或 比 j 更 多 , 即 


Fx (y) = PLXOD < Y} = P{I 个 或 更 多 X; < y} 
= 5 FL -GO (6.4) 
k= 


利用 分 部 积分 法 , 可 以 证 明 (6.3) 式 和 (6.4) 式 右边 的 两 式 是 恒 等 的 . 如 果 令 为 
(0, 1) 上 的 均 色 分 布 即 f(z) = 1,0 < z < 比较 (6.3) 式 和 (6.4) 式 可 得 到 一 个 十 分 I 


有 用 的 分 析 恒 等 式 
. nN nn nl! 2 六 1 nj 
WO om (1-z)" dz Ogyg1 (6.5) 


类 似 于 公式 (6.2) 的 推导 , 我 们 可 以 求 得 XG) 与 X(j) 的 联合 分 布 密度 (i < 刀 : 
nl! 


fX (XG) (Ti C7) Dm) 


(6.6) 
x [F(z7)— F(z [1 — Fz) If (mi)f (zj) wi < 


例 6c (随机 样本 极 差 的 分 布 ) 设 XI,… ,X 为 到 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 
随机 变量 RR = Xo 一 XX() 称 为 极 差 . 设 XX; 的 分 布 函 数 为 F(z), 相应 的 密度 函数 
为 f(z), 则 的 分 布 可 通过 (6.6) 式 求 得 . 对 于 a > 0， 

P{R < a} = P{X(n) 一 X(1) < a} 二 // Ja xm (21, Tn) dzl dzn 


oo Zi1+a nl! WO 
/. 上 人 ml (zn) — F(ze)]™ ?f(zi)f (rn) drn dz1 
作 变 量 替 换 y = F(zx) - Flzij,dy = f(zn) dzn, 得 


F(z1+a)—F(zx1) 
n 


了 1 十 Q 
/ [Flen) - F(z1)]" -2f (cn) dzn = / y" -2 dy 
Xl 0 


300 = Fe + 0) Fe 
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因此 ， 
P{R<0a}= nf [F(x1+a)— F(z1)]” f(z1) dz (6.7) 


(6.7) 式 右 端的 积分 只 在 很 少 几 种 情况 下 才能 积 出 来 , 写成 显示 表达 式 . 当 Xi 的 分 
布 为 (0,1) 上 均匀 分 布 时 , 有 R 的 分 布 可 由 (6.7) 式 算出 来 . 对 于 ae (0, 1)， 


1 
P{R<o}=n { [Plo + 0) ~ Fed/(a) dm 
0 
l1—a 1 
= "| an" -Idzl 十 "/ (一 zi" dri = ml 一 ajan-1 十 an 
0 1l—a 


将 上 式 求 微 商 可 求 得 极 差 的 密度 函数 
fr(@) = n(n—1l)a" ?2(1—~a) Ogag!l 
0 其 他 


也 即 , 独立 的 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 序列 的 极 差 的 分 布 是 6 分 布 , 其 参数 为 
(n — 1,2). 图 


6.7 ”随机 变量 函数 的 联合 分 布 


设 Xi, Xo? 具有 联合 密度 函数 fx,,x,. 有 时 我 们 需要 求 出 关 , YY 的 联合 分 布 , 其 
中 六 ,了 5 为 Xi1, Xo 的 函数 , 具体 地 说 , 设 况 一 gi1(Xi, XX2), Y= 0( 辣 ,2 和) 并 且 函 
数 gl gz 满足 下 列 条 件 : 

1. 由 下 列 方程 组 


9 二 9l(zl72) 
22 = 92(Z1,72) 
可 唯一 地 解 出 zl, zs 来, 即 求 出 zi = hi(yi,y2),z2 = hz (yy2). 
2. 函数 gl, 9 对 一 切 (z1,x2) 具有 连续 偏 导数 , 并 且 下 面 的 2 x 2 行列 式 对 一 
切 (zl zz?) 不 为 0 


dg Ou 
?mw 于 中 -中 中 
Ozx1 Or2 
在 这 两 条 件 之 下 , 可 以 证 明 六 , Y 的 联合 密度 函数 可 通过 下 式 得 到 ; 
fy (V1,Y2) = Ja(zizajly(ziza) 上 六 (7.1) 


其 中 zi = hi (yi, yo), 22 = ho(y, y2). 
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(7.0) 式 的 证 明 可 从 下 式 入 手 


P{Yi < ,YY < y2} = |/ trex er 02) dm dz2 (7.2) 


(T1,22): 
91 (T1129) EY 
g92{(21,22)&Y2 


六 ,YY 的 联合 密度 函数 可 通过 将 上 式 对 yi, yo 求 偏 微 商 得 到 . 微 商 的 结果 刚好 等 于 
(7.1) 式 的 右边 . 微 商 的 过 程 作为 高 等 微 积分 的 一 个 练习 本 书 不 再 细 述 . 下 面 通过 例 
子 来 熟悉 相应 的 计算 过 程 . 

例 7a 设 X1, Xo 为 联合 连续 的 随机 变量 , 其 联合 密度 函数 为 fxi,x,. 令 瑟 = 
Xl1 十 X2,Y2 = X1 一 X2. 求 出 瑟 , 到 的 联合 密度 函数 . 

解 : 令 gli(zlza) = zl +zoayga(zlz2) = ZX1 一 Zz, 经 计算 

J(z1, 72) = ， , 

由 j= Zz1 十 22,y2 == Xz1 一 Zo 解 得 x = (yi 十 y)/2,xz = (yi 一 yz2)/2. 利用 (7.1) 式 
可 得 


一 一 2 


fa (gt) = 3 x (Cn + tp)/2, 一 区 /9 
例如 , Xi, Xs 为 独立 同 分 布 的 (0,1) 均匀 随机 变量 , 则 


3 0<hntwm<20<nh -p<2 
0 其 他 
车 Xi, Xo 为 相互 独立 的 指数 随机 变量 , 其 相应 的 参数 为 和 1, Xz, 则 


和 A 和 2 Yi+y2 yi—Yo 
exp\l—- 和 (Ts)- 和 A(T } +y2>0,y1—y2>0 
mnt 2 { ( 2 ) ( 2 ) 
0 


fy,r (Y1, y2) 二 | 


其 他 
最 后 , 若 Xi, Xz 为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 则 
1 - 2 
fy,r (yi, 2) = 去。 [(y1+y2)?/8+(y1—y2)?/8] 
二 1 (+2)/4 二 1 ey/4 i e—y2/4 


我 们 不 仅 得 知 Xi 二 Xs 与 X1 - X2 为 正 态 随 机 变量 , 期 望 为 0, 方差 为 2( 这 一 点 与 
命题 3.2 的 结论 相同 ), 而 且 , X1 + Xz 与 X1 -Xs 还 是 相互 独立 的 . (事实 上 , 我 们 
还 可 以 指出 若 X1, X2 独立 同 分 布 , 其 分 布 函数 为 F, 则 Xi 十 Xo 与 Xl 一 XX。 相互 
独立 的 充 要 条 件 为 已 是 正 态 分 布 函数 .) 

例 7b 令 (XY) 表示 平面 上 一 个 随机 点 , 并 假设 其 直角 坐标 X 和 了 是 相互 
独立 的 标准 正 态 随 机 变量 . 现在 感 兴趣 的 是 这 个 随机 点 的 极 坐标 表示 忆 , 6 的 联合 
分 布 ( 见 图 6.4). 


6.7 随机 变量 函数 的 联合 分 布 “231 


令 7 三 91(2Z， y) 二 VY 2Z2 十 y2,0 一 g92(7, y) 一 tan 1(y/z)， 


0 7 O_O 
az Viitp OW Vit 
(as 22_ 1  _ 27 
Or 1+(y/z)\z/) z+ Oy z+(y/z)] z+ 


由 此 得 
2 2 1 1 


J(2Y) = 一 一 + 一 人 一 二 -= 
(22+92)32 22+) Vet 了 
由 于 X,Y 的 联合 密度 函数 为 


1 2 ， 2 
一 一 co 一 (z +y)/2 
f(z,y) ph 


经 计算 , 尺 = Vz2 十 好 ,6 = arctan(y/z) 的 联合 密度 函数 为 


jn 及 = 二 re 0<0<2r0<7r< oo 


这 个 联合 密度 函数 可 分 解 为 两 个 密度 函数 
的 乘积 , 因此 , R 与 9 是 相互 独立 的 . 6 是 
(0, 2r) 上 的 均匀 随机 变量 , 而 尺 的 分 布 是 
著名 的 瑞 利 分 布 , 其 密度 函数 为 
f(7) = re 一 /2， 0 <7 < oo， 

(例如 , 当 我 们 关心 平面 打靶 问题 时 , 如 果 
水 平和 垂直 误差 是 相互 独立 的 标准 正 态 分 
布 , 则 弹 着 点 相对 于 靶 心 的 方位 角 不 仅仅 
是 均匀 分 布 , 而 且 与 弹 着 点 离 坡 心 的 距离 


相互 独立 .) 图 6.4 随机 点 (X,Y) = /(R,@) 
上 面 得 到 的 结果 是 十 分 有 意义 的 , 因为 极 坐标 的 分 布 与 直角 坐标 的 这 种 关系 不 是 一 
眼 就 能 看 出 来 的 . 


如 果 我 们 希望 求 出 R? 和 6 的 联合 分 布 , 变换 
d=g1(x,y) 一 2Z2 十 ?2 0 = g2(x,y) = arcfan(y/z) 


的 雅 可 比 行列 式 为 
27 2y 
TY 


人 一 2 
三 十 好 友 十 妨 


J= 


利用 公式 (7.1) 可 得 
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1 
f(ad,0) = ze 0<d<oo0<0<2r 


由 此 看 出 R? 和 © 相互 独立 , R?2 具有 指数 分 布 , 参数 为 1/2. 但 开 =X2 十 Y2 ,由 
定义 可 知 , 及 具有 xX? 分 布 , 自由 度 为 2. 这 样 , 我 们 验证 了 自由 度 为 2 的 x? 分 布 
与 参数 为 1/2 的 指数 分 布 是 相同 的 . 

上 面 的 结果 可 用 于 模拟 标准 正 态 随机 变量 . 令 1, U2 为 相互 独立 的 均匀 随机 
数 (服从 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 ), 我 们 将 把 加 ,Us 转化 为 两 独立 的 标准 正 态 随 机 变 
基 Xi 和 X2. 在 求 正 态 随机 变量 之 前 , 先 求 出 (Xi, Xa) 的 极 坐标 表示 (R, 昌 ). 利用 
(X,Y) 与 (BR,9) 之 间 的 关系 可 知 R? 与 9 相互 独立 . R? = X2 +TY2 具有 指数 分 布 ， 
参数 为 = 1/2. 但 -2lnUi 具有 这 样 的 分 布 , 对 于 x > 0, 有 

P{-2InUi <z}= P{lnU > -2z/2}= P{U >e "2?}=1-e"/? 
另 一 方面 , 2xU2 为 (0,2r) 上 的 均匀 随机 变量 , 利用 它 可 生成 6. 如 果 令 
R=-2InU 6=2rp 


尼 可 以 看 成 (Xi1,X2) 到 原点 的 距离 的 平方 , 6 就 是 (Xi1, X2) 的 方位 角 . 由 XI = 
民 cos 8, Xo = Rsine, 我 们 得 到 
X1= V-2lnUicos(2xU2) Xe = V-2InU sin(2nU,) 

是 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 . 

例 7c 设 X 和 Y 为 相互 独立 的 荆 随 机 变量 , 其 参数 分 别 为 (a, 和) 和 (6B, 入 ), 计 
算 U=XX+Y 和 V=X/(X 十 了 ) 的 联合 分 布 . 

解 : X 和 Y 的 联合 密度 为 

Me *?(Az)®-1 Me (My)e-1 


fx,r (x,y) = ra FUD) 
A+8 入 
一 ~ 一 AXz+2a-l，6-1 
FE ry >0v>0 
令 gi(z,y) = 工 十 y,g2(z,y) = Zz/(z 十, 可 得 
和 -2 -1 dn__y 2 -7 
or Oy Or (z+ Oy (r+y) 
因此 | 
1 1 1 
J (x,y) = y -7Z |= ey 
(z+Y)? (r+? 


由 方程 组 4=z++y,v = z/(z 十 切 , 得 到 解 z = wy = wu(1 一 v). 利用 公式 (7.1), 


fuv (u, vy) 二 fxr [uv, ul1 一 vu 一 et 
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由 上 式 可 知 关 十 Y 与 X/(X +Y) 相互 独立 . XX 十 Y 具有 工分 布 , 参数 为 (a 十 
6B, 入 ). X/(X + 了) 具有 分布 ,参数 为 (a, AB)， 由 上 式 还 可 以 看 出 6 分 布 中 的 归 一 
化 因子 B(a, D) 为 

rT(o)T(B) 


Bl(a, DO) =/ vo -1(1 一 21 dv 一 Fe 于 四 


上 面 得 到 的 结果 很 有 意思 . 比如 , 假设 共有 n 十 m 项 工作 需要 完成 , 完成 每 项 工作 
所 需 的 时 间 服 从 指数 分 布 , 并 且 完 成 各 项 工作 所 需 时 间 是 相互 独立 的 . 现在 假定 将 
这 并 十 mm 项 工作 分 配给 两 人 去 完成 . 甲 完 成 其 中 n 件 , 乙 完成 余下 的 mm 件 . 甲乙 
两 人 所 花费 时 间 分 别 为 X,Y. X,Y 相互 独立 , 并 且 其 分 布 为 工分 布 , 参数 分 别 为 
(wwA) 和 (m, 入 ). 甲 所 花费 的 时 间 占 总 任务 时 间 ( 即 X +) 的 比例 具有 6 分 布 , 参 
数 为 (n,m). 国 


现在 设 Xi，… , X 的 联合 密度 已 经 给 出 , 我 们 希望 求 得 五 ，…. ,Y, 的 联合 密 
度 函 数 , 其 中 

Yi = 9g(X1,.… , Xn) Y2 = go(X1,.…. ,Xn) 机 到 三 9gn( Xi , Xn) 
其 解法 与 二 维 随机 变量 的 函数 的 密度 的 求法 类 似 . 我 们 假定 9; 具有 连续 偏 导数 并 
且 雅 可 比 行列 式 J(z1,… ,zn) 关 0 对 一 切 (z1,… ,zn) 成 立 , 其 中 


Oz1! O72» Drn 
J(zl ,Zn) = zl Oz2 Drzn 
Ogn Ogn Ogn 
Or pr ~ Orn 


进一步 , 我 们 假定 方程 组 
Yl 二 91(21， 机 , Tn) 


VY2 一 9g2(Z1 Zn) 


Yn = gn(Z1,.…: , Tn) 
具有 了 唯一 解 , 即 zi = 有 (yn), Zn 二 hn( 胡 )… ;yn)， 在 这 些 假定 之 下 ， 
Yi ,了 的 联合 密度 为 
fr ,Ya (V1 = ,Zn)| (7.3) 
其 中 zi = hi(yiy yn), = 1,2,..…,n. 305 
例 7d 设 Xi,Xo。 和 Xs 为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 令 瑟 = 名 十 人 十 
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X,Y2 二 XX1 一 2, 3 三 一 Xa3, 计算 到 ,到 ,23 的 联合 密度 . 
解 : 计算 Yi, Y2, Ys 相对 于 X11, Xo, Xs 的 雅 可 比 行列 式 ， 


1 1 1 
J=|1 -1 0|=3 
1 0 -1 


由 % 的 表达 式 可 解 得 

X1 = 5 十 了 十 芍 ) Xz= 5 一 222 十 玖 ) Xs= 3 + YY ~ 2Y) 
利用 (7.3) 式 可 得 
fri,Y,Y3 (1 Yy2, Y3) = 3 fx x ((y1+y2+ ys)/3, (yi — 2y2 + ys)/3, (on 十 内 一 2ys)/3) 


由 于 
1 3 » 
Poa (e112, 9) (V2n)3 exp{ i=1l 六 /2} 


可 得 ] 
fri,Y3,Y3 (V1, Y2, Yy3) = 3 Pt ~ (1, y2, y3)/2} 
其中 +yty\ /nn-2y+yN2 /y+ yo 2ya\? 
0 和 区 = (区 +) (一 区 十 四) (+ 2 
3 3 3 
1 2 2 2 
二 a 十 3 十 3 ~ 592Y3 站 


例 7e 令 X!,X2,:… ,XX 为 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 , 其 参数 为 \, 令 
下 一 XI 十 Xe 十 十 和 i=1,...,n 


306 (a) 找 出 六 ,… ，, 丈 的 联合 密度 函数 ，(b) 利用 (a) 的 结果 , 求 出 芭 的 密度 


函数 . 
解 (a) 变换 六 = XX, = XX 十 XX2，…， 记 = 和 十 十 入 的 雅 可 比 行列 
式 为 
1 0 0 0 
1 1 0 0 0 
J=|1 1 1 0 0 
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若 将 该 行列 式 展开 , 只 有 第 一 项 非 0, 因此 J = 1. 而 X1,… ,Xn 的 联合 密度 为 


n 
fx ,Xn (ZL “ , Tn) = [le 一 和 me 一 AZz1+… 二 2n) 0 < Qi < 00,% 一 1, "yn 


这 1 
将 方程 组 Y = XI1,… ,Ys = Xi 十 … 十 Xn 反 解 得 
Xi1= ,X22 = YY ,Xi= YY ,Xn= Yn — Yn 
最 后 利用 (7.3) 式 , 得 到 六 ,… ,Yi 的 联合 密度 函数 为 
fy ,Ys (V1 Y2,* ,Yn) 
= ji) 


一 和 exp { 一 My 十 yt 一 yi-1)| } 
i=2 


= Me 和 yn 0<Yy0 < Yt = 2 ,Nn 
= Xe 一 Xyn 0O<n<p < < yh 


(b) 为 求 Yi 的 边缘 密度 , 我 们 必须 对 联合 密度 中 的 其 他 变量 求 积分 . 现在 一 个 
变量 一 个 变量 地 求 积分 ， 
Vy2 
fy2,.… :Yn (yo, “ ,Yn) 二 / Are Nn dy = My2e Myr 0O<y <Yys < < 
0 
进一步 对 yz 求 积 分 , 得 
y3 
让] =/ My2e *Y" dyo 
0 
2 
= 入伍 er 0<yWa<yW< :< 加 


下 一 步 得 到 
3 
(0 ,Yn) = Ne 0O<y< < 
继续 下 去 , 最 后 得 到 
n—l 
fr (Yn) = A mr 可 en 0< 甸 


这 个 结果 与 例 3b 的 结果 是 一 致 的 , 即 Xi 十 .… 十 Xn 是 随机 变量 , 参数 为 (n, 入 ). 
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忆 {X 所 TiNi & T2, ,Rin < rn} = P{X1 & x1, X» < T2,°** ,Xn < zn} 
对 一 切 z1,… ,zn 成 立 . 换言之 , n 个 随机 变量 称 为 可 交换 的 , 如 果 它 们 的 联合 分 布 
与 这 些 随机 变量 的 次 序 无 关 . 

当 X1,… ,XX 为 离散 型 随机 变量 时 , 可 交换 条 件 可 写成 

P{Xi, = Z1, Xi = 22,° Xi = Tn} = P{X1 = 21, X2 一 2Z2 ,Xn = zn} 


对 一 切 排列 和 一 切 z1,… ,zn 成 立 . 它 与 下 列 陈述 是 等 价 的: 分 布 列 p(z1, 22,… ， 
zn) 二 P{Xi, = Z1 Xi = 72 ,Xi = 二 Zn} 是 变量 (z1,… ,zn) 的 对 称 函 数 , 或 者 
说 当 变 量 x1,… ,zn 的 次 序 变换 以 后 , 相应 的 概率 值 不 变 . 

例 8a 设 坛子 里 一 共有 nn 个 球 , 其 中 大 个 球 被 认为 是 特殊 的 球 . 现在 从 坛子 
中 一 个 一 个 地 无 放 回 地 随机 地 抽取 nn 个 球 . 记 

二 1 如 果 第 ;次 抽 到 一 个 特殊 的 球 
6 如 果 抽 到 的 是 其 他 的 球 

我 们 将 指出 Xi X2,… , X 是 可 交换 的 . 我 们 需要 证 明 p(z1,… ,zn) 是 (zx1,… ,zn) 
的 对 称 郴 数 ， 对 于 (Zz1, “ , Tn) ) ), 只 要 Di #* k, 就 必定 有 p(z1， “ , Tn) =0. 因此 ， 我 
们 只 需 对 (z1,… ,zn), i173i = 二 ,zi 等 于 0 或 1 证 明 p(x1,… ,zxn) 是 对 称 函数 即 
可 . 为 了 对 p(x1, 四 , Tn) 有 个 直观 的 了 解 ， 取 一 个 具体 的 向 量 (1, 1, 0， 1,0, | ,0， 1)， 
其 中 有 上 个 1,n 一 k 个 0. 


1 1 0, 1 0 0,1) = 了 一 一 一 一 一 一 一 一 一 .二 
pl1, ,0, ,0, , 0， ) = nn—-ln-2n—3 n-4 21 


这 个 公式 比较 直观 , 由 于 抽取 第 一 个 球 是 一 个 特殊 的 球 , 因此 , 第 一 个 球 是 特殊 球 的 
概率 为 k/n, 在 第 一 个 球 为 特殊 球 的 条 件 下 , 第 二 个 也 是 特殊 球 的 概率 为 (k 一 1)/ 
(n 一 了 ), 在 第 一 、 第 二 均 为 特殊 球 的 条 件 下 , 第 三 个 为 普通 球 的 概率 为 (n 一 k)/(n 一 2)， 
如 此 继续 下 去 , 把 这 些 条 件 概率 乘 起 来 就 得 到 p(1, 1,0, 1,0,.… ,0,1). 这 些 连 乘 的 分 
数 的 分 母 的 连 乘积 为 n(n - 1)…1, 其 原因 是 每 抽 到 一 个 球 , 坛子 里 的 球 就 少 一 个 . 
而 分 子 可 表示 为 两 部 分 的 乘积 , 一 部 分 为 有 . (k 一 1).…1, 另 一 部 分 为 (n 一) . (n 
一 k 一 1)…1, 这 样 我 们 得 到 
pz1. sz) = Ti=0,1,》 zi=k 
i=1 


nl! 


显然 , p(T1,… ,zn) 是 (Zz1,… ,zn) 的 对 称 函数 , 即 (Xi1,… , XX,) 是 可 交换 的 ， 旱 

注 : 现 介绍 另 一 种 计算 p(z1,… ,zn) 的 方法 . 将 n 个 球 编 上 号 , 不 妨 将 上 个 特 
殊 的 球 编号 为 1,2,… ,k, 将 n 一 上 个 普通 球 编号 为 十 1,… ,n. 将 球 一 个 一 个 地 
从 坛子 里 取出 来 , 等 价 于 将 这 些 球 排 成 一 个 队 2 …… ,i, 第 一 次 取出 的 是 记 , 第 二 
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次 取出 的 是 ?2, 等 等 , 显然 (和 ,in) 是 一 个 试验 结果 . 而 每 一 种 排列 (2 … ,in) 
的 可 能 性 都 是 相等 的 . 而 对 于 固定 的 (zi, 32,… ,zn), 事件 (21,… ,zn) 由 这 样 的 
一 些 试验 结果 (2 …… ,in) 组 成 , ( 订 ,… ,in) 中 1,2,… ,上 的 位 置 与 (z1,.… ,zn) 中 ， 
zi 二 1 所 占 的 位 置 相同 . 显然 事件 (x1,… ,zn) 中 , 含有 (位 ，… ,in) 这 样 的 试验 结 
困 数 为 k!(n 一 1, 这 样 

k!l(n—k)! 


pz Tn) = 国 


若 Xi1, XX2,… ,Xn 为 可 交换 的 , 很 容易 得 到 每 一 个 X; 具有 相同 的 分 布 . 例如 ， 
半 和 站 是 可 交换 的 离散 随机 变量 , 则 
P{X=z=> P{X=zY=y)=) PX=yY=72}= P{Y=7)} 
在 例 8a 中 , 第 ; 次 抽 得 的 球 为 特殊 球 的 概率 等 于 P{X; = 1} = P{ = 1} = Ek/n. 
直观 上 也 是 很 清楚 的 , 坛 中 的 nn 个 球 中 的 任意 一 个 球 在 第 i 次 被 抽 到 的 可 能 性 都 是 
一 样 的 , 因此 , P{X = 1} = k/n. 
例 8b 在 例 8a 中 令 页 表示 抽 到 的 第 一 个 特殊 球 所 需 的 抽 球 个 数 . 令 到 表 
示 抽 到 第 一 个 特殊 球 以 后 , 直到 抽 到 第 二 个 特殊 球 所 需要 的 附加 抽 球 的 次 数 , 一 般 
情况 下 , 令 3 表示 抽 到 i 一 1 个 特殊 球 以 后 , 直到 抽 到 第 i 个 特殊 球 所 需 附 加 抽 球 
次 数 ， ? 一 1,..: 天， 例如 ， 如 果 n=4,k 一 2, Xl 一 1, X2» = 0, Xs = 0, Xa 三 1, 则 此 时 ， 
下 =1, 坟 =3. 7,… ,了 与 XI1,… ,Xn 具有 如 下 关系 : 
Y= 41, Yo 二 12 二 读 耸 Xi 一 Xitio 一 “一 Xt = 1， 
其 他 的 
Ai 一 0 
由 上 式 结 合 例 8a 的 结论 可 知 
P{Yi =i,Y = i ,Y= i} = Er DE 


由 上 式 看 出 , 五 ，…， 浆 为 可 交换 的 . 现在 把 一 副 扑 克 牌 中 “A” 称 为 特殊 的 牌 , Yi 表 
示 一 副 洗 好 的 扑克 牌 中 一 张 一 张 地 发 牌 , 直到 第 一 张 “A” 出 现 为 止 所 发 的 牌 数 . 芒 
表示 第 一 张 “A” 以 后 直到 第 二 张 “A” 出 现 为 止 所 发 的 附加 牌 的 张 数 , 等 等 、 由 于 
7, 了 3, ,4 是 可 交换 的 , 因此 , 所 有 六 的 分 布 都 相同 . 入 

例 8c 下 面 的 模型 称 为 波 利 亚 侈 模型 . 设 有 一 个 侈 合 有 个 红 球 , m 个 蓝 球 . 
每 次 从 伪 中 随机 地 抽取 一 个 球 , 记 下 其 颜色 并 放 回 货 中 , 同时 还 往 舍 里 添加 一 个 同 
颜色 的 球 . 记 


十 十 i 二 


| 和 如果 第 7 次 抽 得 红 球 
0 如 果 第 7 次 抽 得 蓝 球 
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为 了 对 X; 有 一 直观 了 解 , 看 下 面 的 两 个 特殊 情况 
P{Xi1 = 1,X2 = 1,Xs=0,X4=1,Xs=0} 
ntmnitm+lintm+2ni+mi+3ni+mti+4 
加 n(nt+1)(n+2)m(m 十 1) 
+mm+timt+ln+i+m+2)n+i+m+3)n+m+4) 


P{X1 = 0,X2 = 1,X3=0,X4=1,Xs=1} 
nitmnimilintmiani+mi+3nimid 
加 n(nt+1)n+2)m(m+1) 
m+mn+mt+lnt+mt+2)n+m+d)n+i+m+4) 
一 般 情况 , 对 任意 zl za…… ,zh 其 中 7 个 1,k 一 + 个 0， 
P{X1 = x1,.… ,Xx = Zk} 
nm+t1) n+r mm+1):..(m+k—r—1) 
(n+m)' (n+m+t+k—m1) 
由 此 可 知 , 对 任意 已 随机 变量 Xi,… ,Xk 是 可 交换 的 . 
一 个 十 分 有 趣 的 结论 是 , 第 i 次 抽出 一 个 红 球 的 概率 是 与 第 一 次 抽取 的 一 个 红 
球 的 概率 是 相同 的 [等 于 n/(n 十 m)]. 我 们 可 以 这 样 直观 地 看 这 个 原来 不 很 直观 的 
问题 ， 设想 坛子 里 原来 一 共有 7 十 71 类 球 ， 红 1， 红 2 红 ny 蓝 1 蓝 mm: 
第 一 次 抽出 的 球 , 这 上 + m 类 球 被 抽 中 的 概率 是 一 样 的 . 由 于 这 十 mm 类 球 完全 
是 对 称 的 , 第 二 次 抽出 这 ?+ 和 m 类 中 的 任意 一 类 的 概率 是 相同 的 ( 放 回 去 的 另外 一 
个 球 的 类 别 与 抽出 来 的 类 别 被 认为 是 相同 的 ), 这 样 第 ; 次 抽出 是 红 球 的 可 能 性 为 
n/(n+m). 县 
最 后 一 个 是 关于 可 交换 连续 变量 的 例子 . 
例 8d 设 访 ,… ,Xn 为 相互 独立 的 (0,1) 均匀 随机 数 , 记 XX(),… ,X(n) 为 它 
们 的 次 序 统 计量 . 令 
Y=Xa) Y=Xo— Xo) i=2,.…,n 


指出 关 ,… ,Yi 为 可 交换 的 . 
解 : 考虑 n 维 空间 中 的 变换 


Yl = X12 = T2277T1, ,Yn = Tn ~ Tn 


其 反 变换 为 
三 寻 十 … 十 i i=1,.…,n 


不 难看 出 这 个 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 1, 因此 , 利用 (7.3) 式 , 访 ,… ,Ys 的 分 布 密 
度 为 


fri (V1 Yn) = fy 


此 处 了 是 X(),… ,X(n) 的 联合 密度 (而 不 是 Xi1,… , Xn 的 联合 密度 ), 因此 


fr (V1 Yn) = n! 0<n<h+t+y < n+ ty <1 
或 等 价 地 ， 
0 ,Yn) =n! 0O<%<1,1=1,..,n, 2 十 … 十 yn <1 


从 上 述 表 达 式 看 出 fy,,…,y,, 是 妇 ,… ,yn 的 对 称 函数 , 即 关 ,… ,YY, 为 可 交换 的 随 
机 变量 . 
小 结 
六 和 YY 的 联合 分 布防 数 定 义 如 下 : 
F(z,y) = P{X < x,Y < y)} 一 co < 2 < oo 
所 有 关于 X,Y 的 概率 都 可 以 由 已 得到, 为 了 求生 和 工 各 自 的 分 布 函数 , 利用 
Fx(7) = dm Fy) Fy(y)= lm Fz,y) 
若 XX 和 YY 均 为 离散 型 随机 变量 , 则 它们 的 联合 分 布 也 是 离散 的 , 其 联合 分 布 列 为 : 
p(s,j) = P{X=iY = 办) 
X,Y 的 各 自分 布 列 为 
P{X= 计 = > pj) PY= 诈 =》 pt 让 311 
了 
随机 变量 式 和 YY 称 为 联合 连续 的 , 如 果 存 在 一 个 二 元 函数 , 称 为 联合 密度 函 
数 f(z,y), 使 得 对 任意 二 维 集合 C， 
PCDec= f/ f(s aroy 
C 
从 上 式 可 知 


P{z<X<zrtdry <Y <yt+dy} s f(r,y) dr dy. 
若 X 和 TY 联合 连续 , 则 它们 各 自 都 为 连续 型 的 , 是 密度 函数 分 别 为 


to)=/ fondy Fr)= {rea 


随机 变量 X 和 了 称 为 独立 的 , 如 果 对 任意 集合 4 和 B, 有 
P{XeA,Y eB}=P{XeA}P{Y EB} 
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若 联 合 分 布 函数 (或 者 离散 情形 下 的 联合 分 布 列 , 或 者 连续 情形 下 的 联合 密度 ) 可 
以 分 解 为 两 个 因子 , 其 中 一 个 只 依赖 于 z, 另 一 个 只 依赖 于 包 则 和 和 了 独立 . 
一 般 情 况 下 , 随机 变量 六 ，… ,X, 称 为 相互 独 立 的 , 若 对 一 切实 数 集 4 ， 
An, 有 
P{Xi€ hi, ,An € An} = P{X1i € A1}:::P{X, € An} 
若 X 和 了 为 独立 连续 型 随机 变量 , 则 它们 的 和 的 分 布 函 数 可 以 通过 下 式 得 到 
Fxsy(ao)= 人 Fx(a -yfy(W) dy 


若 Xi,i = 1,… ,n 为 独立 正 态 随机 变量 , 参数 分 别 为 由 和 o2,i = 1,… ,n, 则 
Di_-1 Xi 也 为 正 态 分 布 随 机 变量 , 参数 为 ?1 和 D102. 
.车 Xi,i = 1,…,n 为 独立 泊 松 随机 变量 ， 参 数 分别 为 和 ,i = 1,… ,n, 则 
二 六 1 Xi 也 服从 泊 松 分 布 , 参数 为 ?1 入 
若 关 和 YY 为 离散 型 随机 变量 , 则 已 知 Y = 的 条 件 下 , X = z 的 条 件 分 布 列 
如 下 定义 : 


— 


p(T,y 
py (y) 
其 中 p(z,y) 为 X,Y 的 联合 分 布 列 . 若 X,Y 的 联合 连续 且 其 相应 的 联合 密度 为 f, 
则 ZX 在 给 定 Y =y 之 下 的 条 件 密度 函数 为 
_ f(x,y) 

fxlr (x|y) 一 户 (人 
设 XI,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 将 它们 进行 排序 以 后 得 到 Xn) < 
XGo) 挟 … XX(n) 称 为 X,… ,Xn 的 次 序 统计 量 . 设 这 些 随 机 变 景 是 连续 的 , 即 存 
在 密度 沙 数 f(zx;), 则 它们 的 次 序 统计 量 的 密度 函数 为 


jn 二 mL) frn) TIET2 S&Tn 


随机 变量 序列 X1,… ,Xi 称 为 可 交换 的 , 若 对 每 一 个 全 ,2,… ,n} 的 排列 详 ,… ,in， 
其 相应 的 Xi ，… , Xi, 的 联合 分 布 是 相同 的 . 


P{X = zlY =y} = 


习 是 


1， 掷 两 枚 均匀 骨 子 , 求 以 下 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 列 : 
(a) X 为 两 枚 角子 点 数 的 最 大 值 , Y 为 两 校 般 子 点 数 之 和 |; 
(b) X 为 第 一 枚 角 子 的 点 数 , 了 为 两 枚 仍 子 点 数 的 最 大 值 ; 
(c) 工 为 两 枚 般 子 点 数 的 最 小 值 , Y 为 两 枚 散 子 点 数 的 最 大 值 . 
2. 坛子 里 有 5 个 白 球 和 8 个 红 球 , 从 中 无 放 回 地 随机 取出 3 个 球 . 如 果 第 i 次 取出 的 球 
是 白色 的 , 令 Xi 等 于 1, 否则 等 于 0. 求 以 下 联合 分 布 列 : 
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(a) X1, X2. (b) X1, X2, Xs. 


. 在 习题 2 中 , 假设 白 球 标 有 数字 号 码 , 如 果 第 i 个 白 球 被 取出 , 那么 令 ¥ 等 于 1, 否则 


等 于 0. 求 以 下 联合 分 布 列 : 
(a) Y, Y2. (b) YY, Y2, Ys. 


4. 在 有 放 回 情形 下 重 做 习题 2. 


. 在 有 放 回 情形 下 重 做 习题 3(a). 


6. 已 知 5 个 元 件 里 有 2 个 是 失效 的 . 现 进行 检测 , 每 次 随机 地 从 未 检测 的 元 件 中 取出 一 


10. 


11. 


12. 


13， 


14., 


个 进行 检测 , 直到 失效 的 都 查 出 来 为 止 . 记 Ni 表示 第 一 个 失效 元 件 被 检测 出 时 的 检测 
次 数 , 记 Na 表示 其 后 直到 第 二 个 失效 元 件 被 检测 出 时 的 附加 检测 次 数 . 求 Ni 和 Na 
的 联合 分 布 列 . 


.考虑 一 列 独立 伯 努 利 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p. 令 Xi 表示 第 一 次 成 功 前 失败 的 次 数 ， 


令 X2 表示 前 两 次 成 功 之 间 失 败 的 次 数 , 求 Xi 和 Xz 的 联合 分 布 列 . 


. 设 X 和 了 的 联合 密度 函数 如 下 : 


f(z)=ey -re -yy 和 z 和 人 0<y<oo 


(a) 求 c 的 值 ， (b) 求 XX 和 YY 的 边缘 密度 ， (c) 求 EB[X]. 


. 设 X 和 YY 的 联合 密度 函数 为 : 


_ 61 > ， Ty 
f(z,Y) = (0+) 0<z<lL0<y<2 


(a) 证 明 上 式 确实 是 联合 密度 函数 ， (b) 求 X 的 密度 函数 ， (c) 求 P{X > 7}; 
(d) 求 Pp{Y > 3x < 让 (e) 求 BLX];，(f) 求 E[Y]. 
X 和 六 的 联合 密度 函数 如 下 ; 


f(z,Yy) = ee (*+Y) 0<xz<o00&Yy<o0 


求 (a) P{X <Y}. (b) P{X <a}. 
某 电 器 商店 店主 统计 在 进入 该 店 的 顾客 中 , 45% 的 顾客 会 购买 一 台 普 通电 视 机 , 15% 的 
顾客 会 购买 一 台 等 离子 电视 机 , 剩 下 40% 的 顾客 只 是 看 看 , 不 会 购买 . 如 果 某 天 有 5 名 
顾客 进入 该 店 , 问 该 店 将 要 卖 出 2 台 普 通电 视 机 和 1 台 等 离子 电视 机 的 概率 是 多 大 . 
某 个 小 时 内 , 进入 药店 的 人 数 为 参数 和 = 10 的 泊 松 随机 变量 , 求 在 该 小 时 内 已 有 10 个 
女士 进入 该 店 的 条 件 下 , 至 多 有 3 位 男士 进入 该 店 的 条 件 概 率 . 其 中 作 了 何 种 假设 ? 
某 男 和 某 女 约 好 下 午 12 点 半 在 某 个 地 点 见面 . 如 果 男 士 到 达 的 时 间 服 从 12 点 15 到 
12 点 45 之 间 的 均匀 分 布 , 而 女士 到 达 的 时 间 服 从 12 点 到 下 午 1 点 之 间 的 均匀 分 布 . 
且 两 者 的 到 达 时 间 相 互 独立 . 求 先 到 达 者 等 待 时 间 不 超过 5 分 钟 的 概率 . 又 该 男 先 到 
达 的 概率 是 多 大 ? 

- 辆 救护 车 沿 着 长 为 工 的 道路 来 回 匀速 行驶 , 假定 某 个 时 刻 事 故 发 生 的 地 点 服从 均匀 
分 布 即 , 事故 发 生地 点 与 道路 端点 的 距离 服从 (0, 工 ) 上 均匀 分 布 ]. 假设 事故 发 生 时 救 
护 车 的 地 点 也 是 服从 均匀 分 布 , 并 与 事故 发 生地 点 独立 , 那么 求救 护 车 与 事故 发 生 点 的 
距离 分 布 . 
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随机 向 量 (X,Y) 称 为 服从 平面 区 域 R 上 均匀 分 布 , 若 其 密度 函数 具有 下 列 形式 
c 如果 (z,y)eER 
f(z,y) = 
YY | 其 他 


(a) 证 明 1/c 等 于 区 域 R 的 面积 . 

假定 (X,Y) 在 边 长 为 2, 中 心 为 (0,0) 的 正方 形 区 域内 服从 均匀 分 布 . 

(b) 证 明 X 和 了 相互 独立 , 且 都 服从 (一 1,1) 上 均匀 分 布 . 

(c) 求 (X,Y 了 ) 位 于 以 原点 为 圆心 , 半径 为 1 的 圆 内 的 概率 , 也 即 , 求 P{X? +Y2 < 1} 
的 概率 . 


16. 在 一 个 圆周 上 随机 独立 地 取 m 个 点 , 求 它们 正好 
在 一 个 半圆 周 上 的 概率 (也 即 , 我 们 要 求 可 以 从 图 
心 画 一 根 直 线 , 这 些 点 恰好 都 在 这 条 直线 的 同一 
边 的 概率 ). 令 忆 ,…. , Pn 表示 这 n 个 点 , 令 4 表 
示 事 件 “ 所 有 的 点 恰好 位 于 某 个 半圆 上 ”, 令 4; 
表示 事件 “处 于 以 五 为 起 点 , 顺 时 针 方 向 的 一 个 


半圆 周 上 >”. 


(a) 将 事件 4 用 事件 4;,i = 1,… ,n 表示 出 来 ; 


(b) 4; 之 间 是 否 互 不 相 容 ? 
(c) 求 P(4). 
从 一 条 直线 上 上 随机 取 Xi, XX2, Xs 三 个 点 , 求 Xz 在 Xi 和 Xs 之 间 的 概率 . 
在 一 条 长 为 工 的 线段 的 中 点 两 边 分 别 随机 取 一 个 点 (也 即 两 个 点 X 和 YY 为 相互 独立 
随机 变量 , 且 X 在 (0, L/2) 上 均匀 分 布 , 而 了 在 (L/2, 站 上 均匀 分 布 ), 求 这 两 点 之 间 
距离 大 于 L/3 的 概率 . 
证 明 f(z,y) = 1/x,0 <y <z <1 为 一 联合 密度 函数 . 假设 为 X 和 了 的 联合 密度 
沙 数 , 求 
(a) Y 的 边缘 密度 ， (b) X 的 边缘 密度 ， (c) E[X]; (d) E[Y]. 
文 和 YY 的 联合 密度 函数 如 下 : 
lz 人 = { (z+%) 2 > 0,y>0 
0 其 他 
间 X 和 了 是否 独 立 ? 如 果 f(z,y) 由 下 式 给 出 呢 ? 
f(zy) = { 0O0<z<y0<y<1 
其 他 


必 
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f(z,Yy) = 
0 其 他 
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(a) 证 明 f(z,y) 为 一 联合 密度 函数 ; (b) 求 BE[X]; (c) 求 E[Y]. 
和 和 YY 的 联合 密度 函数 如 下 : 
f(z,y) = r+y 0O<z<10<y<l 
其 他 


(a) X 和 了 是 否 独立 ? (b) 求 X 的 密度 函数 ; (c) 求 P{X+Y < 二 
X 和 了 的 密度 函数 如 下 ; 


1l12zy(1— zx) 0<z<10<2<1 
f(z,Y) = 
0 其 他 


(a) X 和 YY 是 否 独 立 ? (b) 求 BIX]; (c) 求 E[Y]; 

(d) 求 Var[X]; (e) 求 Var[Y]. 

考虑 独立 重复 试验 , 每 次 结果 是 i 的 概率 为 pi, i = 0,1,.… ,k, 并 pi 一 1 令 和 表示 
结果 第 一 次 不 等 于 0 时 的 试验 次 数 , 令 X 表示 该 结果 . 

(a) 求 P{N=n},n>1; 

(b) 求 P{X =),j = 1… ,局 

(co) 证 明 PT{N =n,X= 站 = P{N =n}P{X = 兴 ); 

(d) 对 你 来 说 , 独立 于 X 是 不 是 很 直观 ? 

(e) 对 你 来 说 , X 独立 于 N 是 不 是 很 直观 ? 

假设 105 人 到 达 某 个 服务 站 的 时 间 为 独立 随机 变量 , 且 服 从 (0, 105) 上 均匀 分 布 (单位 ， 
小 时 ). 令 N 表示 在 第 一 个 小 时 内 到 达 的 人 数 . 求 P{N = 引 的 近似 值 . 

假设 4, B,C 为 独立 随机 变量 , 且 均 服从 (0, 1) 上 均匀 分 布 . 

(a) 求 4, B,C 的 联合 分 布 函数 . 

(b) 求 方程 Az? + Bz + C = 0 的 所 有 根 都 是 实数 的 概率 . 

如 果 X 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 , Y 服从 参数 为 和 = 1 的 指数 分 布 . 假设 X 和 了 独立 ， 
计算 如 下 随机 变量 的 分 布 : 

(a) Z=X+Y. (b) 2Z=X/Y. 

如 果 随 机 变量 Xi 和 X2 相互 独立 , 目 分 别 服从 参数 为 At 和 Xz 的 指数 分 布 . 求 2 = 
X11/X2 的 分 布 , 且 计 算 P{X1 < X2}. 

电流 7( 单 位 : 安培 )、 电阻 R( 单 位 : 欧姆 ) 和 功率 W (单位 : 瓦特 ) 之 间 有 以 下 关系 : W = 
12R. 假设 工 和 五 为 独立 随机 变量 , 密度 函数 分 别 为 


人 z) = 6z(1 ~ 7) Og<z<g1 


fr(z) = 27 Og<zrgl 


求 W 的 密度 函数 . 
某 杂 志 的 每 一 页 上 打印 错误 的 期 望 数值 为 0.2, 那么 一 篇 10 页 的 文章 有 
(a) 0 个， (b)2 个 或 以 上 . 
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的 错误 的 概率 分 别 是 多 大 ? 解释 理由 . 
全 球 范围 内 ,商业 航线 的 飞机 坠毁 事故 每 个 月 平均 有 2.2 起 , 求 以 下 事件 概率 ; 
(a) 下 个 月 内 超过 2 起 这 样 的 事故 ; 
(b) 下 两 个 月 内 超过 4 起 这 样 的 事故 ; 
(c) 下 三 个 月 内 超过 5 起 这 样 的 事故 . 
并 解释 理由 . 
某 个 餐馆 的 周 销售 额 为 一 正 态 随机 变量 , 均值 为 2200 元 , 标准 差 为 230 元 , 求 以 下 事件 
(a) 下 两 周 内 总 销售 额 超过 5000 元 . 
(b) 下 三 周 内 至 少 有 2 周 的 周 销售 人 额 超过 2000 元 . 
你 做 了 何 种 独立 性 假设 ? 
吉尔 的 保龄球 得 分 近似 服从 均值 为 170, 标准 差 为 20 的 正 态 分 布 , 而 杰克 的 得 分 近似 
服从 均值 为 160, 标准 差 为 15 的 正 态 分 布 . 如 果 杰 克 和 吉尔 每 人 玩 一 局 , 并 假设 他 们 的 
得 分 为 独立 正 态 随机 变量 , 求 以 下 事件 的 近似 概率 ， 
(a) 杰克 得 分 高 一 些 . 
(b) 他 们 两 人 的 总 得 分 超过 350. 
根据 美国 国家 健康 统计 中 心 数据 , 25.2% 的 男性 和 23.6% 的 女性 从 来 不 吃 早餐 , 随机 选 
择 200 个 男士 和 200 个 女士 的 样本 , 求 以 下 事件 概率 的 近似 值 : 
(a) 该 400 人 中 至 少 有 110 人 从 不 吃 早餐 . 
(b) 不 吃 早餐 的 女性 数 不 小 于 不 吃 早餐 的 男性 数 . 
在 习题 2 中 , 求 以 下 条 件 下 的 Xi 的 条 件 分 布 列 : 
(a) X=1. (b) X2=0. 
在 习题 4 中, 求 以 下 条 件 下 的 Xi 的 条 件 分 布 列 : 
(a) X=1. (b) X2=0. 
在 习题 3 中 , 求 以 下 条 件 下 的 六 的 条 件 分 布 列 : 
(a) B=1. (b)%=0. 
在 习题 5 中 , 求 以 下 条 件 下 的 五 的 条 件 分 布 列 ; 
(a) WW=1. (b)%=0. 
从 数 集 {1,2,3,4,5} 中 随机 选 一 个 数 X, 再 从 集合 {1,2,…, 好 中 随机 取 第 二 个 数 , 记 
为 Y. 
(a) 求生 和 Y 的 联合 分 布 列 ; 
(b) 在 Y =:i 的 条 件 下 求 XX 的 条 件 分 布 列 , i = 1,2, 3, 4,5; 
(c) 和 和 节 是 否 独立 ? 为 什么 ? 
搓 两 枚 骨 子 , 令 X 和 了 分 别 表示 最 大 点 数 和 最 小 点 数 , 求 已 知 X = i 的 条 件 下 YY 的 
条 件 分 布 列 , i = 1,2,… ,6. 三 和 YY 是 否 独立 ? 为 什么 ? 
和 和 了 的 联合 分 布 列 如 下 : 
1 


PWD= PlD=3 p21)=3 pz22) = 
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(a) 已 知 Y ==1i 的 条 件 下 求 X 的 条 件 分 布 列 , i = 1,2. 
(b) XX 和 YY 是 否 独立 ? 
(c) 求 P{XY < 3}, P{X +Y >2},P{X/Y > 1}. 
天 和 了 联合 密度 函数 如 下 ， 
f(z,Y) = re “Yt >0,y>0 


(a) 求 给 定 Y =y 的 条 件 下 X 的 条 件 密度 , 以 及 给 定 X = z 的 条 件 下 Y 的 条 件 密度 ， 
(b) 求 2 = XY 的 密度 函数 . 
X 和 YY 的 联合 密度 如 下 : 


f(z,y) =c(r ~ ye ™ OgT<0,—TEYEL 


求 给 定 XX =z 的 条 件 下 YY 的 条 件 分 布 . 
某 保险 公司 假设 每 个 人 都 有 一 个 事故 参数 ,而 且 事 故 参数 为 的 人 每 年 发 生 事故 的 次 
数 服从 泊 松 分 布 , 均值 为 和 . 他 们 还 假设 一 个 新 投保 的 人 的 参数 值 为 下 随机 变量 , T 随 
机 变量 的 分 布 参数 为 (s, aq). 如 果 新 投保 的 人 在 第 一 年 内 发 生 了 n 次 事故 , 求 出 他 的 事 
故 参 数 的 条 件 密度 , 并 求 他 在 下 “年 发 生 事故 数 的 期 望 值 . 
如 果 XX1,X2, Xs 为 独立 随机 变量 , 且 都 服从 (0, 1) 上 均匀 分 布 , 求 三 者 中 最 大 数 大 于 其 
他 两 数 之 和 的 概率 . 
一 台 复 杂 的 机 器 只 要 其 5 个 发 动机 里 至 少 有 3 个 正常 工作 , 这 台 机 器 就 正常 工作 . 如 
果 任 何 一 个 发 动机 正常 工作 的 时 间 为 一 随机 变量 , 其 密度 函数 为 f(z) = ze-*,x > 0. 
计算 这 台 机 器 正常 工作 时 间 的 密度 函数 . 
设 3 辆 卡车 抛锚 的 地 点 随机 地 , 独立 地 分 布 在 长 为 工 的 公路 上 . 试 求 任意 2 辆 卡车 的 
抛锚 地 点 的 距离 均 大 于 a 的 概率 , 其 中 d < 二 /2. 
从 (0, 1) 上 均匀 分 布 中 随机 抽取 5 个 样本 值 , 计算 其 中 位 数落 在 区 间 (1/4, 3/4) 内 的 概 
率 . 
设 X1,X2,X3,X4, Xs 独立 同 分 布 , 且 服 从 参数 为 入 的 指数 分 布 . 求 
(a) P{min(X1, X2,..., Xs) < a}. (b) Pfmax( Xz,..., Xs) & a}. 
从 密度 函数 为 f(z) = 2z,0 < z < 1 的 分 布 中 , 取 容 量 为 2 的 样本 , 试 求 出 此 样本 的 极 
差 的 分 布 . 
在 以 原点 为 圆心 , 半径 为 1 的 圆 内 随机 取 一 点 , 令 X 和 YY 分 别 表 示 该 点 的 两 个 坐标 ， 
也 即 其 联合 密度 为 
f(z,Y) = z T+y Sl 

求 极 坐标 R= (X2 +Y2)272 和 日 = arctan(Y/X) 的 联合 密度 函数 . 
设 基 和 了 独立 , 且 均 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 . 求 R= VX 二 YY 和 8 = arctan(Y/X) 
的 联合 密度 函数 . 
如 果 UU 服从 (0, 2r) 上 均匀 分 布 , 而 Z 与 U 独立 , 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 , 直接 证 明 
(不 用 例 7b 的 结果 ) 如 下 定义 的 和 YY 

X=V2ZcosU Y=ViZsinU 


为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 . 
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X 和 了 联合 密度 函数 为 
1 


za Zz 之 1,y 之 1 


f(x,y) 一 


(a) 求 U=XY 和 站 =X/Y 的 联合 密度 函数 . (b) 求 它们 的 边缘 密度 . 

设 X 和 YY 独立 同 分 布 , 其 公共 分 布 为 (0, 1) 上 均匀 分 布 , 求 以 下 随机 变量 的 联合 密度 : 

(a) U=X+YV=X/Y; (DU=XV=X/Y; (0U=X+YV=X/(X+Y). 
在 饼 ,Y 为 独立 指数 分 布 情形 下 重 做 习题 55, 且 指 数 分 布 参数 为 1. 

设 XI 和 Xz 独立 , 上 且 均 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 , 求 六 = Xi 二 Xz 和 二 = exXi 的 联 
合 密度 函数 ， 

设 X,Y,2 独立 同 分 布 , 分 布 密度 为 f(z) = ez,0 < z < o0, 推 导 U=XX+YV= 
半 十 2,W = 二 Y 十 2 的 联合 分 布 . 

在 例 8b 中 令 Y41 二 nn 十 1 一 部 和 ,证明 六,… ,区 Yor 可 交换 . 

提示 ; 令 2Z; = 一 1,1= 1,… ,kk 十 1. 2 表示 取 到 第 i--1 个 特殊 球 与 取 到 第 i 个 特 
殊 球 之 间 取 到 普通 球 的 个 数 , i = 1,.… , k，Zk+1 表示 取 到 第 上 个 特殊 球 以 后 剩 下 的 普 
通 球 的 个 数 . 取 球 的 次 序 , 刚好 是 将 ”个 球 随 机 地 排 成 一 列 , 而 Zi 刚好 是 那些 特殊 球 
之 间 普 通 球 的 个 数 . 然后 证 明 2i,i = 1,… ,十 1 的 分 布 是 可 交换 的 . 

坛子 里 有 ” 个 球 , 标 有 号 码 1,… ,n. 假设 从 中 随机 取出 个, 令 X; = 1, 如 果 标 有 数 
字 i 的 球 被 取出 , 否则 等 于 0. 证 明 Xi ,Xn 可 交换 . 


理论 习题 


， 验 证 (1.2) 式 . 
假设 给 定时 间 周 期 内 事件 发 生 的 个 数 为 参数 和 的 泊 松 分 布 随机 变量 . 事件 一 共 分 为 m 


类 , 每 个 事件 属于 第 ;类 的 概率 为 pi,i = 1,… ,mw 二 Pi = 1. 并 且 每 一 事件 的 分 类 不 依 
赖 于 其 他 事件 的 分 类 . 证 明 发 生 的 类 型 为 i 的 事件 数 (i = 1,… ,n) 为 独立 泊 松 随机 变 
量 , 参数 分 别 为 Api,i = 1,… ,n. 


给 出 方法 利用 蒲 丰 投 针 问 题 来 估算 值 . 令 人 惊异 的 是 , 这 曾经 一 度 是 估算 7 值 的 常用 


方法 . 


， 当 工 > DD 时 求解 清 丰 投 针 间 题 . 


解答 : 号 (1 一 sinb) 十 20/r, 其 中 9 满足 cosb = D/L. 


. 如果 忒 和 了 为 独立 连续 正 随机 变量 , 求 以 下 随机 变 基 的 密度 函数 (假定 X,Y 的 密度 


函数 已 知 ): 
(a) Z=X/Y. (bj 2 = XY. 
并 在 X 和 了 都 是 指数 随机 变量 的 特殊 情形 下 求 出 以 上 的 密度 函数 . 


， 当 Xi 二 1,.… ,n 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 分 布 为 几何 分 布 . 用 归纳 法 证 明 Xi 十 ,… 十 


Xn 服从 负 二 项 分 布 . 另外 , 不 用 任何 计算 给 出 另 一 个 证 明 . 


(a) 如 果 X 服从 参数 为 (i, 入 ) 的 工分 布 , 求 eX 的 分 布 函数 (c > 0); 
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(b) 证 明 去 X38 服从 参数 为 (n, A) 的 工分 布 , 其 中 为 正 整数 , x2. 为 2 维 的 x 分 
布 随机 变量 . 


. 令 针 和 了 为 相互 独立 连续 随机 变量 , 危险 率 函 数 分 别 为 和 x(t) 和 Ar 从 . 令 W = 


min(X,Y). 
(a) 假定 X,Y 的 分 布 函数 已 知 , 求 W 的 分 布 函数 ; 
(b) 证 明 WW 的 危险 率 函数 和 w(t) 由 下 式 给 出 
Mw(t) = Mx(t) + Ar(t). 


: 令 和 R,… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 分 布 为 参数 和 的 指数 分 布 . 求 min(X1,…. ,XX，) 


的 分 布 函数 . 

电池 的 寿命 为 独立 指数 分 布 随机 变量 , 参数 都 为 ^. 某 个 手电 简 工 作 需 要 2 节 电 池 , 如 
果 某 人 有 一 个 手电 简 , 和 n 节 电 池 , 那么 该 手电 简 能 工作 的 总 时 间 的 分 布 是 什么 ? 

令 XX，X2,X3,X4, Xs 为 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 其 公共 分 布 函数 和 密度 函数 分 别 为 


和 f. 令 
T= P{X1 < X2 < Xs < Xs < Xs} 


(a) 证 明了 与 下 无 关 ; 
提示 : 将 工 写 成 5 维 积分 , 且 作 变 量 替换 ， ui = F(zi),i = 1,.… ,5. 
(b) 求 的 值 。 (c) 给 出 (b) 的 答案 的 直观 解释 . 
证 明 联合 连续 (离散 ) 型 随机 变量 X1,… , Xn 相互 独立 当 且 仅 当 其 联合 密度 函数 (分 
布 列 )f(z1,… ,zn) 可 以 写成 


zl …，,zn) = Is Zi) 


其 中 gi(z),i = 1,… ,n 为 非 负 函数 . 
在 例 5d: 中 , 试验 成 功 的 概率 被 看 成 随机 变量 . 在 该 例 中 , 我 们 计算 了 在 ”上 mm 次 试验 
中 有 n 次 成 功 的 条 件 下 , 试验 成 功 概率 的 条 件 密度 . 如 果 我 们 指明 了 哪 ”次 试验 成 功 ， 
相应 的 条 件 密 度 会 不 会 改变 ? 
假设 X 和 了 为 独立 同 分 布 几何 随机 变量 , 参数 为 p. 
(a) 不 用 任何 计算 , 你 认为 以 下 的 值 是 多 少 ? 

P{X=iX+Y =n} 


提示 , 假设 连续 搓 一 枚 硬币 , 正面 朝 上 的 概率 为 p. 如 果 第 二 次 正面 朝 上 发 生 在 第 
次 投掷， 那么 第 一 次 正面 朝 上 的 时 刻 的 分 布 列 是 什么 ? 
(b) 验证 (a) 的 猜测 . 
如 果 并 和 Y 为 独立 同 分 布 二 项 随机 变量 ， 参 数 为 (mp)， 用 分 析 的 方法 证 明 ;, 给 定 
XX+Y = m 的 条 件 下 XX 的 条 件 分 布 为 超 几 何 分 布 . 另外 , 不 用 任何 计算 给 出 此 结果 的 
男 一 种 解释 . 
提示 , 考虑 搓 2n 枚 硬币 , 令 X 表示 前 ”个 硬币 出 现 正面 朝 上 的 枚 数 , Y 表示 后 n 村 
硬币 出 现 的 正面 数 . 说 明 在 给 定 有 m 次 正面 朝 上 的 情况 下 , 前 ” 枚 硬币 出 现 的 正面 数 
与 从 n 个 白 球 ”个 黑 球 里 随机 抽取 m 个 球 , 其 中 的 白 球 数 是 同 分 布 的 . 


1. 原文 写成 了 例 5c, 有 误 . 一 译 者 注 
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考虑 Xi,i = 1,2,3 为 独立 泊 松 随机 变量 , 参数 分 别 为 ,i = 1,2,3. 令 针 = Xl 十 X2 
且 Y = X2 + Xs, 随机 向 量 (X,Y) 称 为 服从 二 元 泊 松 分 布 , 求 其 联合 分 布 列 , 也 即 , 求 
P{X =n,Y = m}. 

令 入 ,Xz, Xs 为 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 计算 

(a) P{X1 > 和 | > Xa}; (b) P{X1 > XzlX1 < Xa}; 

(c) P{X > X2lX2 > Xs}; (d) P{X1 > Xo|X2 < Xs}. 

令 U 表示 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 计算 下 列 条 件 下 的 5 的 条 件 分 布 

(al U>a; (b}U<a. 

其 中 0<a<l. 

假设 给 定 某 天 内 , 空气 中 的 水 分 含量 W 为 参数 (t, 8) 的 工 随机 变量 , 也 即 , 其 密度 为 
f(w) = pe-A*(Bw)*"1/T(t),w > 0. 给 定 W = w, 假定 当天 内 事故 发 生 次 数 N 服从 参 
数 为 w 的 泊 松 分 布 . 证 明 给 定 N = n 的 条 件 下 , W 的 条 件 分 布 为 参数 (i 十 n, B+) 
的 工分 布 . 

令 W 为 参数 (i, 8) 的 工 随 机 变量 , 并 假设 在 W = w 的 条 件 下 , Xi1,X2,… ,Xn 为 独立 
指数 型 随机 变量 , 参数 为 w. 证 明 , 给 定 Xi = zh Xz = za ,Xn = zn 条 件 下 , W 的 
条 件 分 布 为 分布, 参数 为 (t+n,B + 本 iz). 
mn 个 数 的 矩阵 排 成 了 nn 行 , 每 行 m 列 , 如 果 有 一 个 数 , 既是 该 行 的 最 小 值 , 又 是 该 列 
的 最 大 值 , 那么 就 称 它 为 鞍点 ( saddlepoint). 比如 , 在 以 下 的 方 阵 中 


1 3 2 
0 -2 6 
0.5 12 3 


第 1 行 第 1 列 里 的 1 便 是 一 个 欧 点 ， 鞍 点 的 存在 性 在 博弈 论 里 是 一 个 很 重要 的 问 
题 . 考虑 一 个 如 上 所 述 的 关于 数 的 矩阵 , 并 假设 有 两 个 人 A 和 B 进行 如 下 游戏 : A 从 
1,2,… ,n 中 抽取 一 数 ，B 从 1,2,… ,m 中 抽取 一 数 . 并 规定 它们 同时 宣布 自己 的 先 
择 , 如 果 A 抽 到 了 i 而 B 抽 到 了 j, 那么 B 将 付 给 A 的 钱 数 为 该 数 阵 里 的 第 i 行 第 j 
列 的 数 . 假设 该 阵 有 一 个 鞍点 , 不 妨 假设 为 第 7 行 第 上 列 , 该 数 为 zrk. 这 样 , 如 果 A 抽 
取 了 ~, 那么 他 可 保证 至 少 赢得 zrx( 因 为 zk 为 第 > 行 里 的 最 小 数 , 如 果 他 选择 其 他 行 
就 不 能 保证 至 少 赢得 rre.), 另 一 方面 , 如 果 B 抽取 了 及 那么 他 可 保证 至 多 输 掉 zvx( 因 
为 re 为 k 列 中 的 最 大 数 , 如 果 B 选择 其 他 列 , 他 输 的 钱 可 能 更 多 .). 由 于 A 有 方法 
可 以 保证 他 至 少 赢得 rrw, 而 B 有 方法 可 保证 他 至 多 输 掉 zh, 因此 , 该 策略 对 两 人 来 
说 是 最 佳 的 . 

如 果 该 矩阵 里 的 nm 个 数 是 从 任意 一 个 连续 分 布 里 独立 抽取 的 , 那么 该 阵 具有 葡 
点 的 概率 是 多 大 ? 
如 果 X 服从 指数 分 布 , 参数 为 X 计算 P{[X] = n,X - [X] < x}, 其 中 记号 [2] 定义 为 
不 超过 z 的 最 大 整数 .你 能 推导 出 [X] 同 X - [X] 是 独立 的 吗 ? 
假设 F(z) 为 一 分 布 函数 , 证 明 当 mn 为 整数 时 , 以 下 都 是 分 布 函数 ， 
(a) F(z). (b) 1- [1 F(z)". 
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提示 : 令 Xi,… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 其 分 布 函 数 为 FF. 用 X; 来 定义 随机 变 
量 Y 和 2, 以 满足 P{Y < xz}=F"(zx), 且 P{2 < 2}=1- [1 F(z)". 
证 明 :; 如 果 n 个 人 随机 分 布 在 长 度 为 工 英里 的 路 上 , 那么 两 两 之 间 的 最 小 距离 大 于 D 
英里 的 概率 为 [1 一 (m 一 1)D/D", 其 中 DgL/m 一 1). 如 果 D> 工 /tm 一 1) 呢 ? 
通过 对 公式 (6.4) 求 微分 , 建立 公式 (6.2). 
证 明 : 取 自 (0,1) 均匀 分 布 的 2n 十 1 个 相互 独立 的 、 样 本 的 中 位 数 服从 8 分 布 , 参数 
为 (m+ 1,ni+1). 
验证 公式 (6.6) 是 Xe 和 Xj) 的 联合 密度 . 
求 密度 函数 为 了 的 连续 分 布 的 n 个 样本 的 极 差 的 密度 . 
令 XX(1) < XX(2) 所 … 世 Xn) 为 n 个 相互 独立 的 (0,1) 上 均匀 随机 变量 的 次 序 统计 量 . 
证 明 , 对 1< kgn+1, 有 

P{X(w) 一 Xe-D > t= (1-t)" 


其 中 X(0) 三 0, Xnt1) 三 11. 
令 X1,… ,Xn 为 一 列 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 分 布 函数 为 F. 又 令 XG),i = 1,.… ,n 
表示 相应 的 次 序 统计 量 , 如 果 X 独立 于 Xi,i 一 1,… ,mn, 并 且 也 具有 分 布 FP. 计算 
(a) P{X > Xn}; (b) P{X > 天 (上 (c) P{XO) <X< Xn},1 <i<I&n. 
令 XX，,… ,Xn 为 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 分 布 函数 为 ,密度 函数 为 1. 随机 变量 
M = [Xa) 十 X(n)]/2 定义 为 其 最 大 值 和 最 小 值 的 平均 值 , 称 为 中 程 . 证 明 它 的 分 布 函 
数 为 
Fu(m) =n / [Pl2m -zj) — F(z)]" -1 f(z) dz 

令 六 ,Xn 为 (0, 1) 上 独立 均匀 随机 变量 . 令 R = Xe 一 X(1) 表示 极 差 ，M = 
[Xn) 十 XX()]/2 表示 中 程 , 计算 RR 和 MM 的 联合 密度 . 
令 拓 和 工 为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 计算 以 下 随机 变量 的 联合 密度 : 

U=X V= 了 


然后 利用 此 结果 证 明 X/Y 具有 柯 西 分 布 . 


自 检 习题 


， 掷 一 枚 非 均匀 仍 子 , 每 个 奇数 面 1, 3, 5 朝 上 的 概率 为 C, 每 个 侦 数 面 朝 上 的 概率 为 2C. 


(a) 求 C 的 值 
(b) 投掷 这 枚 身子, 令 
< 结果 为 偶数 。 ” ， | 1 结果 大 于 3 
0 其 他 0 其 他 


求 XX 和 YY 的 联合 分 布 列 . 
现在 假设 独立 投掷 12 次 山子 . 


1. 原文 误 写成 Xon+1) 三 t. 一 一 译 者 注 


322 


323 


250 


心 


© 


~ 了 


0 
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(c) 求 6 个 面 中 的 每 一 面 正好 出 现 2 次 的 概率 . 

(d) 求 其 中 点 数 为 1 或 2 的 有 4 次 ,点数 为 3 或 4 的 有 4 次 ,点 数 为 5 或 6 的 有 4 次 的 概 
率 . 

(e) 求 至 少 有 8 次 点 数 为 偶数 的 概率 . 


. 随机 变量 X,Y, 2 的 联合 分 布 列 如 下 : 


1 
p(1,2,3) = p(2, 1, 1) = p(2, 2, 1) = p(2, 3, 2) 二 4 


求 (a) E[XY2Z]. (b)E[XY + XZ+Y2). 


. 六 和 YY 的 联合 密度 如 下 


f(T,Yy) =C(Yy— zr)eY yy<T<Yy0<y<o% 


(a) 求 C; (b) 求 区 的 密度 函数 ; (c) 求 Y 的 密度 函数 ， 
(d) 求 EIX]; (e) 求 E[Y]. 


: 设 多 ,Y,2 为 独立 随机 变量 , 每 个 都 等 可 能 地 取 值 1 或 2, 求 以 下 随机 变量 的 概率 分 布 


列 ， 
(a) XYZ; (b) XY + XZ+Y2; (c) X22+YZ. 


. 设 X 和 YY 为 连续 型 随机 变量 , 其 联合 密度 为 


二 十 cg 0<Z<l1<y<5 
5 
f(x,Y) = 


0 其 他 


其 中 e 为 一 常数 . 
(a) c 的 值 是 多 少 ? (b) X 和 YY 是 否 独 立 ? (c) 求 P{X+Y > 3}. 


. X 和 了 的 联合 密度 为 


0 ”其 他 


(a) X 和 了 是 否 独 立 ? ”(b) 求 X 的 密度 函数 ; (c) 求 Y 的 密度 函数 ; 
(d) 求 联 合 分 布 函 数 ;， (e) 求 E[Y]; (f) 求 P{X+Y < 二， 


Ty 0O0<z<1,0<y<2 
me 


,假设 有 2 个 元 件 和 3 种 撞击 , 其 中 第 一 种 撞击 将 引起 第 一 个 元 件 失 效 , 第 二 种 擅 击 引 


起 元 件 2 失效 , 第 三 种 擅 击 将 导致 两 个 元 件 都 失效 . 等 待 三 种 撞击 的 时 间 为 独立 指数 
随机 变量 , 参数 分 别 为 和 1, 和 2 和 Xs. 令 Xi 表示 元 件 i == 1,2 失效 的 时 刻 , 随机 变量 
Xi, Xz 称 为 服从 联合 二 元 指数 分 布 . 计算 P{X1 > s, Xz > 如. 


.假设 一 分 类 广告 册 有 m 页 , 其 中 mm 充分 大 . 假设 每 页 的 广告 数量 是 个 变量 , 而 且 你 要 


知道 某 页 上 有 多 少 广告 唯一 的 方法 就 是 直接 数 . 还 有 , 假设 页 数 足 够 多 , 你 无 法 直接 数 
出 到 底 有 多 少 广告 . 你 的 目标 是 想 随机 选择 一 个 广告 以 使 得 任何 一 个 广告 被 选中 的 可 
能 性 是 一 样 的 . 


二 
(a) 随机 挑选 一 页 , 然后 随机 从 中 选择 一 个 广告 . 这 样 是 否 达到 了 你 的 目标 ? 为 什么 ? 
令 n(i) 表示 第 i 页 上 的 广告 数 i= 1,… ,m. 尽管 这 些 数 n(i) 是 未 知 的 , 但 我 们 仍 
假定 它们 都 小 于 或 等 于 某 个 给 定 的 值 n. 考虑 如 下 选择 广告 的 法 则 : 
第 1 步 随机 选择 一 页 , 假设 页 数 为 X, 直接 数 出 该 页 上 的 广告 数 以 得 到 n(X); 
第 2 步 ” 以 概率 n(X)/n 接受 第 X 页 , 如 果 X 页 已 经 接受 , 继续 第 3 步 , 否则 回 
到 第 1 步 ; 
第 3 步 在 第 X 页 上 随机 选择 一 个 广告 . 
每 经 过 “第 1 步 ” 一 次 称 为 一 次 循环 . 比如 , 第 1 步 随机 选择 的 页 码 拒绝 了 , 而 第 
二 次 选择 的 页 公 接 受 了 , 那么 我 们 需要 两 次 循环 才能 得 到 一 个 广告 . 
(b) 一 次 循环 就 能 得 到 第 i 页 上 广告 的 概率 是 多 大 ? 
(c) 一 次 循环 就 能 得 到 广告 的 概率 是 多 大 ? 
(d) 通过 次 循环 才 选 中 了 第 i 页 上 的 第 j 个 广告 的 概率 是 多 大 ? 
(e) 通过 法 则 , 最 后 得 到 第 i 页 上 的 第 j 个 广告 的 概率 是 多 大 ? 
(f) 通过 法 则 , 循环 的 次 数 的 期 望 值 是 多 大 ? 
9. 在 自 检 习题 8 中 的 “随机 ”部 分 可 通过 (0,1) 均匀 随机 变量 实现 . 
第 1 步 产生 一 (0, 1) 均匀 随机 数 D, 令 X= [mU] 十 1, 找到 页 上 的 广告 数 n(X). 
(其 中 [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 或 z 的 整数 部 分 .) 
(a) 解释 为 什么 上 述 算法 实现 了 自 检 习 题 8 中 的 第 1 步 ? 
提示 : X 的 分 布 列 是 什么 ? 
(b) 写 出 实现 自 检 习 题 8 中 其 余 各 步 的 算法 . 
10. 令 X1,X2,… ,Xn 为 一 列 (0, 1) 上 独立 均匀 随机 变量 , 对 于 一 个 给 定常 数 c, 定义 如 下 
随机 变量 : N = min{n : Xn > c}, 和 N 是 否 独立 于 Xn? 也 即 , 如 果 知 道 第 一 个 随机 变量 
的 值 大 于 c, 是 否 影响 这 个 随机 变量 发 生 时 刻 的 概率 分 布 ? 给 出 您 的 答案 的 直观 解释 . |324 
右 图 中 的 镖 靶 是 个 边 长 为 6 的 正方 形 . 中 间 有 三 个 
半径 分 别 为 1, 2, 3 的 同心 圆圈 . 如 果 镖 落 入 半径 为 
1 的 圆 内 , 那么 得 分 为 30. 如 果 落 入 半径 为 1 的 圆 
外 , 但 是 落 入 半径 为 2 的 圆 内 , 得 分 20. 如 果 落 入 
半径 为 2 的 圆 外 , 但 是 落 入 半径 为 3 的 圆 内 , 得 分 
为 10. 其 他 情况 得 分 为 0. 假设 你 每 次 搓 镖 与 前 面 
的 结果 都 是 独立 的 , 落 点 均匀 分 布 在 该 正方 形 内 , 求 
以 下 事件 概率 : 
(a) 一 次 投 镖 得 分 20; (b) 一 次 投 镖 得 分 至 少 为 20; 
(c) 一 次 投 镖 得 分 为 0，(d) 一 次 掷 镖 的 期 望 得 分 值 ; (e) 两 次 掷 镖 每 次 得 分 至 少 
为 10;，(f) 两 次 掷 镖 后 总 得 分 为 30. 
12. NBA 篮球 赛 中 有 这 样 的 规律 : 两 支 实力 相当 的 球 队 比赛 的 时 候 , 每 节 主队 得 分 与 客队 
得 分 之 差 为 正 态 随机 变量 , 均值 为 1.5, 方差 为 6. 并 且 , 假设 4 节 的 比分 差 是 相互 独立 
的 . 
(a) 主队 胜 的 概率 为 多 大 ? 
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(b) 在 前 半 场 主队 落后 5 分 的 情况 下 , 主队 得 胜 的 概率 为 多 大 ? 

(c) 在 第 一 节 主 队 赢 5 分 的 情况 下 , 主队 得 胜 的 概率 为 多 大 ? 

令 NN 为 几何 随机 变量 , 参数 为 p. 假设 已 知 N = n 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 为 参数 为 
(mn, 入) 的 工分 布 . 求 已 知 刁 =z 的 条 件 下 N 的 条 件 分 布 列 . 

令 针 和 YY 为 (0,1) 上 相互 独立 的 均匀 随机 变量 . 

(a) 求 U=X,V 二 XX 十 Y 的 联合 密度 . (b) 利用 (a) 得 到 的 结果 求 Y 的 密度 函数 . 
你 和 其 他 三 个 人 正 参 与 一 个 项 目的 竞拍 , 竞价 高 者 获胜 . 如 果 你 中 标 , 便 计划 立即 将 此 
项 目 转 售 , 售 价 为 10 000 美元 . 如 果 你 认为 其 他 人 的 竞价 是 独立 的 , 且 在 7000 到 11 000 
美元 之 间 均 匀 分 布 ,你 如 何 竞价 才能 使 得 期 望 获 益 最 大 ? (如 果 你 中 标 , 你 必须 将 此 项 
目 以 你 的 出 价 买 下 .) 

设 X1,X2,… ,Xn 为 独立 随机 变量 , 且 

(a) 均 为 等 可 能 取 1,… ,n 中 任 一 值 . (b) 具有 分 布 列 P{X; 二) = pj,j = 1,2,...,n. 
分 别 在 以 上 两 种 情形 下 , 求 出 X1, Xz,… ,XX 恰 为 1,2,… ,n 的 一 个 排列 的 概率 . 

令 入 ,… ,Xn 和 次 ,… ,Yi 为 相互 独立 随机 向 量 , 其 中 每 个 向 量 都 是 个 1 和 n 一 
个 0 的 任意 排列 . 也 即 , 它们 的 联合 概率 分 布 列 为 


PP 人 (人 -0k 


令 入 = LL1|Xi 一 六 | 表示 两 个 向 量 的 分 量 取 不 同 值 的 坐标 数 , 而 且 , 令 M 表示 满足 

Xi 二 1,Yi=0 的 i 的 个 数 . 

(a) 求 W 和 M 的 关系 (b) 求 M 的 分 布 ; (ec) 求 BIN]; (d) 求 Var(N). 

令 五, 22,… ,Zn 为 独立 标准 正 态 随机 变量 , 日 令 9; = 下， 2 

(a) 求 Se = 2 的 条 件 下 的 Sn 的 条 件 分 布 , 有 = 1,2,…… ,mi 

(b) 证 明 : 对 于 1 < k < n, 已 知 5% = z 的 条 件 下 ,Sx 的 条 件 分 布 为 均值 zk/n, 方差 
k(n 一 kk)/n 的 正 态 分 布 . 

令 X1,X2,… 为 一 列 独立 同 分 布 连续 随机 变量 , 求 

(a) P{Xe > Xi|X1 = max(X1,..- ,X5)}. (b) P{Xe > X2|X1 = max(X1,..- ,Xs5)}. 


第 7 章 ”期望 的 性 质 
7.1 引 言 


本 章 中 , 我 们 将 进一步 讨论 期 望 的 性 质 . 对 于 离散 型 随机 变量 六, 它 的 期 望 由 
下 式 定义 ， 
EIX] = 2 zp(z) 


其 中 p(x) 是 X 的 分 布 列 . 对 于 连续 型 随机 变量 , X 的 期 望 由 
EI[X| = 广 zf (zr)dz 


定义 , 其 中 f(z) 是 义 的 密度 函数 ， 
由 于 B[X] 是 随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 的 加 权 平 均 , E[X] 的 值 必定 介 于 X 
的 两 个 极 值 之 间 . 因此 , 我 们 有 如 下 结论 , 若 
Pfag X=1 
则 
a ElX] gb 


我 们 在 离散 情形 下 证 明 此 结论 . 由 P{a < X <8} = 1 可 知 对 于 一 切 x 4 [a,, 均 
有 pz(z) = 0, 因此 
EX]= 5 zp)> 5 ons)=ax 5D pls)=a 
Z:D(Z)>0 zZ:p(z)>0 Z:D(Z)>0 
利用 类 似 方法 可 证 E[X] < b. 这 样 , 我 们 在 离散 情形 下 证 明了 a < E[X] < b. 连续 
型 情形 下 的 证 明 完 全 类 似 , 细节 从 上 略 . 


7.2 ”随机 变量 和 的 期 户 
第 4 章 的 命题 4.1 和 第 5 章 的 命题 2.1 给 出 了 随机 变量 的 函数 的 期 望 值 的 计算 


公式 , 此 处 , 我 们 将 这 个 公式 推广 到 二 元 函数 的 情况 . 设 X 和 了 为 随机 变量 , 9 是 
一 个 二 元 函数 . 
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命题 2.1 若 XY 具有 二 元 分 布 列 p(z, 细则 
Elg(X,Y)] = > 2 9g(z,Y)p(z,Y) 
yy Zz 


若 X,Y 具有 联合 分 布 密度 f(z, 功 , 则 
Box r= 人 [ gz) f(y) dr dy 


我 们 在 (X,Y) 为 连续 情形 和 g(X,Y) 为 非 负 情形 下 证 明 此 命题 . 由 于 g(X,Y) > 
0, 利用 第 5 章 引 理 2.1, 可 得 ， 
Blo(x, Y= { PoCcI > at 


将 概率 | 


P{g(X,Y) >t} = / | f(z dy dz 
(Zz,y):g(T,y)>t 


代入 期 望 公 式 , 得 


Elg(X,Y)]= / / | (ote f(z,y) dydz dt 
将 上 述 的 三 重 积分 交换 积分 次 序 , 得 


zox n=/ ff/ ~ f(ay) dtdy dz 


/. 三 g(x,y) zy)dydz 


这 样 , 我 们 证 明了 当 g(X,Y) 为 非 负 随机 变量 时 Eg(X,X) 的 计算 公式 . g(X,Y) 为 
一 般 情形 下 , 可 参考 一 维 情况 处 理 . (参见 第 5 章 理论 习题 2 和 3) 

例 2a 设 在 长 度 为 工 的 一 段 路 [0, 中] 上 某 一 点 X 处 发 生 了 车 祸 . 在 发 生 车 视 
的 同时 , 在 lo, 刀 ] 的 某 一 点 Y 处 有 一 辆 救护 车 , 假定 X,Y 都 是 均匀 地 分 布 在 地 段 
0, 上 , 并 且 相互 独立 , 求 事故 地 点 和 救护 车 之 何 的 平均 距离 . 

解 : X 和 了 之 闻 的 平均 距离 就 是 PIIX 一 了 7, 由 于 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 


1 
f(x,Y) = 73, 0<z<L,0<y<L 


由 命题 2.1 可 知 ， 


Blx -Yl=E/ | e-layer 
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经 计算 

工 人 工 

三 -ogg= -wav+t | Woy 

0 0 zr 

2 2 2 2 
= 地 和 一 守 -z(L-)= 诗 + 一 2L 
从 而 
1 /*/L  , L 
Blx-Yi- 声 / (+e -sl) eo-$ 四 


作为 命题 2.1 的 重要 应 用 , 我 们 得 到 如 下 的 结果 . 设 E[X] 和 E[Y] 均 有 限 , 令 1329 
g(x,y) 二 关 十 Y. 在 (X,Y) 为 连续 的 情况 下 , 利用 命题 2.1 可 得 


EI[X +Y]= {ftw yay 


-人 三 weanadz+ 太 人 vecnara 


=/ aprodz+ viv dy= BIXI+ EY] 
一 般 情形 下 , 结论 成 立 . 因此 , 当 E[X] 和 E[Y] 均 有 限时 ， 
EIX +Y] = EIX] + E[Y] 、 (2.1) 
例 2b 设 随 机 变量 X 和 了 满足 如 下 关系 
X>Y 
即 对 于 任何 试验 结果 , 随机 变量 X 的 值 永 远大 于 等 于 随机 变量 了 的 值 . 因此 , 对 任 
何 试验 结果 , 关 一 Y > 0 永远 成 立 , 由 期 望 的 定义 可 知 , BE[X 一 站] > 0 或 等 价 地 
E[X] > E[Y] 国 
们 的 期 望 均 有 限 , 就 有 下 式 成 立 : 
E[Xi+:::+ Xn] = EL[LXi] +:…:+ EIXn] (2.2) 
公式 (2.2) 是 一 个 十 分 有 用 的 公式 , 下 面 一 系列 例子 说 明了 其 有 用 之 处 . 
例 2c (样本 均值 ) 设 Xi1,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 
函数 为 已 , 期 望 值 为 凡 这 样 的 序列 称 为 来 自分 布 FF 的 一 个 样本 . 由 下 式 


定义 的 称 为 样本 均值 . 计算 E[X]. 330 
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这 个 公式 说 明 , 样本 均值 的 期 望 值 等 于 其 分 布 的 均值 .在 统计 中 , 分 布 的 期 望 值 通 


常 是 未 知 的 , 而 样本 的 均值 就 作为 4 的 估计 值 . 
例 2d (布尔 不 等 式 ) 设 41,… ,Ahn 为 n 个 随机 事件 , 记 Xi,i = 1,.… ,n 为 这 
些 事件 的 示 性 函数 ， 
x 1 4; 发生 
0 其 他 


记 和 = ii 刚好 是 这 一 系列 事件 在 试验 中 发 生 的 次 数 , 令 


1 X21 
Y= 
| 其 他 


故 当 hi,i = 1,… ,n 中 至 少 有 一 个 事件 发 生 时 , Y = 1, 否则 Y = 0. 由 此 立即 可 知 
天 YYv, 从 而 E[X] > EIY] 由 


E[IX] = 2 BL] = 2 P(4) 


EB[Y] = P{4i 中 至 少 有 一 事件 发 生 } = P( U 4 


?一 1 


可 知 , 布尔 不 等 式 成 立 , 即 
P(U 4 < 和 Pi 
i=1 i=] 


下 面 的 三 个 例子 说 明 (2.2) 式 可 用 于 二 项 分 布 ， 负 二 项 分 布 和 超 几 何 分 布 的 期 
望 公式 的 锥 导 . 将 现在 的 方法 与 第 4 章 中 的 方法 进行 对 比 , 可 显示 出 公式 (2.2) 的 
优越 之 处 . 

例 2e (具有 二 项 分 布 的 随机 变量 的 期 望 公式 ) 设 久 的 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参 
数 为 (n,p). 注意 到 六 是 nn 次 独立 重复 试验 中 的 成 功 次 数 , 而 每 次 成 功 的 概率 为 p， 
我 们 可 将 XX 写成 

X=X1+ Xt + Xn 
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其 中 


* -| 第 i 次 试验 成 功 


0 第 ;次 试验 失败 
因此 , X; 是 一 个 伯 努 利 随机 变量 , 其 期 望 B[X;] = 1xp++0x (1 一 p) =p. 因此 
E[X] = E[X1] + EL[LX2] +:…:+ ELXn] = np 轩 
例 2f ( 负 二 项 随机 变量 的 期 望 公式 ) 设 在 一 独立 重复 试验 序列 中 , 每 次 试验 成 
功 的 概率 为 p, 记 为 试验 序列 中 直到 7 次 成 功 所 需 的 试验 次 数 . 现在 希望 计算 X 
的 期 望 值 . 
解 : 可 将 X 写成 下 列表 达 式 
二 Xl 十 Xz 十 … 十 XX 
其 中 Xi 表示 达到 第 一 次 成 功 所 需要 的 试验 次 数 , Xs 表示 在 试验 序列 中 达到 第 二 
次 成 功 所 需 的 附加 次 数 ,Xi 表示 第 i 一 1 次 成 功 以 后 , 为 获得 第 i 次 成 功 所 需 的 附 
加 试验 次 数 . 稍 加 思索 , 就 可 得 到 结论 ,总 的 分 布 是 参数 为 p 的 几何 分 布 . 由 第 4 
章 的 例 8b 可 知 B[Xi] = 1/p,i = 1,… ,7. 因此 
E[X] = EI[X1] + E[X2] + :+ E[X,]=r/p 国 


例 2g ( 超 几何 随机 变量 的 期 望 ) 设 坛子 内 有 N 个 球 , 其 中 m 个 白 球 , 从 中 随 
机 地 取 n 个 球 , 求 取出 白 球 个 数 的 期 望 值 
解 : 记 为 取出 的 白 球 个 数 , X 可 以 表示 成 : X= Xi 十 … 十 多 ,其 中 
/1 第 i 个 白 球 被 取出 
”lo 其 他 
现在 ， 


EIXi] = P{Xi = 1} = P{ 第 i 个 白 球 被 取出 } = G) 的 到 时 =n/N 


nN 


因此 
BIX] = BL] + + BIXm] = 2 
我 们 也 可 用 另 一 种 表示 方法 求 得 此 结果 . 随机 变量 X 可 表示 成 
X= + + 


其 中 
， _ 第 i 次 选 出 的 是 白 球 
”lo 其 他 
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此 处 的 是 第 ; 次 抽取 的 意思 , 而 前 面 X; 中 的 :是 第 ;个 白 球 的 意思 , 两 者 有 不 同 
的 含义 . 由 于 个 球 中 的 每 一 个 球 被 第 i 次 取出 的 概率 都 相同 , 因此 E[Y] = mm/N， 
故 
E[X] = El[Yi] + + ElY] = nm/N 国 
例 2h (配对 的 期 望 数 ) N 个 人 首先 把 他 们 的 帽子 丢 在 某 房间 内 , 将 帽子 充分 
混合 以 后 , 又 让 每 一 个 人 随机 地 取 一 顶 帽子 , 求 选中 自己 帽子 的 人 数 的 期 望 值 . 
解 : 记 半 为 选中 自己 帽子 的 人 数 , X 可 写成 : 铸 = Xi 十 Xz 十 … 十 Xn, 其 中 
% /1 第 i 个 人 选中 自己 的 帽子 
” 【0o 其 他 
对 于 每 一 个 人 来 说 , 选中 任何 一 项 帽子 的 可 能 性 是 相同 的 , 因此 


BP]= PCG = 了 = 方 -1 


这 样 
EIX] = E[X1] + .+ EI[XN] = 六 xN=1 

因此 , 平均 来 说 , 只 有 一 个 人 能 拿 到 自己 的 帽子 . 和 

例 2i (优惠 券 的 收集 问题 ) 设 一 共有 N 种 不 同 的 优惠 券 , 假定 有 一 人 在 收集 
优惠 券 , 每 次 得 到 一 张 优惠 券 , 而 得 到 的 优惠 券 在 这 N 种 优惠 券 中 均匀 地 分 布 . 求 
出 当 这 人 收集 到 全 套 入 张 优惠 券 的 时 候 , 他 收集 到 的 优惠 券 张 数 的 期 望 值 . 

解 : 记 X 表示 这 人 收集 到 全 套 优惠 券 时 所 收集 的 优惠 券 的 总 数 . 我 们 利用 例 
2f 中 的 方法 来 计算 B[X]. 记 X; 表示 第 i 种 优惠 券 已 经 收集 到 , 为 收集 到 第 i+ 1 
种 优惠 券 所 需要 的 附加 次 数 . 注意 X 具有 如 下 表达 式 ， 


用 三 发 0 十 XI 十 … 十 其 N_1 


设 有 i 种 优惠 券 已 经 收集 到 , 则 下 一 次 收集 到 一 张 新 的 优惠 券 的 概率 为 (N 一 i)/N. 
这 样 , X; 的 分 布 为 几何 分 布 , 即 


N_i/i\k-l 
P{Xi=k}= (3) E>1 
因此 , E[X4] = N/(N 一 让, 由 此 可 得 
N N N 1 1 1 
BN-1HH tnt tT Ntt tytn 


例 当 10 个 猎人 等 待 一 批 野鸭 飞 过 , 当 一 群 10 只 野鸭 飞 过 猎人 头顶 时 , 10 个 
猎人 随机 地 瞄准 一 只 野鸭 并 同时 射击 . 设 每 位 猎人 击 中 野鸭 的 概率 为 p, 求 逃 过 这 
一 支 的 野 胸 数 的 期 望 值 , 
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_ J1 第 i 只 野鸭 逃 过 这 一 动 
0 其 他 


E[X] = E[X1+:…-+ X10] = E[X1] +:.:+ E[Xi0] = 10E[Xi] 


其 中 , X 表示 逃 过 这 一 动 的 野鸭 数 ，B[Xi] = P{X; = 1} 表示 1 号 野鸭 未 
被 击 中 的 概率 ， 每 位 猎手 是 否 击 中 i 号 野鸭 是 相互 独立 的 , 是 概率 为 p/10, 因此 ， 
P{Xi=1} = (1~p/10)'0, 从 而 E[X] = 10(1 -2/10)10. 四 

例 2k (游程 的 期 望 数 ) 设 有 n 个 1 和 mm 个 0 随机 地 排 成 一 个 序列 , 一 共有 
(n+m)1/(n1m1) 种 不 同 的 排列 法 . 假定 每 种 排列 法 都 是 等 可 能 的 . 在 一 个 排列 中 ， 
连 在 一 起 的 1 构成 “1” 的 游程 . 例如 , n = 6,m = 4, 6 个 1 和 4 个 0 构成 如 下 的 一 
个 排列 ， 1, 1, 1 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 其 中 第 一 组 3 个 1 构成 一 个 “1” 的 游程, 在 这 个 
序列 中 一 共有 3 个 “1” 的 游程 我 们 感 兴趣 于 计算 游程 的 个 数 的 期 望 值 . 记 R(1) 
为 排列 中 “1” 的 游程 的 个 数 , 记 

| 一 个 1 的 游程 开始 于 第 i 个 位 置 
0 其 他 


这 样 R(1) 可 表示 成 : R(1) = 并 2 7 从 而 
n+m 


E[R(1)] = >, EA 


经 计算 ， 
5[n] = P{“1” 在 第 一 位 置 } = 一 一 一 


对 于 1<ign+m, +m 


El] = P{“0” 在 第 i 一 1 个 位 置 ,“1” 在 第 i 个 位 置 } = 一 一 


n 
n+m ni+m-1 


这 样 ， 
nn nm n(m+1) 
ZERO = nim (tm Dm mim- 1) n+t+m 
类 似 地 , 关于 “0” 的 游程 的 个 数 的 期 望 ， 
BIRO) = Tt 
以 及 关于 总 的 游程 的 个 数 的 期 望 ， 


2mn, 
m+n 


E[R(1) + R(0)] =1+ 
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例 21 (平面 上 的 随机 徘徊 ) 设 在 平面 
坐标 系 的 原点 上 放 一 质点 , 质点 在 平面 上 
作 如 下 的 随机 徘徊 . 每 一 步 质点 移动 一 个 
单位 距离 , 且 前 进 方向 与 z 轴 的 夹 角 0 在 
(0, 2r) 上 均匀 分 布 . ( 见 图 7.1). 计算 在 走 
了 7? 步 以 后 , 质点 离开 原点 的 距离 的 平方 
的 期 望 值 . 

OO， 所 点 解 ， 用 (Xi, 到 ) 表示 第 i 步 移动 后 , 坐 
QD: 第 - 步 以 后 标的 变动 量 , 因此 
四: 第 二 步 以 后 
图 7.1 平面 上 的 随机 徘徊 
其 中 0i,i = 1,2,… ,n 为 相互 独立 , 且 在 (0, 2r) 上 均匀 分 布 . 经 过 n 步 以 后 , 质点 
的 位 置 为 (ii Xi, si 六 ), 质点 离开 原点 的 距离 的 平方 D? 的 公式 为 


= (x) + + (>) = DOP) + (XiX; + YY;) 


二 nn 二 >》 》 人 (cosbicos0j + sin 0; sin 0;) 
i¥j 
注意 , 此 处 利用 了 公式 cos? 0; + sin? 9; = 1. 在 求 D? 的 期 望 时 , 利用 9; 之 间 相 互 独 
立 性 假设 以 及 


Xi=cos0: Y= sinO; 


2 


2xEl[cos0;] = / cosudu = sin2x — sin0=0 
0 


2n 
2nE[sin 0;] = / sinudu = cos0 — cos2x=0 
0 . 


， 最 后 得 到 E[D?] =n. 中 


例 2m (快速 排序 算法 ) 假设 有 一 组 互 不 相同 的 数 z1,… , zn. 我 们 需要 将 它 
们 排 成 一 个 上 升 的 序列 , 称 这 一 过 程 为 排序 . 通常 采用 一 个 快速 排序 程序 来 完成 这 
一 任务 , 其 方法 如 下 : 当 = 2 时 , 只 需 直 接 比较 这 两 个 数 并 且 将 他 们 排 成 升序 即 
可 . 当 n > 2 时 , 随机 地 选 一 个 数 , 设 为 zi, 然后 将 所 有 其 余 的 数 与 zi 作 比 较 , 将 小 
于 zi 的 数 归 入 zi 左边 一 集合 , 将 大 于 zi; 的 数 归 入 zx; 右边 一 集合 , 然后 对 于 那些 
数 的 集合 重复 刚才 的 处 理 过 程 , 直到 所 有 的 数 都 已 排 成 升序 为 止 . 例如 , 下 面 是 10 
个 不 同 的 数 

5,9,3, 10, 11, 14, 8, 4, 17,6 

开始 时 从 中 随机 地 选 一 个 数 (每 一 个 数 被 选中 的 概率 都 为 1/10) 比如 说 选中 了 

10, 然后 每 一 个 数 与 10 做 比较 , 这 样 得 到 
{5, 9, 3, 8, 4, 6}, 10, {11, 14, 17} 
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现在 我 们 对 于 不 是 单 点 集 的 数 集 进行 再 分 类 . 例如 先 对 上 述 左边 的 集合 进行 再 分 
类 , 随机 地 选 定 一 个 数 , 例如 6 被 选 定 , 然后 将 数 集中 其 余 的 数 与 6 作 比 较 , 得 到 
{5, 3, 4}, 6, {9, 8}, 10, {11, 14, 17} 
现在 , 我 们 还 是 考虑 最 左边 的 非 单 点 集合 , 将 它 的 元 素 进行 比较 . 最 左边 的 非 单 点 

集合 为 {5, 3, 4}, 从 中 随机 地 取出 一 个 数 , 例如 4 这 样 , 经 过 排列 以 后 得 到 
{3} 4 {5}, 6, {9, 8}, 10, {11, 14, 17} 

重复 这 个 过 程 直到 每 个 花 括 弧 中 只 有 一 个 数 为 止 . 这 样 快速 排序 法 也 就 完成 了 . 

在 排序 过 程 中 , 最 基本 的 运算 是 比较 两 个 数 的 大 小 . 记 XX 为 实现 排序 所 需 的 
比较 的 次 数 , 则 E[X] 是 一 个 排序 算法 的 效率 的 一 个 度量 , 为 计算 EF[X], 我 们 首先 
将 X 写成 一 列 随机 变量 的 和 . 为 解决 这 个 问题 , 首先 将 最 小 值 命名 为 1, 将 第 二 小 
的 值 命名 为 2, 0 ， 将 最 大 值 命名 为 7 记 

1 二 。 在 排序 过 程 中 67 直接 比较 过 (< 
【0 其 他 


由 排列 过 程 可 知 , 任意 两 个 数 i 和 j 在 排序 过 程 中 , 有 可 能 从 未 比较 过 , 但 若 它 
们 直接 比较 过 , 只 可 能 比较 一 次 ， 个 下角 再次 比较 这 样 , 由 X 的 定义 可 知 : 
XxX- 区 
i=1 j=it+l 
由 此 推 得 


EIX]=E| > IGi 了 | = Ty gl) 


i=1 j=i+1 ?一 1 j=i+1 


= 》 > ”Pi 和 在 排序 过 程 中 直接 进行 比较 过 } 


现在 需要 计算 概率 
Pt{i 和 在 排序 过 程 中 直接 比较 过 } = i 


考虑 数 集合 ii 十 1,… ,j 一 共有 j 一 i+1 个 元 素 . 最 初 它们 全 包含 在 一 个 大 的 集 
合 中 , 用 一 个 花 括 弧 将 这 个 大 集合 括 起 来 在 排序 过 程 中 , 随机 地 选 定 一 个 比较 点 ， 
车 这 个 比较 点 不 在 此 区 间 内 , 即 比 i 小 , 或 比 j 大 , 则 此 时 数 i 不 会 直接 进行 比较 
在 比较 后 重新 排序 时 ,它们 还 是 处 于 同一 花 括 弧 内 . 现在 假定 选择 的 比较 点 落 入 集 
合十 1 一 1 之 中 , 则 只 有 当选 择 点 为 i 或 j 时 ,i 和 才 会 直接 进行 比较 
否则 它们 与 比较 点 比较 后 , 将 分 别 放 进 左 、 右 的 花 括 弧 内 , 而 不 会 直接 相互 比较 . 因 
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此 , i, 7 直接 进行 比较 的 概率 , 就 是 从 ii 二 1 … ,j 一 1,7 中 选取 i 或 7 的 概率 , 等 于 
2/( i+ 1). ， 
将 得 到 的 公式 代入 E[X] 的 表达 式 后 , 得 到 EI[X] = 并 2 一 一 . 现 


了 一 ?十 1 
在 当 m 充分 大 时 , 利用 近似 公式 
7 tl 人 元 去 )| 


=2ln(n—i+l1)—2ln2%~C2ln(n—i+t!1) 
这 样 ， 


n—l n—l 


spxls 并 ?no-i+Ds2/ no-z+bdz=2 上 人 Iny dy 
i=1 


=2(ylny— y)| 2nlnn 
由 此 可 知 , 利用 快速 排序 法 , 当 n 充分 大 时 , 大 概 进行 了 2n Inn 次 比较 , 可 将 n 个 


339| 数 进行 排序 . 国 
例 2n (事件 和 的 概率 ) 记 A1,… , An 为 nn 个 事件 , XX,… ,Xn 是 它们 的 示 性 
函数 
X= 1 4; 发生 
0 其 他 
> 1 U4; 发 生 
1—|1(1 -Xi)= 
LI ({ 其 他 
因此 
Ell -TIGa -Xi)| = P(U 4 
i=1 i=1 
将 上 式 左边 展开 
P(U 4 = E[ Dx -DD XX + dS XX Xk 
i=1] i=1 Ch] i<I<k 
1)"+ix. | (2.3) 
由 


1 4 4;,:… Ahi, 发 
Xi Xi Xi = | 2 发生 
0 其 他 
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可 知 BE[Xi,… Xi] = P(Ahi,… hi,), (2.3) 式 变 成 大 家 熟知 的 事件 和 容 斥 公式 
P(U4i =5 P(Ai) — DP A) + 5 DPAiAjAr) 


i<j<k 


ep ) 国 
现 设 X;,i > 1 是 一 个 随机 变量 序列 , 每 一 项 具有 有 限期 望 , 下 面 的 公式 却 不 是 
无 条 件 成 立 的 . 
E[D Xl = 5 ELX] (2.4) 
?一 1 ?一 1 
在 下 列 的 一 系列 等 式 中 , 打 问 号 “?” 的 一 处 是 (2.4) 式 成 立 的 关键 . 
5 全 可 -al 袍 
二 im B[D x = lim 人 已 [Xi = > 已 [Xi] 
?一 上 i=1 i=1 


问号 是 指 期 望 运算 和 极限 运算 是 否 可 以 交换 的 问题 ， 若 两 个 运算 可 交换 ， 则 
(2.4) 式 成 立 . 在 一 般 情况 下 , 这 种 可 交换 性 是 没有 得 到 证 实 的 . 但 是 下 面 两 种 重要 
的 特殊 情况 下 , (2.5) 式 中 的 两 种 运算 的 可 交换 性 是 得 到 保障 的 . 

1. Xi 均 为 非 负 随机 变量 ( 即 P{X > 0} = 1 对 一 切 i 成 立 ). 

2. 1 五 [| Xi < oo. 

例 2o 考虑 非 负 整数 值 随 机 变量 XX, 对 一 切 i > 1, 定义 


人 X21 
Xi = 


(2.5) 


0 X<i 
我 们 得 到 
SXi= D+ DA y1+ 0- 天 
i=1 


ti 一 其 十 i=l1 i 二 十 1 


由 于 X; 都 是 非 负 随机 变量 , 因此 
= E(Xi)= )  P{X > (2.6) 
一 i=1 


i=1 
这 是 一 个 非常 有 用 的 恒等式 . 加 
例 2p 设 有 7 个 对 象 , 记 为 1,2,… ,n. 这 nn 个 对 象 被 放 在 计算 机 的 n 个 单元 
中 , 他 们 顺 次 放 在 序号 为 记 ,…. ,i 的 单元 中 , 其 中 { ,i} 为 {1,2,… ,n} 的 一 
个 排列 . 现 设 每 次 从 这 n 个 对 象 中 随机 访问 一 个 对 象 , 并 且 每 次 访问 与 过 去 的 访问 
历史 是 相互 独立 的 . 现 设 访问 对 象 i 的 概率 为 P(i), J? P(i) = 1, 假定 P(i) 为 已 
知 . 现在 的 问题 是 什么 样 的 单元 摆 放 次 序 , 能 够 使 得 每 次 访问 的 对 象 所 处 的 单元 序 
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号 的 期 望 值 达到 最 小 . 

解 : 不 妨 设 这 n 个 对 象 的 访问 概率 满足 条 件 P(1) > P(2) > … > P(n). 我 们 指 
出 这 些 对 象 的 最 优 摆 放 次 序 应 为 Oo = {1,2,… ,n}. 记 关 为 被 访 对 象 在 计算 机 中 所 
处 的 单元 的 序号 , 对 于 对 象 1,2,… ,n 在 计算 机 中 的 单元 任 一 排序 O = {61,… ,in}: 


Po{X >k} = 2 订 ) > Sp0) =P2....n{X>Kk} 
j=k 


由 此 利用 公式 (2.6), 可 得 Bo(X) > B12,.…,n(X). 本 问题 的 结论 指出 应 该 把 最 经 党 
访问 的 对 象 放 在 最 容易 访问 的 单元 , 这样 的 系统 设计 , 操作 起 来 最 顺手 , 访问 的 期 
望 时 间 也 最 短 . 国 


“7.2.1 ”通过 概率 方法 将 期 望 值 作为 界 
通过 在 集合 上 引入 概率 , 可 分 析 集合 中 元 素 的 性 质 , 在 第 3 章 例 入 中 已 经 看 到 
了 该 方法 的 应 用 . 在 本 节 中 , 我 们 将 找 出 某 些 函数 的 界 . 
设 f 为 定义 在 有 限 集 S 上 的 函数 , 我 们 对 该 函数 的 最 大 值 感 兴趣 


m = mag f(s) 


令 5 为 取 值 于 5 的 随机 元 , 显然 , 由 m > f(5) 知 m > BF(S)]. 当 f(S) 不 是 取 党 
数值 时 , 上 述 不 等 号 是 严格 意义 下 的 不 等 号 , 即 不 会 出 现 m = EIf(S)] 的 情况 . 总 

之 , BI/(S)] 是 m 的 下 界 . 
例 2q (竞赛 中 的 哈密 畅 路 径 数 的 最 大 值 ) 在 循环 赛 中 , n 个 竞争 对 手中 任意 一 
对 都 进行 比赛 , 一共 进行 (2 ) 场 比赛, 现 将 运动 员 编 成 号 1,2,… ,n, 下 面 的 情形 形 


成 哈密 顿 路 径 : 和 …… ,in, 如 果 全 胜 io, io 胜 is, 如 此 下 去 , 直到 各 -1 胜 加. 一 个 问 
题 是 求 哈密 顿 路 径 的 最 大 可 能 数 . 

作为 解释 , 设 n = 3, 如 果 有 一 个 人 胜 了 2 次 , 此 时 , 只 可 能 有 一 条 哈密 顿 路 径 ， 
例如 , 1 胜 了 2 和 3, 2 胜 了 3, 则 唯一 的 哈密 顿 路 径 为 1, 2, 3. 另外 , 若 在 循环 赛 中 
没有 人 赢得 2 次 , 即 每 人 胜 负 各 1 次 , 1 胜 2, 2 胜 3, 3 胜 1, 此 时 , 哈密 顿 路 径 的 条 
数 的 最 大 值 为 3. 

我 们 将 指出 对 于 参赛 人 数 为 n 的 比赛 中 , 哈密 顿 路 径 可 多 于 n!1/2"-! 条 .由 
于 一 共 要 进行 (2 ) 场 比赛 , 比赛 的 结果 一 共有 2(3) 种 , 记 5 为 这 2(2) 个 不 同 的 比 
赛 结果 之 集合 , 记 f(s) 表示 比赛 结果 为 “时 的 哈密 顿 路 径 的 数目 ，。 < S, 为 证 明 
max f(s) > 区 -1T, 我 们 随机 地 抽取 一 比赛 结果 s se S, 且 5 取 每 一 个 se S 的 概 


率 都 是 相等 的 , 并 假定 这 (2 ) 场 比赛 是 相互 独立 的 , 每 个 选手 对 等 可 能 地 打败 对 方 . 
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现在 将 n 个 竞争 者 进行 排队 , 一 共有 n! 种 不 同 的 排列 , 例如 生 ,?2,… ,i 表示 竞争 
者 的 排列 , 其 中 站 排 第 一 位 , iz 排 第 二 位 .…, 将 这 些 排列 进行 编号 ,i = 1,2,… ,ml ， 
为 了 简化 叙述 , 我 们 用 一 i 表示 在 与 i 的 比赛 中 胜出 . 对 于 确定 的 比赛 结 
果 , 只 有 五 一生 一 一 各 ,排列 (1,… ,ih) 才 是 哈密 顿 路 径 . 记 

车 竞赛 的 结果 使 排列 i 成 为 哈密 顿 路 径 
{ 其 他 
显然 X 依赖 于 比赛 结果 s, 是 一 随机 变量 , 并 且 哈 密 顿 路 径 数 


1(9)= DX 
i=1 


i 二 


nl! 


Blf(S)] = > BLA 
i=1 

对 于 Xs, 其 中 i 为 菜 一 排列 , 不 妨 设 i 为 (1,2,… ,nn)，(1,2,… ,n) 成 为 哈密 上 
路 径 只 有 1 胜 2, 2 胜 3, …，, 故 BED = P{Xs = 1 = 1/2"-!， 由 此 可 知 
BIf(5)] = n1(1/2)"-1， 由 于 f(5) 不 等 于 常数 , 故 存在 一 个 试验 结果 其 哈密 顿 路 
径 数 超过 n! /2"-1. 加 

例 2r 一 共有 52 棵 树 排列 在 一 个 圆周 上 , 有 15 只 金 花 鼠 , 生活 在 这 些 树 上 , 指 
出 存在 相连 的 7 棵 树 , 其 上 生活 着 至 少 有 3 只 金 花 鼠 ， 

解 : 将 一 棵 树 和 顺 时 针 方向 的 另外 6 棵 相 邻 的 树 组 成 该 树 的 一 个 邻 域 . 现在 
我 们 需要 证 明 ， 对 于 生活 在 这 52 棵 树 上 的 15 只 金 花 鼠 , 不 论 它们 如 何 分 布 , 我 们 
总 能 找到 一 棵 树 , 使 得 至 少 有 3 只 金 花 鼠 生活 在 这 个 树 和 它 的 邻 域 中 . 为 此 , 我 们 
随机 地 选 一 棵 树 , 并 且 数 一 数 这 棵 树 和 它 的 邻 域 中 的 金 花 鼠 的 数目 , 记 这 个 数 为 x. 
显然, X 是 一 个 随机 变量 , 现在 将 这 15 只 金 花 鼠 记 为 = 1,2,… ,15, 记 

四 | 金 花 鼠 i 在 这 个 随机 选 定 的 一 棵 树 的 邻 域 里 
” 【0 其 他 


显然 X = i 认 1Xi, 从 而 BIX] = 并 3 E[Xi]. {Xi = 1} 表示 随机 地 选 定 的 7 棵 树 
上 生活 着 金 花 鼠 i, 显然 E[Xi] = P{X; = 1} = 7/52, 从 而 B[X] = 15 x (7/52) = 
105/52 > 2. 由 此 可 知 , 必定 存在 一 棵 树 , 使 得 在 这 棵 树 的 邻 域 里 生活 的 金 花 鼠 数目 
大 于 2. 图 


“7.2.2 ”关于 最 大 数 与 最 小 数 的 恒等式 
下 面 是 关于 若干 数 的 最 大 值 , 最 小 值 的 一 个 恒等式 . 
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命题 2.2 对 于 任意 一 组 数 z1,… , xn, 下 列 恒等式 成 立 ， 
max zi 一 》 ui 一 >》 min(zi, zy) 十 >», min (zi, 2j, Tk) 


i<J i<j<k 


十 .… 十 (—1)"+! min(z1, “i , Zn) 


证 明 : 我 们 给 出 一 个 概率 的 证 明 . 首先 , 假定 所 有 的 zi 在 [0,1] 区 间 内 , 令 U 
为 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 记事 件 4; = {U < zi}, 不 难 验证 
4 ={U< max zi} 


因此 ， 
P{U4;] = P{U < max zi} = max zi 


及 
P(A:;) 一 P{U < Ti} = Ti 
此 外 , 事件 4i;,，,… , 4i, 同时 发 生 的 充 要 条 件 是 事件 {0 < zi },j = 1,… ,7 同时 成 


立 , 由 此 导出 
Ai, “Ai ={U < min Zi 上 
.7 一 


进一步 得 
P(4 4i)= P{U < n= 了 
由 事件 和 的 概率 的 容 斥 公式 : 
P(A:)=D PA) DPAA) + DD P(AiA;An) 
’ : < 了 i<j<k 


二 + 十 (1)?+1P(A1.…… A,) 


可 得 到 该 恒等式 . 
345 现在 设 zi 为 非 负 , 但 不 限制 于 单位 区 间 . 设 c 为 常数 , 使 所 有 zx; 均 小 于 c, 此 
时 恒等式 对 于 y; = zi/e 成 立 , 再 在 恒等式 两 边 乘 以 常数 c, 可 知 恒等式 对 zi 也 成 
立 . 现在 假定 zi 可 取 负 值 , 此 时 , 存在 b, 使 得 zi 十 b> 0 对 一 切 i = 1,… ,n 成 立 . 
这 样 , 下 列 恒等式 成 立 
max(zi + b) = (z+) —Y min(si+b,zj + 


人 Y< 了 7 

+ 十 (一 1)?*tlmin(zi + b,.… ,zn + b) 
记 M= 2 Ti 一 Dics min(xi, zj) 十 … 十 (一 1)2+1 min(z1, “" , Tn), 可 将 上 面 的 恒 等 
式 写 成 : 
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oa 人 Co 人) 
但 是 下 面 也 是 一 个 恒等式 
0 
将 上 面 的 两 个 恒等式 合并 便 得 


Imax2i 一 Adf 
和 


由 命题 2.2 知 , 对 任意 随机 变量 X1,… ,Xn, 有 
max Xi = DX 一 >》 min(Xi X;) 二- 二 (-1)"t! min(Xi1,... , Xn) 
i ic 
将 上 式 求 期 望 , 可 得 
Elmax Xi] = 2 E[Xi] — 》 Blmin(Xi, X;)] 
i i<j 


+ (1)"+1iE[min(X1,:... , Xn) (2.7) 


例 2s (不 等 概率 的 优惠 券 收集 问题 ) 现 设 某 人 收集 优惠 券 , 每 次 收集 一 张 , 均 
独立 于 以 前 所 收集 的 优惠 券 . 现 设 一 共有 n 种 不 同 的 优惠 券 , 每 次 收集 的 时 候 ， 优 
惠 券 ;被 收集 到 的 概率 为 pi, 六 ;Pi = 1. 求 出 当 第 一 次 收集 到 全 套 ” 种 优惠 券 时 
所 收集 到 优惠 券 总 数 的 期 望 值 . 

解 : 记 X; 为 收集 到 第 i 种 优惠 券 时 所 收集 到 的 优惠 券 张 数 , 记 X 为 收集 到 全 
套 nn 种 优惠 券 时 所 收集 到 的 优惠 券 总 数 . X 与 X; 之 间 有 如 下 的 关系 


六 = max, Xs 
i=1,: 


由 于 收集 到 一 张 第 i 种 优惠 券 的 概率 为 pi, Xi 的 分 布 是 以 ps 为 参数 的 几何 分 
布 . 又 由 于 min{Xi, XX;} 是 为 了 收集 到 第 i 种 优惠 券 或 第 7 种 优惠 券 所 需 收 集 的 
优惠 券 的 张 数 , 因此 min(Xi, X;) 的 分 布 是 以 pi + p; 为 参数 的 几何 分 布 . 类 似 地 ， 
min(Xi, Xi, Xe) 的 分 布 是 以 pi + pj + ps 为 参数 的 几何 分 布 , 利用 (2.7) 式 以 及 几何 
分 布 的 性 质 可 知 


] 
MD t 2 TT 
1 


Dl 十 … 十 pr 


Oo 
1 
/ e zzdqz 一 一 
0 p 


二 十 (一 1)"+? 


注意 到 


并 利用 恒等式 
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n 
1 一 I (1 一 er-2iz) 2 iT 一 》 er 人 2 和 + .+ (1) tle (pttpn) 
?一 1 


< 了 


关于 五 [X] 的 等 式 可 以 化 成 下 面 更 便于 计算 的 公式 
BLX] = [0 -IIa- en?))dz 站 


7.3 ”试验 序列 中 事件 发 生 次 数 的 矩 


上 一 节 中 的 许多 例子 都 具有 下 列 形式 ， 对 于 给 定 的 事件 序列 A1,… ,4 求 
出 E[X], 其 中 X 是 这 些 事件 在 试验 中 的 发 生 次 数 ,其 解法 是 给 出 每 个 事件 的 示 性 
郴 数 


_jJi hi 发生 
0 其 他 
利用 关系 式 X = 并 思 ,7 可 得 
= B| Dd = DB = P(A) (3.1) 


现在 我 们 感 兴趣 于 “事件 对 ”出 现 的 次 数 . 车 4; 与 4; 在 试验 中 出 现 , 则 五: 万 = 
1 反之 , 则 五: 石 = 0, 因此, 在 试验 序列 中 , ii 五 是 事件 对 出 现 的 次 数 . 又 由 于 


X 是 试验 序列 中 事件 出 现 的 次 数 , 因此 事件 对 出 现 的 次 数 为 (X). 这样 


0) -Em 
在 上 式 右边 的 和 项 中 , 一 共有 (2 ) 项 . 上 式 两 边 求 期 望 , 得 
B|(%)| = 5 EI4D] = > P(AiA) (3.2) 
或 [二 )] - 和 P(4， A)) 
i<J 
昌 此 得 到 EEC 一 ER =2》 P(Ai4;) (3.3) 


i<j 
进一步 可 得 到 E[X?] 和 Var(X) = E[X3] - (E[X])? 的 公式 . 
进一步 , 考虑 在 试验 序列 中 , 上 个 事件 组 的 出 现 次 数 , 可 得 到 
(= 互 


1 <i2 < ik 
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两 边 求 期 望 得 到 
(人 一 >, El li is] = > P(Ai Ai,:… Ai,) (3.4) 
得 < 和 < Ki i <io<<i 


例 3a (二 项 随机 变量 的 矩 ) 考虑 n 次 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p, 记 
Ai 为 第 i 次 试验 成 功 这 一 事件 , 当 i 隆 j 时 , P(4i4;) = ,由 (3.2) 式 得 到 


[= Ee- (Or 


或 
E[X(X—1)]=n(n— 1)p 348 


或 
EIX?] — E[X] = n(n — 1)p? 
再 利用 E[X] = >ji_1 P(4i) = np, 可 得 
Var(X) = BEIX — (E[X])? = n(n — 1)p?+np— (np)? = np(l —?) 

这 个 结果 与 第 4.6.1 节 的 结果 相同 . 

一 般 情 况 下 , 利用 P(A4i, 4i。… hi ) = p*, (3.4) 式 变 成 

X 
sl 的 =- 三 Or 
或 等 价 地 
E[X(X—1)..….(X—-k+1)]=nm -1):...(n— k+l1)p 
利用 上 式 可 以 递 推 得 到 各 阶 矩 [X*],k > 3. 例如 ,= 3 的 情况 下 ， 
EIX(X— DX-2)=nn— 1)n— 2)p 
或 
E[X3 — 3X?+2X] = n(n — 1)(n 一 2)p3 
从 而 
已 [X3 = 3E[X?] — 2E[X] + n(n — 1)(n — 2)p3 
= 3n(n -1p +npt+nn —1)(n— 2)p3 者 

例 3b ( 超 几 何 随机 变量 的 矩 ) 设 一 个 坛子 中 用 个 球 , 其 中 mm 个 为 白 球 ， 
六 一 m 个 黑 球 . 现 从 中 随机 地 抽取 ”个 球 , 此 时 n 个 球 中 的 白 球 个 数 X 就 是 事件 
41, 42，… ,A 的 发 生 数 , 其 中 事件 4; 表示 取出 的 第 i 个 球 为 白 球 . 由 于 第 i 个 球 
可 以 是 NN 个 球 中 的 任意 一 个 , 其 中 mm 个 为 白 球 , 因此 P(4i) = mm/V. 由 公式 (3.1) 
得 到 E[X] = 2i1P(4i) = nm/N. 又 由 于 


PUi4) = PCUi)PUiH) = 严 . 严 -1 


m 
NN-1 
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再 利用 (3.2) 式 得 
下 mm—1) _ mm—1 
Bl(2)] = 3 ND ~ (2) we = 
或 
EIX(X 1) =n(n 1): 全 
莹 2 m(m— 1) 
E[X’]= n(n 一 D NN- 1) + E[X] 
进一步 可 得 
2 2 mmm-1) nm nim? 
Var(X) = BE 一 (ED = n(n -D+ 加 
mnf(n—1)mo— 1) mn 
| NT +1- | 


这 个 结果 与 第 4 章 例 8j 所 得 的 结果 是 相同 的 . 
利用 (3.4) 式 , 可 得 到 X 的 高 阶 矩 . 由 
_ mm—1)..…(m—k+1) 
PlAa 4 Ai) = NT (Nk+1) 
再 利用 (3.4) 式 , 得 
区 nn mmo—1):..(m—k+1) 
sz) 一 的 NON 二 T (天 二 T) 
或 
BEIX(K 1 (HI=nn 一 Dn 
例 3c (配对 问题 中 的 矩 ) 设 有 NN 个 人 , 随机 地 拿 帽 子 . 记 4; 为 第 i 个 人 拿 到 
自己 的 帽子 . 此 时 


1 1 
P(A4i4;) = P(Ai)P(AilAi) = 万 六 


其 中 , P(4;|4i) 表示 第 ;个 人 已 经 拿 到 自己 的 帽子 的 条 件 下 , 第 7 个 人 拿 到 自己 帆 
子 的 概率 . 这 个 概率 与 第 i 个 人 拿 到 自己 帽子 的 概率 相似 , 只 是 可 选择 帽子 总 数 为 
六 -1 记 久 为 n 个 人 中 拿 到 自己 帽子 的 人 数 , 由 公式 (3.2) 得 到 


X 1 N 1 
5[(2) -2 NN- 1) (2) NN 
从 而 , E[X(X 一 1 = 1, 也 即 , B[X?] = 1+ EB[X]. 由 于 E[X] = 六 P(4;) =1, 我 


们 得 到 
Var(X) = E[X?] ~ (EI[X])?=1 
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这 样 , X 的 期 望 和 方差 均 为 1. 对 于 高 阶 矩 , 可 利用 (3.4) 式 , 由 于 P(Az his。… Ai) = 
1/[N(N 一 1)…(N 一 上 十 1)], 可 得 


1 
|(%)]= (FOR 
或 
EIX(X—1):.……(X—k+1)=1 图 

例 3d ( 另 一 个 优惠 券 收集 问题 ) 设 有 N 种 不 同 的 优惠 券 , 每 次 收集 到 的 新 优 
惠 券 均 与 以 前 收集 到 的 优惠 券 相互 独立 . 假定 得 到 优惠 券 i 的 概率 为 p;, 六 1p; = 
1. 找 出 当 收集 到 n 张 优惠 券 时 , 不 同类 型 优惠 券 的 类 别 数 的 期 望 与 方差. 

解 : 我 们 发 现 讨论 未 收集 到 的 优惠 券 类 别 更 方便 . 令 Y 为 已 收集 到 的 类 别 数 ， 
和 = N -YY 为 未 收集 到 的 类 别 数 , 记 4; 表示 收集 到 的 n 张 优惠 券 中 没有 类 别 i 这 
一 事件 , 因此 , XX 是 41,… ,4w 中 发 生 的 事件 数 , 每 次 收集 到 i 以 外 的 优惠 券 的 概 
率 为 1 一 pi, 因此 , P(A4i) = (1 一 pi)". 从 而 B[X] = 总 六 1(1 pi)", 我 们 得 到 


N 
EYI=N- EX]=N- Da-p)" 


类 似 地 , 在 收集 优惠 券 时 , 既 没 有 i, 又 没有 了 的 概率 为 1 一 Pi 一 pj. 同时 , 每 次 收集 
的 优惠 券 种 类 与 以 前 所 收集 到 的 优惠 券 相 互 独立 , 因此 


P(AiA;y)=(1—p—p)"”, izj 


这 样 ， 
EI[X(X—1)]= 22 ,P(A4iA;) 一 22》.(1 — pi — py)” 
或 E[X?] =2 (1 —p;—p;)" + BIX] 


这 样 , 我 们 得 到 一 
Var(Y) = Var(X) = E[X?] — (EIX])? 
N N 


= 220 —Pi— py)" + 2 一 Pi) 一 (Za -pn 
特别 , 当 pi = IAAVi=12……N 时 ， 
swh-(- 其 
VarO”) = NN -Di) +N(1-) -Ni) 加 


例 3e ( 负 超 几何 分 布 随机 变量 ) 负 超 几何 分 布 (negative hypergeometric distri- 
bution) 是 这 样 定 义 的 : 设 一 坛子 内 共有 m 十 n 个 球 , 其 中 了 个 为 特别 的 球 , m 个 
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为 通常 的 球 , 每 次 从 坛子 中 随机 地 取出 一 个 球 , 即 坛子 中 的 每 一 个 球 都 以 相等 的 概 
率 被 取 到 , 记 了 为 取 到 r 个 特别 球 的 时 候 所 需 的 抽取 次 数 , 则 Y 的 分 布 就 是 负 
超 几何 分 布 ， 负 超 几 何 分 布 与 超 几何 分 布 的 关系 同 负 二 项 分 布 与 二 项 分 布 的 关系 
是 一 样 的 . 它们 不 是 考虑 成 功 次 数 的 概率 , 而 是 考虑 为 达到 固定 成 功 次 数 所 需 试 验 
次 数 的 分 布 , 现在 求 Y 的 分 布 . Y = 是 这 样 的 事件 , 它 是 由 下 列 两 个 条 件 所 确 
定 的 : 

(a) 前 面 上 一 1 个 球 中 , 含 7 一 1 个 特殊 的 球 ,一 7 个 通常 的 球 . 

(b) 第 个 球 为 特殊 球 . 

显然 ， 
("TD nr++l 
一 TI 

(7) 

我 们 不 打算 用 了 的 分 布 直 接 计 算 Y 的 方差 和 期 望 . 我 们 采用 如 下 的 技巧 : 将 m 个 
通常 的 球 记 成 o1,… ,om, 用 4; 表示 “在 7 个 特殊 的 球 被 取 走 以 前 , oi 已 经 被 取 走 ” 
这 一 事件 , 令 六 为 41,… , Am 中 事件 的 发 生 数 , 则 X 就 是 > 个 特殊 的 球 被 取 走时 
被 取 走 的 通常 球 的 个 数 . 显然 了 = > 十 X, 因此 ， 


El[Y] =7+ EI[X]=r+ SP(A) 


P{Y =}= 


为 计算 P(4i), 考虑 n 填 1 个 球 , 其 中 一 个 球 为 0, 其 他 的 球 都 是 特殊 的 球 . 设想 从 
坛子 里 一 个 一 个 地 往外 随机 地 取 球 , 最 后 把 全 部 球 都 取出 来 , 现在 可 产生 n+1 种 
情况 , 一 种 情况 是 o; 比 这 ” 个 特殊 球 早 出 来 , 第 2 种 情况 是 最 先 取 到 一 个 特殊 球 ， 
然后 出 现 oi, 然后 其 他 球 陆续 出 来 , 等 等 , 最 后 一 种 情况 是 所 有 n 个 特殊 球 都 取出 
以 后 , 0; 才 被 取出 来 . 

由 于 这 n 十 1 个 球 都 处 于 平等 的 地 位 , 上 述 的 ”+ 1 种 情况 是 等 可 能 的 , 因此 ， 
每 种 情况 出 现 的 概率 为 1/n, 而 4; 刚好 是 由 前 7 种 情况 所 组 成 , 因此 


7 
P(A4i) = n++l1 


这 样 1 
举例 来 说 , 在 翻 牌 游戏 中 , 在 一 副 扑 克 牌 中 , 翻 出 一 张 黑 桃 所 需 的 平均 翻 牌 数 
为 1 +39/14 = 3.786(r = 1,n = 13,m = 39), 而 翻 出 一 张 “A” 所 需 的 平均 张 数 为 
1+48/5= 10.6(r = 1,n = 4,m = 48). 
现在 计算 Var(Y) = Var(X). 我 们 利用 等 式 
E[X(X—1)]=2) P(A4;4;) 


?< 了 


7.3 ”试验 序列 中 事件 发 生 次 数 的 和 ”273 


其 中 P(4i4;) 是 > 个 特殊 球 被 取出 以 前 ci oj 已 经 被 取出 来 的 概率 . 考虑 n+2 个 
球 , 其 中 包括 0i,0; 以 及 个 特殊 的 球 . 由 于 oi,0; 以 及 个 特殊 的 球 在 抽取 过 程 
中 完全 处 于 平等 地 位 , 因此 事件 4;4; 等 价 于 of 和 oj 这 两 个 球 在 被 取出 的 过 程 中 
排 在 前 + 十 1 位 , 这 样 


n nn ) 
Pt) = ("Ct = ts 


从 而 ， 


r(r 十 1) 
BX(X -1 -2(2) mir 
或 
EI[X™ = m(m 一 1) r(r+l) + EB[X] 


(n+ 1)(n + 2) 
由 于 E[X] = mr/(n 十 1), 我 们 有 
Var(Y) = Var(X) = m(m — 1) 


r(r+1) (2 ) 
(n+l1)m+2) 于 十 1 n++l1 
_ mr(n+l—r)(n+i+m+1) 

(n+ 1)2(n + 2) 

例 3f (优惠 券 收 集中 落 单 种 类 问题 ) 设 一 共有 n 种 不 同 的 优惠 券 , 在 收集 优惠 
券 时 , 假设 各 种 优惠 券 是 等 可 能 出 现 的 , 并 且 与 以 前 收集 的 历史 是 相互 独立 的 . 现 
设 一 个 人 不 断 收集 优惠 券 , 直到 全 部 n 种 优惠 券 收集 齐全 为 止 . 一 种 优惠 券 称 为 落 
单 的 , 是 指 当 收集 到 全 部 种 类 的 优惠 券 时 , 这 种 优惠 券 只 收集 到 一 张 . 现在 希望 求 
出 在 收集 过 程 中 , 落 单 的 优惠 券 的 种 类 数 的 期 望 和 方差. 

解 : 记 X 表示 在 收集 过 程 中 落 单 的 优惠 券 数目 . 令 五 表示 收集 到 的 第 i 种 优 
惠 券 的 种 类 . 4; 表示 Ti; 在 收集 的 过 程 中 落 单 , 则 X 等 于 41.… , 4 中 发 生 的 事件 
数 , 从 而 E[X] = D0" P(A4;). 

现在 求 P(4;), 当 第 一 次 收集 到 到 类 型 的 优惠 券 后 还 需 收集 (n 一 外 个 新 的 类 
型 的 优惠 券 . 此 时 , 这 n 一 ?+ 工种 (n 一 i 种 未 收集 的 以 及 生 ) 优惠 券 同 等 可 能 地 能 
成 为 最 后 一 类 被 收集 到 的 优惠 券 , 从 而 落 单 . 则 五 落 单 的 概率 为 1/(n 一 ;+ 1), 因 
此 P(4j)=L/n -+TlD, 从 而 


B= Di i 


i=1 i=1 


现在 确定 落 单 优惠 券 数 的 方差 . 对 i <j, 定义 5i; 表示 “第 一 次 收集 到 工时, 到 仍 
只 有 一 张 ”, 显然 4;4; S 5;;. 现在 利用 条 件 概率 公式 ， 

P(AiA;) = P(AiA;|Si;)P(Si;) 
按 上 面 的 公式 , 为 求 P(A;4;), 我 们 只 需 分 别 求 P(5;;) 和 P(Ai4;1Si;). P(Si;) 是 如 
下 事件 的 概率 ; 收集 到 后 , 在 Ti 和 待 收集 的 n 一 i 种 共 n 二 1 一 i 种 优惠 券 中 , 收 
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集 的 前 了 一: 种 中 没有 到 . 由 于 全 等 可 能 地 成 为 第 一 、 第 二 、.……: 、 第 ”+1-; 种 
再 次 被 收集 到 的 品种 , 因此 

j—i 7 二 1 一 7 
1 

现在 考虑 5i; 发 生 的 条 件 下 ,4i;457 发 生 的 概率 . 当 第 一 次 收集 到 以 后 (ZT; 在 此 
前 已 经 收集 到 ), 考虑 以 后 的 n 一 ;十 2 种 优惠 券 , 其 中 包括 尚未 收集 到 的 n 一 j 种 
新 的 优惠 券 以 及 Ti 和 Ty, 只 有 TT, 出 现在 n 一 j 种 未 收集 到 的 优惠 券 之 后 , 事件 
4:45 才 发 生 . 由 于 这 nn 一 ;二 2 种 优惠 券 的 地 位 是 平等 的 , 这 样 


354 P(AiAjlSis) = 1/(" +t» 7) = TD 
由 此 可 得 ， 
MM) mam 1 
因此 


1 
BIX(X -DN -4 mira 


2< 了 


利用 前 面 得 到 的 E[X] 的 公式 , 有 
1 1 1\2 
Var00=42 mrt i (D7) 面 


<I i=1 i=1 
7.4 ， 协 方差 、 和 的 方差 及 相关 系数 
下 面 是 关于 独立 随机 变量 乘积 的 期 望 的 一 个 命题， 
命题 4.1 若 X,Y 相互 独立 , 则 对 任何 函数 h 和 9, 下 式 成 立 ， 


Elg(X)h(Y)] = Elg(X)] ELA(Y) 


证 明 : 设 XY 具有 联合 密度 f(z, 妇 ), 则 
Bo = ff sh) Waray 
= /fs Wadray 
= nivewey {gto fxs 
= EIh(Y)]E[g(X)] 
离散 情形 下 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 四 


7.4 协 方差 、 和 的 方差 及 相关 系数 ”275 


期 望 和 方差 可 以 给 出 单个 随机 变量 的 信息 , 两 个 随机 变量 的 协 方差 可 指示 两 个 
随机 变量 之 间 的 关系 . 

定义 和 和 YY 之 间 的 协 方差 Cov(X,Y) 由 下 式 给 出 : 

Cov(X,Y) = E[(X — ELXD)(Y ~ ELY])] 
将 上 式 右 边 期 望 号 下 的 表达 式 展开 , 可 得 
Cov(X,Y) = E[XY — E[X]Y — XEIY] + ELX]E[Y]) 
= EI[XY] ~ E[X]E[Y] ~ EILX]E[Y] + E[X]E[Y)] = EI[XY] — E[X]EI[Y] 

车 X,Y 相互 独立 , 则 由 命题 4.1 可 知 Cov(X,Y) = 0. 但 是 其 逆 命 题 却 不 真 . 

下 面 给 出 一 个 相依 随机 变量 具有 零 协 方差 的 例子 . 设 X 满足 下 式 ， 
P{X=0}= P{X=1}= P{X=-1}=1/3 


-| XK#0 


355 


定义 


1 X=0 


由 XY =0 可 知 EI[XY] = 0, 同时 EE[X]=0, 从 而 
Cov(X,Y) = EI[XY] ~ E[X]E[Y] = 0 
然而 , X, Y 并 不 独立 . 
下 面 的 命题 列 出 了 协 方差 的 若干 性 质 . 


命题 4.2 (i) Cov(X,Y) = Cov( X) 
(iii) Cov(aX,Y) = aCov(X,Y) 


(iv) Cov( PLX PEN) = Dr DY Cov (Xi 功 ) 


命题 4.2 的 证 明 : (i)(ii) 可 直接 由 协 方差 的 定义 证 得 . (i) 作为 练习 留 给 读者 
去 证 . 现 证 结论 (iv). 记 yi = BE[Xi],v; = E[W]. 则 由 


I B[3¥] = 356 


(ii) Cov(X,X)= Var(X) 


得 


(Xi — ps ,0 — yy )| 
= 5| 3 >- — ji)(¥ — -可 | -Vy SB) 0) 


?一 1 j=1 
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上 述 最 后 一 个 等 式 也 是 利用 了 期 望 运算 的 可 加 性 ， 本 


n nn 


Var (DX) = Cor( DX DN) = 5 Cov(Xi, Xx)) 
i=1 i=1 j=1 


i=1 j=1 
= 》 Var(Xi) + 》 > Cov(Xi, X;) 
i=1 7 
在 上 式 中 , 对 于 i,j,i 关 j 二 重 和 中 出 现 了 两 次 , 因此 上 式 等 价 于 
Var (> | = 入 Var(Xi) +2 >》 > Cov(Xi, Xj) (4.1) 
i=1 i=1 i<J 


如 果 XI1,… ,Xn 两 两 独立 , 即 对 于 i 关 j, Xi 与 X; 相互 独立 , 此 时 , 方程 (4.1) 简 


ww ( 守 ) -vet 


下 面 的 例子 说 明了 公式 (4.1) 的 用 处 . 

例 4a 设 XR,… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 其 公共 期 望 为 /, 方差 为 
a2. 如 例 2c 那样 ， 令 X 二 Di Xi/n 为 样本 均值 ， Ai 一 X,i 二 1 ) 也 称 为 离 差 ， 
等 于 个 体 数 据 与 样本 均值 之 差 . 随机 变量 

_ (XX) 
3 = 2, nl 
称 为 样本 方差 . 求 (a)Var( 喜 ) 和 (b)B[S2]. 
解 : (a) 利用 独立 性 得 
ve- (2) Var (DK) = (2) Svare) = 
i=1 4 一 1 
(b) 我 们 由 下 列 代数 恒等式 开始 计算 
(n—1)5? = 2 (Xi 一 由 十 几 一 总 ) 
= XH) + (有 一 癌 2 一 2( 广 一个》 0OG 一 站 
i=1 


i=1 


= (Xp) +n(R -pp -2 pn(F-p) 


再 求 期 望 , 得 到 
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-DB 的 = 和 Bo- 


= no2 — nVar(X) = (n— 1)o? 
上 面 的 最 后 等 式 是 利用 了 (a) 的 结果 , 而 最 前 面 的 等 式 是 利用 例 2c( 即 jp = E[X]) 
的 结果 . 两 边 再 除 以 (n 一 1) 就 得 到 样本 方差 的 期 望 为 c2. | 


下 面 例子 提供 了 求 二 项 随机 变量 方差 的 另 一 个 方法 . 


例 4b (二 项 随机 变量 的 方差 ) 设 X 为 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p), 求 Var(X). 


解 : 由 于 X 表示 n 次 独立 重复 试验 的 成 功 次 数 , 而 每 次 成 功 的 概率 为 p, 可 

表示 成 : X = Xi +… 十 Xn, 其 中 Xi 为 独立 同 分 布 的 伯 努 利 随 机 变量 
二 /1 第 i 次 试验 成 功 
” 【0 其 他 
利用 (4.1) 可 得 Var(X) = Var(X1) +.… 十 Var(X) .又 有 ， 
Var(Xi) = E[X?] ~ (EI[Xi])? = E[Xi] — (E[Xi])? 由 于 X?=X; 
=p—p 

因此 , Var(X) = np(l — p) 国 

例 4c (有 限 总 体 中 的 抽样 ) 设 一 共有 N 个 人 , 每 一 个 人 对 某 件 事情 有 一 个 态 
度 , 用 一 个 实数 v 表示 一 个 人 对 该 事件 的 “支持 态度 ”. 用 w 表示 第 i 个 人 的 支持 
态度 , i = 1,2,.… ,N. 

现 假定 一 个 统计 工作 者 为 了 获得 关于 vi 的 信息 , 他 “随机 地 选 定 ”n 个 人 , 了 
解 他 们 的 v 值 . 所 谓 随机 地 选 定 n 个 人 , 是 指 所 有 n 个 人 的 组 都 是 等 可 能 地 被 先 
定 , 而 这 种 组 一 共有 ( ，) 个 . 当 这 m 个 人 被 选 定之 后 , 就 征询 他 们 对 某 事件 的 态度 


并 确定 他 们 的 v 值 . 用 5 表示 这 些 被 选 定 的 n 个 人 的 。 值 的 总 和 , 求 它 的 期 望 和 
方差， 
上 面 提 到 的 问题 的 一 个 重要 的 特例 是 , 在 未 来 的 选举 中 , 某 社 区 中 的 每 个 人 对 
于 某 项 建议 或 者 候选 人 有 一 态度 , 或 者 支持 或 者 反对 , 若 取 vi 为 1 表示 第 i 个 人 支 
持 , 取 0 为 反对 , 则 5= 开 作 vi/N 表示 社区 中 表示 支持 的 人 数 比例 . 为 了 估计 5， 
取 一 个 n 个 人 的 随机 样本 , 让 他 们 进行 投票 表态 , 样本 中 表示 支持 的 人 数 所 占 的 比 
例 S/n, 通常 用 作 5 的 估计 . 
解 : 对 每 一 个 人 i,i = 1,.… ,NN, 确定 一 个 示 性 函数 五 , 表示 这 个 人 是 否 在 样 
本 中 ， 
0 
”Lo 其 他 
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5 具有 下 列表 达 式 
和 一 》 ui 
1 一 1 
故 
N 
= 2 "BA 
Var(S) = Do vertu ) 十 2》 Cov(wili, vl ) 
i<j 
一 -vt ) 十 2》, viv;Cov( (五 ;万 ) 
1z< 了 7 
由 于 
_n 1 n(n—1) 
El[L] = rE E[LL] = NN 1) 
可 得 
Var( 五 ) = (1 一 六) 
_ nm—1) nv? nn(N—n) 
360 Co 5)= WNT) ~ (z) NN 1) 
因此 ， 
N 
五 [9] = m》， 元 一 nd 


N 
Var(5) = 多 (2 “) 2 
利用 恒等式 (vi 十:… 十 vn)? = pn 2 十 2 2 ;cj wo, Var(S) 可 简化 为 


wt9 -只 型 (名 
现在 考虑 Np 个 w 为 1, 其 余 的 vi 值 为 0 的 特殊 情况 . 此 时 , 5 是 一 个 超 几 何 随机 
变量 , 其 期 望 和 方差 为 
El[S|=ny=np 由 于 5= 人 2 fp 


Uj 
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S/n 表示 样本 中 ww 取 值 为 1 的 那 一 部 分 的 比例 . 5/n 的 方差 和 期 望 如 下 : 


E | =p, Var G2) = i?0 D) [ 
设 X,Y 为 两 个 随机 变量 , 假定 Var(X) 和 Var(Y) 均 大 于 0, 则 
(X,Y) = Cov(X,Y) 
和 TV 


称 为 和 和 了 的 相关 系数 , 可 以 证 明 
-lg p(X,Y)&1 (4.2) 


为 证 明 (4.2) 式 , 令 o2 = Var(X),c2 = Var(Y). 利用 不 等 式 


Y 
0< Var (去 + 过 加 Ver Var() 2Cov(X,Y) 
02 o2 azay 


Oz Oy 


= 2[1 + p(X, Y)] 


可 知 -1 < p(X,Y). 另 一 方面 , 由 不 等 式 
Y xX Cov(X, 
0o<var (六 -二 = te OD a p(x,y) 
可 知 p(X,Y) < 1. 因此 , 不 等 式 (4.2) 成 立 . 
事实 上 , 由 Var(2) = 0 可 推 知 随机 变量 2 以 概率 为 1 地 等 于 一 个 常数 (第 8 
章 将 严格 地 证 明 这 一 事实 )， 由 (4.2) 式 的 证 明 可 以 看 出 , 若 p(X,Y) = 1, 可 推导 得 
Y=a+bX, 其 中 b= oy/ozr >0, 同 理 ， 若 p(X,Y) 一 一 1 可 推导 得 了 一 Q 十 bX， 其 
中 b= 一 0y/oz < 0. 现在 我 们 将 下 列 逆 命题 作为 练习 留 给 读者 : 若 了 = ac 十 5, 则 
ao(X,Y) = 二 1 或 一 1, 其 正 负 号 由 5 的 正 负 所 决定 . 
相关 系数 是 X,Y 之 间 线 性 依赖 程度 的 一 种 度量 . 当 p(X,Y) 接近 +1 或 -1 时 ， 
表明 XX 与 Y 之 间 具 有 很 高 的 线性 依赖 性 , 而 当 p(X,Y) 接近 0 时 , 表示 两 者 之 间 缺 
乏 这 种 线性 依赖 性 . 当 p(X,Y) 取 正 值 时 , 说 明 当 X 增加 时 , Y 趋 于 增加 , 而 负 值 说 
明 当 X 增加 时 , Y 趋 于 下 降 . 若 p(X,Y) = 0, 则 称 X,Y 为 不 相关 (uncorrelated). 
例 4d 记 I4,1s 为 事件 4,B 的 示 性 函数 , 即 
1 4 发 生 1 B 发 生 
14 = Jp = 
{ 其 他 人 其 他 
则 
已 [4 = P(4)，EUB] = P(B), ElIals] = P(AB) 


Cov(I4, 18) = P(AB) - P(4)P(B) = P(B)[LP(4IB) ~- P(A)] 
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由 上 式 可 得 到 一 个 非常 直观 的 结论 : I4 和 Is 为 正 相 关 , 不 相关 或 负 相关 , 只 需 看 
P(41B) 是 大 于 、 等 于 或 小 于 P(4) 即 可 . a 


下 面 的 例子 指出 样本 均值 与 离 差 是 不 相关 的 . 
例 4e 设 入 ,… ,Xn 为 独立 同 分 布 序列 , 其 公共 方差 为 o?, 指出 
Cov(X; 一 及 ,六 ) =0 


解 : 
Cov(Xi — X,Y) = Cov( X) — Cov(X,X) = Cov | xX, 1 5 — Var(X) 
n 
7=1 
n 2 2 ,2 
= 工 》 CowX,X) -TT-0 
n n n n 


j=1 
其 中 第 三 个 等 式 是 利用 了 例 4a 的 结果 , 最 后 的 等 式 是 由 于 下 列 等 式 的 结果 ， 
cuoc x0) { i 关 j ”由 独立 性 
o?2 i=7) 由 Var(Xi)=0o? 
尽管 鲜 与 XX; 一 不 相关 , 但 通常 它们 并 不 相互 独立 . 然而 当 XX; 为 正 态 分 布 
时 , XX 不 仅 与 Xi 天 独立 , 而 且 与 整个 序列 X; 一 鲜 ,j = 1,2,… ,n 相互 独立 , 这 
些 结果 将 在 7.8 节 给 出 . 在 7.8 节 中 还 将 指出 在 正 态 的 假定 之 下 , 矶 与 样本 方差 92 
也 相互 独立 , 并 且 (n 一 1)5?/o? 具有 自由 度 为 (n 一 1) 的 x? 分 布 (关于 82 之 定义 
363| 见 例 4a). 国 
例 4 考虑 m 个 独立 实验 , 每 个 实验 具有 7 个 可 能 的 实验 结果 , 相应 出 现 的 
概率 分 别 为 P,… , 忆 , >7_1 B=1. 令 Ni 表示 m 次 实验 中 结果 i 出 现 的 次 数 , 则 
Ni ,NN 具有 多 项 分 布 
P{Ni=n, N2=n2,.…. ,N+ =nr}= m! 


r 
PP P™” ) n=m 
ni!lin2zl...n.! 1 

1 二 


对 于 i 关 j, 当 Ni 增 大 时 , N; 应 趋向 于 变 小 , 因此 , 直观 地 看 来 ,Ni 与 Nj; 应 为 负 相 
关 . 现在 计算 它们 的 协 方差 . Ni 和 Ni 具有 下 列表 达 式 


Ni= Dl(k) 和 N;= DL(k) 
k=1 k=1 


LD) 2 | 第 次 试验 的 结果 为 ;1 - | 第 次 试验 的 结果 为 


0 其 他 0 其 他 
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利用 命题 4.2(iv), 得 到 Cov(Ni, Ni) = > 所 ICov(E(1 记 (人 ). 由 于 第 有 次 试 
验 结果 是 与 第 4 次 试验 结果 是 相互 独立 的 , 可 知 
Cov(ITi(K),L(6) =0 kA#1 
另 一 方面 
Cov(1:(0), 1;(0)) = BIL(OD(O — EEO EO =0- PP = -PP 
这 样 , 我 们 得 到 
Cow(Ns Nj) = —mPP i#} 


由 上 式 可 知 N; 和 Ni 是 负 相关 的 , 符合 我 们 的 直观 看 法 . 


7.5 条 件 期 望 


7.5.1 定义 


当 X 和 了 的 联合 分 布 为 离散 分 布 时 , 对 于 P{Y =y} > 0 的 y 值 , 给 定 Y=y 
之 下 , XX 的 条 件 分 布 列 由 下 式 定义 : 
(z,y) 


pxiy (zly) = P{X = zlY =Yy} = pr 


很 日 然 地 , 对 于 py(y) > 0, XX 在 给 定 Y =y 之 下 的 条 件 期 望 由 下 式 给 出 
EIXIY =y] = 7rP{(X=zlY =Yy} = ) zpxly(zly) 


例 5a 设 X 和 了 独立 同 分 布 , 其 公共 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参数 为 (n,p). 计算 
在 关 +Y =m 的 条 件 下 XX 的 条 件 期 望 . 
解 : 首先 计算 关 十 Y 二 m 之 下 ,XX 的 条 件 分 布 列 ,对 于 有 < min(n,m)， 


PX=HX+Y = mr 
_ P{X=khY=m-k} P{X=k}P{Y=m-k} 
~ P{X+Y=m} P{X+Y =m} 


WA Near 全 


(jprd -me (m) 


nm 


此 处 , 我们 利用 了 关 +Y 的 分 布 列 为 二 项 分 布 (参数 为 (2n,p)). 因此 ,在 X+Y =m 
的 条 件 下 , X 的 分 布 为 超 几 何 分 布 . 由 例 2g, 我 们 得 到 
EI[X|X+Y = m= m/2 恬 
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类 似 地 , 设 三 和 了 的 联合 分 布 连续 , 其 联合 密度 函数 为 f(x,9y), 对 于 给 定 的 


= 纪 只 要 fy(y) > 0 甘 的 条 件 密度 函数 由 下 式 给 出 : 


fxlY (zly) = ey 


很 自然 地 , 给 定 了 =y 的 条 件 下 , 的 条 件 期 望 由 下 式 给 出 
ELX|Y = = 广 zfxly (zly)dz 


此 处 假定 fy(y) > 0. 
例 5b 设 X 和 了 的 联合 密度 函数 为 
@—T/ye—y 
zy) = 0<7z<o%0,0<yYy<o0 


计算 E[X|Y = 外. 
解 : 先 计算 条 件 密度 
_jz 有 je 人 __ (ye "Ve 


jxrz 四 = 家 -一 -Le we” 
/Yly) 人 f(xy)dz / (1/y)e-®/ve-vdz 


2 (We _ 1- 
f Qerwar ， 
0 
因此 , X 在 给 定 Y =y 之 下 的 条 件 分 布 刚 好 是 指数 分 布 , 其 期 望 为 y, 因此 
E[X|IY =Yy = / ye -zydz =y 图 
注 ， 条 件 概率 满足 概率 的 所 有 性 质 , 条 件 期 望 也 满足 通常 期 望 的 性 质 , 例如 


公式 


》 9g(z)jpxlr(z| 离散 情形 


Elo(X)Y =y] = 
人 g(z)fxly(zlg)dz 连续 情形 


和 n nn 
BD XlY =y] = 5 BilY = 
i=1 i=1 
仍然 有 效 . 事实 上 , 给 定 Y =y 之 下 的 条 件 期 望 可 以 看 成 是 较 小 的 样本 空间 中 的 普 
通 的 期 望 , 这 个 小 的 样本 空间 由 满足 条 件 {Y = y} 的 那些 样本 点 组 成 m 


7.5.2 ”利用 条 件 计 算 期 望 
用 E[XIY] 表示 随机 变量 Y 的 函数 , 它 在 Y = y 处 的 值 为 E[X|Y = yy], 注意 
EIXI|Y] 本 身 是 一 个 随机 变量 . 下 面 给 出 的 命题 是 条 件 期 望 一 个 极其 重要 的 性 质 ; 


命题 5.1 
EIX] = ELE[XIY]] (5.1) 


若 Y 是 离散 型 随机 变量 , (5.1) 变 成 


EIX] = DO ELIXIY =yP{Y = (5.1a) 


若 了 的 分 布 连续 , 具有 密度 函数 fy(y), 则 公式 (5.1) 变 成 


Bx]= /BE = yy(Way (5.1b) 
X 和 六 为 离散 情形 下 (5.1) 式 的 证 明 : 我 们 必须 指出 
E[X] = >_ EIXIY = yP{Y = (5.2) 


y 


从 等 式 右边 开始 ， 
2 2XlY = YP{Y =Yy} = 2 PH PY = hh 


-0 DD Y= 办 
= 7 p(X yj pIX 6 


证 毕 . 关 

可 以 这 样 来 解释 (5.2) 式 , 期 望 值 E[X] 可 以 看 成 条 件 期 望 E[XIY = yj 的 加 权 
平均 , 而 权 值 刚好 是 条 件 {Y = y} 的 概率 . 这 个 结果 对 计算 随机 变量 的 期 望 是 极其 
重要 的 , 它 可 以 让 我 们 首先 很 容易 地 计算 某 随机 变量 在 给 定 条 件 之 下 的 条 件 期 望 ， 
然后 再 对 条 件 期 望 求 平均 . 下 面 的 例子 说 明了 这 个 公式 的 用 处 . 

例 5c 一 个 矿工 在 井下 迷 了 路 , 迷路 的 地 方 有 三 个 门 , 从 第 一 个 门 出 来 , 经 过 3 
个 小 时 后 , 可 到 达 安 全 之 处 . 若 从 第 二 个 门 出 去 , 经 过 5 个 小 时 后 , 他 会 回 到 原 地 . 
若 从 第 三 个 门 出 来 , 经 过 7 个 小 时 后 才 会 到 原 地 . 假定 工人 在 任何 时 候 都 是 随机 地 
选择 一 个 门 . 问 这 个 工人 为 了 走 到 安全 之 处 , 平均 需要 多 少时 间 . 

解 : 设 X 表示 该 矿工 为 到 达 安 全 之 处 所 需 的 时 间 , 又 设 Y 为 他 选择 的 门 的 号 
码 , 则 

E[X] =B[X|IY =1]P{Y=1}+BIX|IY=2]P{Y =2}+E[IX|Y =3]P{Y =3} 


=3(BIXIY =1]+E[IX|IY =2] + E[IXIY = 3])， 


367 


EIXlIY =1]=3 EIXlY=2]=5+ELX] EIXIlY=3]=7+E[X] (5.3) 


369 
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我 们 在 此 对 (5.3) 式 作 一 解释 , 例如 EIXIY = 2] 的 公式 , 其 理由 如 下 : 如 选择 第 
二 个 门 , 他 花 5 个 小 时 后 又 回 到 了 原 地 , 但 回 到 原 地, 问题 与 刚 开 始 时 一 样 , 他 到 达 
安全 地 点 所 需 时 间 为 B[X]. 因此 E[X|Y = 2] = 5 十 B[X]. (5.3) 的 其 余 公 式 是 完 
类 似 的 . 因此 | 
五 [X] = 了 (3 十 5 十 五 [XI +7 了 十 五 区 ]) 
从 而 E[X] = 15. 加 

例 5d (随机 个 数 随机 变量 之 和 的 期 望 ) 假设 在 某 一 天 进入 百货 商店 的 人 数 是 
一 个 随机 变量 , 其 平均 数 为 50. 进一步 假定 这 些 顾客 在 店 里 花费 的 钱 数 是 相互 独立 
且 同 分 布 的 随机 变量 , 每 位 顾客 的 花 钱 数 的 期 望 为 8 元 , 并 且 顾 客 的 花 钱 数 与 进入 
百货 店 的 人 数 也 是 相互 独立 的 . 求 那 一 天 百货 店 营业 额 的 期 望 值 . 

解 : 记 N 为 进入 百货 店 的 顾客 人 数 , X; 是 顾客 i 在 店内 的 消费 额 , 则 百货 店内 
消费 总 量 为 六 ,Xi 


但 
N 
E|[D XN=n|= a[D x = 
i=1 
= B[S>x] 由 Xi 与 N 的 独立 性 
-nmEE ”其 中 E[X] = BO 
由 此 可 得 ， 、 
E > xl = NE[X] 
?一 上 
从 而 ， 
b> Xi| = EINE[IX]| = EIN]EIX] 
因此 , 当天 百货 店 营业 额 的 期 望 值 为 50 x 8 = 400 元 . 一 


例 5e 掷 仍 子 的 “Crap” 游戏 是 这 样 的 , 每 次 据 两 枚 角子 , 开始 时 , 如 果 得 到 的 
点 数 之 和 是 2, 3 或 12 则 玩 者 输 , 若 得 到 7 或 11, 则 玩 者 赢 , 若 得 到 的 是 其 他 点 数 6 
则 需 继续 玩 下 去 , 一 直到 掷 出 7 或 i 为止 . 车 玩 者 最 后 得 到 的 点 数 为 7, 则 玩 者 给 
车 最 后 得 到 的 为 ; 则 玩 者 赢 . 记 为 据 肯 子 的 次 数 , 求 ， 

(@) BIR (b) EIR| 玩 者 户 ; (c) ER| 玩 者 输 ]. 
解 : 记 已 为 每 次 掷 仍 子 得 到 两 个 朋 子 之 和 为 i 之 概率 , 易 知 


一 工 
R= Pei= i= 2,3,...,7 
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记 5 为 第 一 次 掷 出 点 数 , 则 
12 
E[R|= 》_ E[RIS =ilP; 
z 一 2 


其 中 ， 


1 i = 2,3,7,11,12 
BR 下 =] ， 1 其 他 
P+ 


在 上 式 中 , 若 第 一 次 得 到 1 六 2,3,7, 1 或 12, 则 玩 游戏 者 必须 继续 进行 直到 出 
现 i 或 7 为 止 ,而 擅 般 子 的 次 数 服从 几何 分 布 ,参数 为 -+ ,因此 , 挤 艇 子 的 期 望 
次 数 为 刁 二 所 +1, 其 中 +1 表示 加 上 第 一 次 搓 般 子 ,这样 


Pp 10 


6 
Pb 一 
2 网 1+ 记 再 再 十 志 瑟 二 广 =1+2(3/9+4/10+5/11) = 3.376 


现在 计算 BP[R| 启 | , 为 此 , 先 计算 玩 游戏 者 启 的 概率 p. 将 第 一 次 掷 般 子 的 结果 5 作 
为 条 件 ， 


PB 
p= POS -n= P+ rtp Rr nes? = 0.493 


上 面 等 式 中 当 5 = 1,1 = 4,5,6 或 8,9,10 时 , P{ 赢 |S = 让 就 是 在 后 续 描 山子 过 程 中， 
i 在 7 之 前 出 现 的 概率 , 值 为 PB/(P+ Py). 现在 需要 确定 玩 游戏 者 赢 的 条 件 下 5 的 
条 件 概率 , 记 Qi = P{5 = i| 启 }, 我 们 有 
Q2=Q3=Q12=0 QQr=P/p Qi= Pi/p 
对 于 ?= 4,5,6,8,9, 10 
QO;= P{5=i 鹿 } BP 人 亡 |S=ij P? 
P{ 赢 | p ~ p(B+P) 


这 样 ， 
E[R| 赢 ] = 2, E[R| 赢 ,5S = i]Q; 


在 第 6 章 例 3 已 经 指出 , 已 知 5 = ;的 条 件 之 下 , 需要 撕 多 少 次 角子 与 最 后 的 结果 
是 说 或 输 是 相互 独立 的 .( 可 以 这 样 来 看 这 个 事实 , 在 需要 掷 的 次 数 为 RR 的 条 件 下 ， 
是 赢 是 输 的 概率 与 已 经 掷 了 几 次 是 无 关 的 , 再 利用 事件 独立 性 的 对 称 特性 , 即 4 独 
立 于 事件 B, 则 B 也 独立 于 事件 4, 可 以 推出 在 输赢 已 知 的 条 件 下 , RR 的 分 布 与 输 
顾 也 是 无 关 的 .) 这 样 我 们 得 到 


E[R| 启 ] = 2 BIRIS- = 让 Qi=1+ 二 到 


BT 


10 
Qi 
+ ETE 2.938 
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虽然 我 们 可 以 仿照 计算 刀 B 襄 一样, 计算 BR 输 ] . 但 是 由 下 面 的 公式 
E[R] — ELRI 遍 ip+ ELR 输 (1 一品 
可 立即 求 得 
BARI) = “Me 


例 5f 在 第 6 章 例 5c 已 经 指出 , 二 维 正 态 随机 向 量 (X,Y) 的 联合 密度 为 


1 1 zx— he y— py 
(i 
fw) 2rozayVI 一 02 "| zl( 2) Oy 


_ 2 He)(y — 区 | | 


OzOy 


= 3.801 图 


现在 需要 指出 p 是 X 与 了 的 相关 系数 . 第 6 章 例 5c 已 经 指出 , 在 Y=y 之 
下 , X 具有 正 态 分 布 , 其 条 件 期 望 为 la + p 亚 (y 一 jw), 由 此 得 到 


EIXY|Y =y = E[XylY = y= yE[IXIY = 


一 Oz, 一 Or 2 
一 yl 十 pF (y 1m)| yz 二 07 ( 久 ~ pyy) 
从 而 
oO. 
EIXYIY] = Yue + pS(Y? — pyY) 
y 


由 上 式 可 得 
Oz Oz 
BIXY] = BlY1s + pT(Y? ~ pyY)| = poB[Y] + pT BlY? ~ pyY] 
Oy Oy 
Or Oz 
= pspy + po (BY) 19) = ppy + p> Var(Y) = jahiy + powoy 
y y 
由 此 可 得 
Cov(X,Y) _ E[XY]— /zuy _ pozoy 


Corr(X,Y) = = 
OzOy OzOy azay 


有 时 候 , 随机 变量 X 的 期 望 B[X] 反而 容易 计算 , 此 时 我 们 可 利用 关于 条 件 期 
望 的 恒等式 ( 即 (5.1a) 或 (5.1b)) 来 计算 条 件 期 望 , 请 看 下 面 的 例子 . 

例 5g 考虑 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 的 结果 为 1,2,… ,k, 相应 的 概率 为 
pl,… ,pk, hpi = 1. 令 Ni 表示 试验 中 出 现 结果 i 的 次 数 . 对 于 站 关 放 计算 

(a) EINj;|Ni > 0]. (b) EIN;jIN; > 1]. 


解 : 对 于 (a), 令 
I 0, N=0 
1, N:>0 
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EIN;] 可 以 写成 

E[IN;] = EINj|T = 0]P{I =0} + EINjIT = 1]P{I = 1} 
或 等 价 地 

E[IN;] = E[N;|N; = 0]P{N; = 0} + E[N;|N; > OJP{N:; > 0} 
对 于 和 N;, 其 无 条 件 分 布 是 二 项 分 布 , 相应 的 参数 为 (n,p;). 现在 设 Ni =7 给 

定 , 则 其 余 的 NN 一 " 次 试验 不 会 取 到 i, 并 且 相 互 独立 地 取 j 的 概率 为 P(j| 不 是 i) = 
pi/(ll —pi). 因此 N; 在 Ni;=7 之 下 的 条 件 分 布 为 二 项 分 布 ， 其 参数 为 (n—r,p;/(1l 一 
Pi))( 关 于 推导 的 细节 可 参见 第 6 章 例 4c). 又 由 于 P{Ni = 0} = (1 一 pi)". 因此 ,上 
面 关于 E[N;] 的 等 式 变 成 

npj = nT (lpi)" + ENN > O01 — (1 — pi)") 


一 
上 式 给 出 
BININ, > 0 = npy 
对 于 (b), 其 讨论 是 完全 类 似 的 , 令 
0, N=0 
7=141 N=1 
2, Ni>1 
得 到 
五 [Nj] 一 已 [Nil7 = 0P{J = 0}+ E[N;|J = 1]1P{J = 1} 
+ E[IN;|J = 2]P{J = 2} 373 
或 等 价 地 
五 [jj =BE[N;|N; = OJP{N; 二 0} 十 E[N;|N; = 1]P{N:; = 1} 
十 已 [NIN > 1]P{N; > 1} 
由 这 个 公式 导出 
py TD 二 和 Top 一 ar 
+ ENjINi > 1](1— (1 — pi)” — npi(l ~ pi)™-!) 
最 后 得 到 


npill ~ (1 — pi)™ (nn ~ Dpi(l — pi)" 
NN 


类 似 地 , 也 可 以 利用 条 件 的 方法 计算 随机 变量 的 方差 . 请 看 下 面 的 例子 ， 
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例 5h (几何 分 布 的 方差 ) 设 有 一 独立 重复 试验 序列 , 每 次 试验 成 功 的 概率 为 
p, 记 NN 为 取得 第 一 次 成 功 所 需 的 试验 次 数 . 求 Var(NN). 
解 : 令 Y = 1, 车 第 一 次 试验 成 功 ; 了 = 0, 其 他 情况 . 利用 公式 
Var(N) = EIN?] — (EIN])? 
为 计算 EIN3], 先 将 它 写成 如 下 形式 
E[IN?] = ELEIN?|Y]] 
由 于 
EIN?lY =1]=1 
EIN?|Y =0] = E[(1 + N)3] 
上 述 两 式 成 立 的 理由 如 下 , 若 第 一 次 实验 成 功 , 显然 N = 1, 从 而 N? = 1, 故 第 一 式 
成 立 . 若 了 = 0, 即 第 一 次 试验 失败 , 则 在 此 种 情况 下 试验 相当 于 重新 开始 , 因此 为 
了 达到 第 一 次 成 功 所 需 实验 次 数 变 成 N + 1, 我 们 得 到 第 二 式 . 这 样 
EIN?] = EIN?|Y = 1]P{Y = 1}+ EIN?|Y = 0|P{Y = 0} 
=p+ (1 ~-pEl +N)Y]=1+(1-p)ELN+N?) 


在 第 4 章 例 8b 中 , 已 经 指出 E[N] = 1/p, 因此 我 们 得 到 
BIN?] =1+4 2 + (1 ~ p)EINY 


由 上 式 解 得 


2 一 
EIN?] = a 
从 而 
_2—p l\2 1—p 
Var(N) = E[IN?] — (EIN])? = i (5) = 
下 面 的 例子 讨论 均匀 随机 数列 的 部 分 和 超过 1 的 最 早 时 刻 . 十 分 惊奇 的 是 , 它 
的 期 望 值 为 e. 


例 5i 设 到 ,CD2…… 为 一 相互 独立 的 (0,1) 上 均匀 随机 变量 序列 , 求 E[N]， 
其 中 ， 
和 =min17 : Ui>1 
("> 
解 : 我 们 将 得 到 一 个 更 一 般 的 结果 , 对 于 z e [0,1], 令 
No =min{n: DU >z} 
i=l 


m(z) = EIN(z)] 
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N(z) 是 部 分 和 并 i_1 Ui 超过 z 的 最 小 指标 n, m(z) 是 N(z) 的 期 望 值 . 将 Ui 作为 
条 件 , 利用 公式 (5.1b), 得 到 


mo= 上 BINzjlon = yldy (5.4) 


对 于 条 件 期 望 E[IN(z)|U1 = 外 我 们 有 


1, y>7 


EI[IN(z)I01 = y) = | (5.5) 


l1+m(z—Y), yez 

上 式 中 , 当 y > z 的 情况 等 式 是 很 显然 的 , 当 y < z 时 , 此 时 需要 继续 取 U2,…, 此 
时 相当 于 序列 从 U2 开始 , 要 求 出 超过 x -~ y 的 最 小 时 刻 . 因此 , 这 个 时 刻 的 期 望 值 
应 为 m(z -VY) ,加 上 原 有 的 刺 这 个 随机 数 , EIN(z)|U1 = Mg 就 变 成 (5.5) 的 第 二 种 
情况 . 将 (5.5) 式 代 入 (5.4) 式 , 得 到 


m(z)=1 + / mt —y)dy 


1+ mod ( 作 变量 替换 wu = z 一) 


将 上 式 求 微 商 得 到 
m’(z) = m(z) 
式 ma) _, 
m(z) 


将 上 式 求 积分 , 得 


In[m(z)] = z+e 


或 
m(zx) = ke” 
由 m(0) = 1, 得 k=1, 这样 
m(z) = ez 
回 到 我 们 最 早 提 出 的 问题 , 均匀 随机 数 部 分 和 超过 1 的 最 早 时 刻 的 期 望 值 mx(1) 等 
于 e. Em 


7.5.3 ”利用 条 件 计算 概率 
我 们 不 仅 可 以 利用 条 件 期 望 的 方法 计算 一 个 随机 变量 的 期 望 , 也 可 利用 此 方法 
计算 概率 . 设 王 为 一 随机 事件 , 令 X 为 已 的 示 性 函数 , 即 


柳生 
0 不 发 生 
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由 此 ， 
EIX] = P(E) 
ELXIY = 引 = P(EIY =y) 对 任何 随机 变量 了 
这 样 , 利用 (5.1a) 与 (5.1b), 可 得 到 
》_ P(E|lY = 2)P(Y =y) YY 为 离散 型 随机 变量 
P(E)=4 " (5.6) 


oo 


/ P(BI = 引 启 (dy 了 为 连续 型 随机 变量 


若 Y 是 离散 型 随机 变量 , 并 且 只 取 值 贱 ,…… ,yn, 利用 记号 = { = 办 }, 方程 
(5.6) 变 成 
P(E) = 》 P(EIF)P(F) 
i=1 
其 中 所 ,… , Fn 互 不 相 容 , 且 这 些 事件 的 和 是 一 个 必然 事件 , 此 时 我 们 称 它们 形成 
一 个 完备 事件 组 . 这 个 公式 就 是 概率 的 全 概 公式 . 

例 引 (最 优 奖 问题 设 有 n 个 不 同 的 奖 陆续 出 台 , 当 一 个 奖 出 来 时 , 你 可 以 拒 
绝 或 接受 . 当然 , 你 接受 了 这 个 刚 出 台 的 奖 , 你 不 能 再 领 以 后 出 台 的 奖 . 若 你 拒绝 刚 
出 台 的 奖 , 那么 你 还 有 机 会 领 以 后 出 台 的 奖 . 当 一 个 奖 出 台 时 , 唯一 的 信息 是 刚 出 
台 的 奖 与 已 经 出 台 的 奖 进行 比较 . 例如 , 当 第 5 个 奖 出 台 时 , 你 只 能 与 前 4 个 已 经 
公布 的 奖 进行 比较 . 我 们 的 目标 是 希望 得 到 最 高 奖 , 或 找到 一 种 策略 使 得 得 到 最 高 
奖 的 概率 尽 可 能 大 . 假设 出 台 的 奖项 的 n! 种 次 序 都 是 等 可 能 的 ， 

解 : 令 人 惊讶 的 是 , 我 们 可 以 得 到 很 好 的 结果 . 对 于 固定 的 &,0 < < m, 考虑 
如 下 的 策略 . 首先 拒绝 前 面 个 奖项 , 然后 从 第 上 十 1 个 奖项 出 台 开 始 算 起 , 只 要 发 
现 新 出 台 的 奖项 比 前 面 已 经 发 布 的 好 就 接受 这 个 奖项 , 否则 就 拒绝 这 个 奖项 而 观察 
出 台 的 下 一 个 奖项 , 记 Pi( 最 优 ) 表示 利用 这 个 策略 得 到 最 优 奖项 的 概率 , 记 X 为 
最 优 奖项 出 台 的 次 序 , 例如 最 优 奖 是 第 5 个 出 台 的 奖 , 则 X = 5. 利用 全 概 公式 


及 (最 优 ) = Pi( 最 优 X = 有 PCK = 申 = 二 > PP.( 最 优 |X 一 
i=1 1 一 1 


若 最 优 的 奖项 在 前 面 的 大 次 发 布 , 按 这 个 选 奖 的 策略 , 每 次 都 拒绝 拿 奖 , 因此 , 不 可 
能 拿 到 最 优 奖 . 这 样 

(最 优 X=i)j=0 igk 
另 一 方面 , 若 最 优 奖 的 位 置 i 在 之后, 即 i > &, 那么 就 有 可 能 拿 到 最 优 奖 .如果 


前 面 i 一 1 个 奖项 的 最 大 值 在 前 面 的 个 奖 中 , 那么 , 随 着 奖 的 出 台 , 一 直到 i 一 1 都 
是 拒绝 领 奖 , 直到 最 优 奖 i 发 布 时 , 按 规 则 接受 最 优 奖 . 现在 假定 最 优 奖 位 置 在 i 
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在 前 面 i 一 1 个 奖项 中 , 最 高 奖 的 位 置 在 1,… ,i 一 1 处 是 等 可 能 的 . 因此 
= i i>& 377] 
这 样 , 我 们 得 到 
n n k 
Ra 写生 人 -全 全 


i=k+1 ktri1T—1 
若 考 虑 函数 
g(z) = In (2) 
则 ， 1 nr 1 
oo 一 5 人 35) 
因此 


g(x) =0=> (= )=1=7=2 

由 于 及 (最 优 ) < g(k), 当 取 上 = n/e 时 , PP( 最 优 ) = 9(n/e) = 1/e, 最 优 策略 是 首 
先 拒绝 前 面 k= n/e 个 奖项 , 然后 等 待 出 现 第 一 个 比 以 前 的 奖项 都 大 的 奖项 , 并 接 
受 这 个 奖项 . 按 这 个 策略 , 拿 到 最 优 奖 的 概率 近似 地 等 于 1/e = 0.367 88. 四 

注 ， 大 部 分 人 对 于 以 这 么 大 的 概率 拿 到 最 优 奖 感到 吃惊 .一般 认为 这 个 概率 
当 n 很 大 时 会 趋 于 0. 然而 , 即使 不 经 精确 计算 , 稍微 思考 , 就 会 发 现 拿 到 最 优 奖 的 
概率 会 相当 大 . 取 = n/2, 考虑 这 n 个 奖 中 的 最 高 奖 与 第 二 最 高 奖 ， 考虑 一 个 随 
机 事件 : 第 二 最 高 奖 出 现在 前 面 一 半 , 第 一 最 高 奖 出 现在 后 面 一 半 . 这 个 事件 的 概 
率 为 1/4， 当 这 个 事件 发 生 时 , 我 们 一 定 能 选 到 奖 , 并 且 是 最 高 奖 . 因此 看 出 , n 无 


论 怎么 大 , 总 是 能 找到 一 种 策略 , 使 得 得 到 最 高 奖 的 可 能 性 超过 1/4. 国 
例 5k 设 U 为 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 又 设 在 给 定 = 2 的 条 件 下 , 随 
机 变量 X 的 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参数 为 (n,p). 计算 X 的 分 布 列 . 378 


解 : 利用 X 的 条 件 分 布 , 可 以 计算 XX 的 分 布 列 ， 


P{X = 计 =/ P{X=ilUV =p}fvu(p)dp =/ P{X =iUV =p}dp 


n! 


1 
-人 Pll-p idp i=0,1,.…,n 
i pid Ln)! 
[a -Dp)" dp = 
(这 个 公式 的 概率 证 明 可 参见 6.6 节 ), 由 此 可 得 


1 


又 已 知 


379 


292 第 7 章 期 望 的 性 质 


由 这 个 公式 , 我 们 可 以 得 到 一 个 令 人 吃惊 的 事实 . 如 果 将 一 个 硬币 连续 掷 ”次 , 假 
定 硬 币 的 正面 朝 上 的 概率 p 的 分 布 为 (0,1) 上 均匀 分 布 , 则 正面 朝 上 的 次 数 的 分 布 


由 于 条 件 分 布 具有 很 好 的 形式 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 较为 直观 的 解释 , 设 U,， 
如, ,Un 为 n 十 1 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 每 一 个 变量 的 分 布 为 (0,1) 上 的 
均匀 分 布 . 令 六 为 配 ,… ,Un 中 小 于 UU 的 变量 个 数 , 由 于 号 ,… ,Un 和 UU 具有 
相同 分 布 , 在 n 十 1 个 变量 的 排序 过 程 中 U 为 最 小 , U 为 第 2 小 , …,U 为 最 大 , 这 
nn 十 1 种 可 能 性 是 相同 的 , 因此 X 等 于 0,1,2,3,… ,n 这 n 十 1 种 可 能 性 也 是 相同 
的 . 又 由 于 当 给 定 UV =p 的 条 件 下 , Ui < U0,i = 1,… ,n 的 个 数 的 分 布 为 二 项 分 布 ， 
其 参数 为 (n,p), 这 样 , 区 的 分 布 具有 很 直观 的 解释 . 国 

例 51 设 和 和 了 为 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 其 密度 分 别 为 fx 和 fy. 计算 
P{X <Y}. 

解 ， 先 将 了 的 值 固定 , 利用 公式 (5.6), 得 到 


P{X < 了 } = 三 P{ <YIY =y}fy(y)dy 
= 三 P{X <yY =Y}fry(Wdy 
= 人 _ P{ 著 <jfy(yjdy ”独立 性 
= 人 _ REx()jr(y)dy 


其 中 
Fx(y) = [ fx(z)dz 


例 5m 设 艺 ,Y 为 相互 独立 的 连续 随机 变量 , 其 密度 分 别 为 fx (x), fy(y). 求 
XX 十 Y 的 分 布 . 


解 : 利用 公式 (5.6), 我 们 得 到 
P{X+Y <a}= 广 P{X+Y <alY =y}fy(y)dy 


= 人 P{X+y<alY =y}fy(y)dy 


= 广 P{X <a~y}fy(y)dy = 广 Fx(a 一 2)Pr(y)dy nm 
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7.5.4 “条件 方差 
我 们 既然 可 以 定义 Y = y 之 下 X 的 条 件 期 望 , 也 可 以 定义 Y=y 之 下 XX 的 
条 件 方差 , 它 由 下 式 定义 
Var(X|Y) = EI(X ~ EILX|Y])?|7] 
Var(XIY) 是 X 和 它 的 条 件 期 望 之 差 的 平方 的 (条件) 期望值， 或 者 ， 换 句 话 说 ， 
Var(XIY) 在 了 已 知 的 条 件 下 与 通常 的 方差 的 定义 完全 一 样 , 不 过 求 期 望 的 过 程 换 
成 了 求 条 件 期 望 . 
条 件 方差 和 方差 之 间 具 有 某 种 联系 , 人 们 通常 利用 这 种 关系 计算 一 个 随机 变量 
的 方差 . 首先 , 和 普通 方差 的 公式 Var( 革 ) = B[X?] - (E[X])? 一 样 , 条 件 方差 也 有 
Var(X|Y) = E[X?|Y] ~ (EI[XIY])? 
由 此 得 到 
ElVar(X|Y)] = E[E[X*|Y] ~ E[(E[XIY)] = EILX?] ~ EI(E[X|Y])?] (5.7) 
同时 ， 
Var(E[X|Y]) = EI[(ELXIY])®] ~ (E(BELXIY]])? = EL((ELXIY])*] — (E[X])? (5.8) 
将 (5.7) 式 与 (5.8) 式 相 加 , 我 们 得 到 如 下 命题 : 


命题 5.2 (条 件 方差 公式 ) 


Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E[X|Y]) 


例 5n 设 在 任何 长 度 为 + 一段 时 间 区 间 (0, 内 到 达 某 火车 站 的 人 数 是 一 个 
服从 泊 松 分 布 的 随机 变量 , 均值 为 六 . 现 设 火车 在 (0,T) 这 个 区 间 内 随机 到 达 , 即 
到 达 时 间 是 (0, 了) 上 的 均匀 分 布 , 并 且 它 与 到 达 火 车 站 的 人 数 独 立 . 求 火车 到 达 时 
上 火车 的 旅客 人 数 的 期 望 和 方差 . 

解 : 记 N(t) 表示 t 以 前 到 达 车 站 的 人 数 ,Y 表示 火车 到 达 时 间 , 能 够 上 火车 的 
人 数 为 N(Y) (假定 火车 到 达 后 立即 开 走 , 而 Y 以 后 到 达 火 车 站 的 人 只 好 等 下 一 班 
火车 ). 把 Y 的 值 国定 , 设 为 条 件 , 得 

EIN(Y)Y = 本 = EIN()Y = 引 = EIN(tj 由 工 与 NO 的 独立 人 性 
= YYOb 是 当 松 随机 变量 , 平均 值 为 Xt 
因此 ， 
EIN(Y)Y] = XY 
两 边 求 期 望 , 得 到 Mr 
EIN(Y)] = AE[Y] = 可 
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为 求 Var(N(Y)), 利用 固定 Y= 之 下 的 条 件 方 差 公式 
Var(N(Y)IY =t) = Var(N(t)|Y =#) 
二 Var(N(t)) YY 与 N() 独立 
一半 


故 
Var(N(Y)|Y) = XY, EIN(Y)Y] = XY 


再 利用 命题 5.2 的 条 件 方差 公式 , 得 
X272 


Var(N(Y)) = EINY] + Var(AY) = 27 + 一 


其 中 , 利用 了 了 的 方差 Var(Y) = 7T?2/12. 加 

例 5o (随机 个 数 随机 变量 之 和 的 方差 ) 设 Xi,X2,.… 是 一 个 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 序列 ，N 是 一 取 自 然 数 的 随机 变量 , 并 且 独 立 于 序列 {Xi,i > 1}, 为 计算 
Var( 开 xs), 先 固定 的 值 作为 条 件 


N 
E > xn| = NE[X], Var (> wj = NVar(X) 


?一 上 


其 中 X 的 分 布 与 X 的 分 布 相同 . 再 利用 条 件 方差 公式 可 得 


N 
Var (> x = E[N]Var(X) + (E[X])?Var(N) [ 
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有 时 候 , 在 实际 问题 中 会 遇 到 这 种 情况 , 某 人 观察 到 随机 变量 X 的 值 , 基于 义 
的 观察 值 , 要 对 第 二 个 随机 变量 Y 的 值 进行 预测 , 通常 用 g(X) 表示 预测 值 , 即 当 
X 的 值 z 被 观察 到 以 后 , 9(z) 就 是 Y 的 值 的 预测 值 . 当然 , 我 们 希望 选择 9(X) 接 
近 了 选择 g(X) 的 一 个 准则 是 极 小 化 EB[(Y - 9(X) 六 ,现在 我 们 指出 在 这 个 准则 
之 下 ,了 的 最 好 的 预测 值 为 9(X) = E[Y|X]. 


命题 6.1 
El(Y ~ g(X))’] > El(Y ~ ELYIX])] 


证 明 ， 
El(Y ~ g(X))°IX] =E[(Y ~ E[YIX] + ELY|IX] — g(X))?|X] 
=E[(Y — E[Y|X])|X] + EI(E[Y|X] ~ g(X))*|X] 
+2E[(Y — E[Y|X])(E[Y|X] — g(X))IX] (6.1) 
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然而 , 对 于 给 定 的 X 值 , B[Y|X] - g(X) 就 是 一 个 常数 , 因此 
El(Y — E[Y|X])(E[YIX] ~ g(X))IX] 
= (EIYIX] — 9g(X))E[Y ~ E[Y|X]IX] 
= (E[Y|X] — g(X))(E[Y|X] ~ E[Y|X]) =0 (6.2) 


这 样 , 由 (6.1) 式 和 (6.2) 式 可 得 
El(Y — g(X))°IX] > EI(Y — EIYIX])?|X] 

上 式 两 边 再 求 期 望 即 可 得 到 命题 的 结论 . 国 

注 ， 此 处 可 以 给 出 一 个 更 加 直观 的 证 明 , 当然, 在 证 明 的 严格 性 上 要 差 一 点 . 
很 容易 证 明 EI(Y 一 c)3] 在 c= EIY] 时 达到 极 小 值 ( 见 理论 习题 1). 因此 在 我 们 没 
有 任何 数据 可 用 时 , 在 均 方 误差 最 小 的 意义 下 , Y 的 最 优 预 测 就 是 BIY] . 现在 设 得 
到 了 X 的 观察 值 x, 此 时 预测 问题 与 没有 数据 时 的 预测 问题 完全 一 样 , 只 是 原来 了 
的 期 望 改 为 事件 {X = z} 之 下 的 条 件 期 望 . 因此 , Y 的 最 优 预测 是 了 在 X=z 之 
下 的 条 件 期 望 . 本 

例 6a 设 身 高 为 z 英寸 的 父亲 , 其 儿子 的 身高 具有 正 态 分 布 , 均值 为 z 十 1, 方 
差 为 4. 现 设 父亲 的 身高 为 6 英尺 , 试 预测 其 儿子 成 长 以 后 的 身高 ， 

解 : 设 父亲 身高 为 X, 儿子 身高 为 了 , 两 者 关系 可 表示 为 

Y=X+1l+e 


其 中 e 为 正 态 随机 变 基 , 独立 于 X, 并 且 期 望 为 0, 方差 为 4, 对 于 6 英尺 的 父亲 , 其 
儿子 身高 的 最 优 预 测 为 B[Y|X = 72]. 
E[lYIX =72] = E[X +1+elX =72]=73+ElelX = 72] 


三 73 十 EB(e) 利用 XX 与 e 的 独立 性 
一 73 


例 6b 设 A 处 发 射 一 个 强度 为 5 的 信号 , 在 B 处 会 接收 到 一 个 强度 为 R 的 
信号 , 有 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 5, 方差 为 1. 现在 设 发 射 端的 信号 服从 正 
态 分 布 , 其 期 望 为 y, 方差 为 "2， 当 接收 端 收 到 的 的 值 为 7 时 , 求 发 送信 号 的 最 
优 估计 ? 

解 : 首先 计算 发 射 端 发 送信 号 的 5 在 给 定 忆 之 下 的 条 件 密 度 

fsir(s|r) = Sa = es) = Ke-(s-/)°/20° e—(r—s)?/2 
其 中 K 不 依赖 于 s. 注意 下 面 的 恒等式 


(8 一 内” (rs) 1 ,1 1 
7 + (+3)- (+r)s+o 
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2 2 | 2 2\\2 
= 1+° | 2 (| +0 = 二 (:- )) 十 C2 


202 1+o2 202 1+o? 
其 中 C1, Ca 均 不 依赖 于 s, 因此 条 件 密度 为 


人 
1+0o2 
fsia(slr) = Cexp 2 


o 
1+o2 


其 中 C 与 s 无 关 . 由 上 式 可 知 , 在 给 定 RR=7 之 下 , 5 的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 , 其 
期 望 和 方差 分 别 为 


EISIR=7] = Lre 


02 
1 工 十 1 十 a? 
再 利用 命题 6.1, 在 给 定 R=7 之 下 ， 对 3 的 均 方 误差 最 小 的 估计 为 
1 o? 

1 十 gat 十 1 十 pM 
由 上 式 看 出 , 条 件 期 望 提供 了 关于 5 的 信息 . 它 是 4 和 7 的 加 权 平 均 . 而 两 个 权 值 
之 比 为 1 与 o2. 其 中 1 代表 信号 5 发 出 后 接收 到 的 信和 号 的 条 件 方差 . 而 o? 表示 
发 送信 和 号 的 方差 . 发 送信 号 的 方差 越 大 , 4 的 作用 越 小 (1 代表 先 验 信息 ), 同时 , 接 
收 到 信和 号 的 条 件 方差 代表 传播 信号 的 误差 (现在 为 1), 这 个 误差 越 小 , 则 7 的 作用 
越 大 ， 国 

例 6c 在 数字 信号 处 理 过 程 中 必须 把 连续 数据 离散 化 . 其 过 程 如 下 : 取 一 组 递 
增 数列 , ai,i = 0, 土 1, 土 2,…, 使 得 lim。 Qi = 00, ,lim ai 一 一 00. 当 XE (ai)ai+j] 
时 , 选 一 个 代表 值 y; , 这 样 将 连续 信号 离散 化 . 用 Y 表示 离散 化 后 的 值 , 了 与 和 之 
间 有 如 下 的 关系 : 


,Var(SIR =7) = 


EISIR=+7] = 


Y=y Qi <XEail 


Y 的 分 布 由 下 式 给 出 
P{Y = %} = Fx(ait1) ~ Fx (ai) 

现在 我 们 的 目标 是 要 选择 各 区 间 的 代表 值 y;, i = 0, 土 1, 土 2,…, 使 得 E[(X 一 了 )] 
达到 极 小 . 

(a) 找到 最 优 值 yi,i = 0, 土 1,…. 
对 于 最 优 的 Y, 指出 

(b) EIY] = EE[X], 也 即 均 方 误差 最 小 意义 下 的 离散 化 保持 均值 不 变 . 

(©) Var(Y) = Var(X) - EI((X —Y)]. 
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解 : (a) 对 于 任意 的 离散 化 随机 变量 Y 利用 命题 5.1 的 结果 , 有 
El(X—Y))]= > EX-y)lo <X < an]P{a < X < on) 


令 
了 了 一: Qi <X Eairl 4 一品 士 1 
则 
El(X — yi) la < X < airi]= El(X —y) | =4 


利用 命题 6.1 的 结论 , 当 


Qitl d 
w= BXI=d= BX <X<an=/ Fr 


时 , EE[(X 一 ?lai < 所 os+l] 达到 极 小 值 . 因此 , Y = E[X|I] 是 最 优 的 离散 化 随 
机 变量 . 在 最 优 的 选择 之 下 

(b) E[Y] = EL[E[X|1]] = EIX] 

(c) Var(X) = E[Var(X|1)] + Var(E[X|1)) 

= E[E[(X —Y)2|I] + Var(Y) = E[(X — Y)2] + Var(Y) 

显然 成 立 ， 加 

在 某 些 情况 下 , X 和 了 的 联合 分 布 不 完全 知道 , 或 者 ， 即 使 联合 分 布 知道 ， 
E[Y|X = z] 的 计算 也 十 分 复杂 .然而 , 如 果 我 们 知道 X 和 Y 的 期 望 、 方 差 和 
相关 系数 , 我 们 至 少 可 以 求 出 依赖 于 X 的 最 优 线 性 预测 . 

为 求 得 Y 的 最 优 线 性 预测 , 我 们 需要 选择 线性 预测 a 十 bX 的 系数 a 和 5b ,使 
得 E[(Y 一 (a 二 bX))”] 达到 极 小 值 , 为 此 , 先 将 E[(Y - (a 十 bX))3] 展 成 一 个 ob 的 
多 项 式 : 

E[l(Y — (a + bX))”] = E[Y? — 2aY — 2bXY + a? + 2abX + b2X3] 
= ElY?] ~ 2aE[Y] — 2bE[XY] + a? + 2abE[X] + EX 
将 上 式 对 a 和 5 求 偏 导 数 得 到 
交 EIY ~ (a+bX))*] = ~2E[Y] + 2a + 25E[X] 


(6.3) 
元 EL ~ (a+bX))"] = -2E[XY] + 2aE[X] + 2bE[X?] 
令 偏 导数 为 0, 求解 关于 (a,5) 的 方程 组 (6.3), 得 到 
»— ELXY]- EIXJEIY] _ Cov(X,Y) _ oy 
EPE 2 fo (64) 


a= E[Y] — bEIX] = ElY] - er ol 


385 
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其 中 p 为 X,Y 的 相关 系数 , o2 = Var(Y),o2 = Var(X)， 容易 验证 由 (6.4) 给 出 的 
ab 值 使 得 E[(Y - (a + bX))?] 达到 极 小 . 因此 , 在 均 方 误差 意义 下 , 了 的 最 优 线性 
预测 为 
Ly 十 P(X — Hz) 
386| 其 中 py = BE[Y], pz = E[X]. 
这 个 线性 预测 的 均 方 误差 为 


2 
(Y 一 py 一 pL(X 一 jo)) 
0o2 op 
=BlY pr) ] + PELX -Ha) -2p BY ~ py)(X ~ pe)] 


E 


=07 + p07 — 2p202 = 02(1 — p?) (6.5) 

由 (6.5) 看 出 , 当 p 接近 于 +1 或 -1 时 , 其 最 优 线性 预测 的 均 方 误差 接近 于 0. 
例 6d 当 X,Y 的 联合 分 布 为 二 元 正太 分 布 时 , 由 于 X 给 定之 下 Y 的 条 件 期 
望 为 X 的 线性 函数 , 因此 了 的 最 优 线性 预测 就 是 最 优 预 测 , 在 第 6 章 例 5c 已 经 给 


出 , 在 正 态 情况 
BIYIX =#] = py + po (2 ~ ps) 四 
7.7 和 矩 母 函数 
随机 变量 X 的 矩 母 函 数 M(t) 由 下 式 定义 
M(t) = Ele'*] 


5 er*p(z) ”XX 离散 , p(z) 为 其 分 布 列 


waydz x 连续 Ja) 为 其 密度 函数 


其 中 上 为 实数 . 我 们 之 所 以 称 M(t) 为 矩 母 函数 , 其 原因 是 X 的 所 有 阶 窍 都 可 以 从 
MI( 在 t= 0 的 各 阶 微 商 得 到 . 例如 


387 MW) = Sle] = Be)| = Blxe™] (7.1) 


其 中 我 们 假定 微 商 和 期 望 两 个 运算 可 以 交换 次 序 , 即 我 们 假定 在 离散 情形 下 , 下 式 
成 立 


§ De -Dene 
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在 连续 情形 下 ， 


吕 | /eyeoaz| = /Seyelaz 


这 个 假定 在 通常 情况 下 能 够 验证 . 特别 是 本 书 中 提 到 的 分 布 , 都 能 满足 上 述 要 求 . 


因此 ,在 (7.1) 中 , 令 +=0, 得 


M’(0) = EI[X] 
类 似 地 
M"(t) = FMC ) = 和 BEBLXex] = 一 B | (xe)| = E[X?2et*] 
由 此 得 到 
M"(0) = E[X?] 


一 般 地 , 对 M(#) 求 n 次 导数 可 得 
Mt)= EX"eX] nzl 
从 而 
MW(0)= EI[X"] n>1 
现在 我 们 对 某 些 常见 分 布 计 算 M(t). 
例 7a (二 项 分 布 (参数 为 (n,p))) 设 X 具有 二 项 分 布 , 参数 为 (n,p), 则 


se = ers 0) Pp" (一 Dr 


-= (7) (pe')*(1 —p)"* = (pe +1—p)” 
一 0 

最 后 一 个 等 式 利用 了 二 项 式 展开 定理 . 两 边 求 微 商 可 得 

M'(t) = n(pe! + 1 — p)"~ pet 
故 

EL[X] = MO) = mp 
再 求 一 次 微 商 得 
M"(t) = n(n — 1)(pe’ +1—p)" ?2(pe')? + n(pe! + 1 — p)"-lpet 


故 
EIX2] = M”(0)= n(n — Dp +np 


的 方差 为 
Var(X) = E[X®] ~ (E[X]))? = n(n — Dp +np— np = np(1— p) 


388 
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这 验证 了 之 前 所 得 的 结果 . 四 
例 7b ( 泊 松 分 布 (参数 为 和 ) 设 X 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 参数 为 和 , 则 
MG _ etx] _ > Te 
n=0 - 
e—^ 》、 Ce 一 Xexet 一 exp{fX(et — 1)} 
n=0 - 
求 微 商 可 得 
M'(t) = Xetexp{XA(et — 1)} 
ad 人 = (Me!)? exp{M(e: — 1)} + Me exp{ 和 \(e: — 1)} 
由 此 可 得 
羽生] = M'(0)= 和 \ 
E[X?] = M”(0)= AX +A 
Var(X) = E[X?] — (E[X])?= A 
389| 因此 , 泊 松 随机 变量 的 期 望 和 方差 均 为 入 . 加 
例 7c (指数 分 布 (参数 为 入 )) 


M(t) = BleX] = / et Xe dz 
0 


™ 入 
^/ e dz Ti 对 t < 入 


由 上 式 可 知 , 指数 分 布 的 M(t) 只 对 上 < 入 有 定义 . 对 M(t) 求 微 商 ， 


MO MO- ms 
因此 , 
E[X] = M'(0) = x E[X?] = M”(0) = 豆 
其 方差 为 
Var(X) = ED 一 (ED = 四 
例 7d ( 正 态 分 布 ) 首先 计算 标准 正 态 随机 变量 的 矩 母 函 数 , 令 2 为 该 标准 正 
态 随机 变量 ， 


1 Z2 一 2tr 


Oo 1 Oo 
Mz(t) = Be 地 ] = 却 / etre /2dz = 翅 / exp 人 5 je 


1 1” (z—t)? 把 2/ 1 /se 2 2 
= 一 大 exp 1 一 十 二 dz = et /一 -一 ee-9 /2dz = et /2 
V2n /. { 2 2 } V2N ./ 
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因此 , 标准 正 态 随 机 变量 的 矩 母 函 数 为 Mz(t) = e* 人 /2. 对 于 一 般 正 态 随机 变量 , 只 [390 
随机 变量 . 此 时 
Mx(t) = Ele:*] Elet:*+°2)] 一 羽 [etuetc2] 


2t2 
= etEle!’2] = et Mz(t0) = etkelto) /2 = exp {至 十 jn 


求 微 商 , 可 得 2 
Mx(t) = (十 to2)exp { 罕 十 对 


2\2 a2t2 2 a2t2 
MY%(t) = (1 +to’)* exp -了 Mtr +o“exp pn 十 /好 


由 此 可 得 
EIX}= M'(0)= 4 
EIX?] = M”(0) = pj? +o? 
因此 ， 
Var(X) = EI[X?] — (EI[X])? = 0? 轩 
表 7.1 和 表 7.2 给 出 了 某 些 常用 的 离散 和 连续 分 布 的 矩 母 函数 . 
表 7.1 离散 概率 分 布 


分 布 列 和 矩 母 函数 均值 方差 
一 A 1 一 pz 
om (eiti-pr pp 
2 (n,p), <p< T=0,1,.… ,n 
和 AZ 
一 入 
Bi 0 ° 35 exp{A(e: ~ 1)} 入 入 
几何 分 布 p(1 —p)”—! Pe 1 1—p 
参数 0<p<1 z= 1,2,.. 1— (1—p)et 了 p2 
负 二 项 分 布 (F711)p pr | pet r r(1 ~D) 
参数 7,p;0<p<1 呈 一 mr 十 1 1 ~ (1—p)et 了 p? 


和 矩 母 函 数 的 一 个 重要 性 质 是 , 独立 随机 变量 和 的 矩 母 函 数 等 于 诸 随机 变量 各 自 
矩 母 函 数 的 乘积 . 设 X 和 了 为 相互 独立 随机 变量 , 其 矩 母 函数 分 别 为 Mx(t) 和 
My(). 记 Mx+Y(t) 为 十 Y 的 矩 母 函 数 , 则 


Mx+r(t) = Ble'(X+Y)] = EletXe!Y] = Blet*]Ble:Y] = Mx(t)My(t) 301 


其 中 倒数 第 二 个 等 式 利用 了 命题 4.1 关于 独立 随机 变量 乘积 的 期 望 的 计算 公式 ， 
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表 7.2 ”连续 概率 分 布 


密度 函数 和 矩 母 函数 均值 方 整 
一 a<z<b etb — eta atb (ba)? 
(a,5) 上 均匀 分 布 。 f(z) = 2 ”其他 t(6 — a) 2 12 
指数 分 布 Je >0 A 1 三 
参数 入 >0 0 r<0 A-t 和 和 
Me Az(AXz)s 一 ! s 
了 [分布 jo)=l re > (二) x 豆 
参数 (s, 和 ), 入 > 0 0 0 入 一 上 、 、 
一 1 一 (z 一 Hp)2712c2 
正 态 分 布 fo 一 exp{pt+o2t2/2} 天 02 


参数 (1 02) —o0<Zz<o0 


和 矩 母 函数 的 另 一 个 重要 特性 是 , 矩 母 函 数 唯一 地 确定 了 分 布 . 设 Mx(t) 是 X 
的 矩 母 函数 , 并 在 t= 0 的 某 一 邻 域内 有 定义 且 有 限 , 则 天 的 分 布 被 Mx(t) 所 唯一 
确定 . 例如 , 若 

Mx(t) = (3) (et + 1)10; 
则 由 表 7.1 可 知 XX 的 分 布 为 二 项 分 布 , 参数 为 (10 , 1/2). 

例 7e 设 随机 变量 X 的 矩 母 函数 M(t) = eaee -0, 求 P{X =0}. 

解 : 由 表 7.1 知 , M(t) = ee -0 是 泊 松 随机 变量 , 参数 为 和 = 3, 这 样 , P{X = 
0} 一 e 一 3， [| 

例 7f (独立 的 二 项 随机 变量 的 和 ) 设 半 和 Y 为 相互 独立 的 二 项 随机 变量 , 其 
分 布 参数 分 别 为 (n,p) 和 (m,p), XX 十 Y 的 分 布 是 什么 ? 

解 : X +Y 的 矩 母 函数 为 

Mx+Y(t) = Mx(t}My(t) = (pe: +1—p)"(pet +1—p)™ = (pet +1—p)"t™ 
然而 , (pe! +1 一 D)"+7m 是 二 项 分 布 的 矩 母 函 数 , 其 相应 的 参数 为 (n 十 m,p). 由 矩 母 
函数 唯一 确定 分 布 , 知 XX 十 Y 的 分 布 为 二 项 分 布 , 参数 为 (n+ m,p). | 

例 7g (独立 的 泊 松 随机 变量 的 和 ) 设 鲜 ,Y 为 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 , 相应 
参数 为 和 ,A2, 求生 +Y 的 分 布 . 

解 : 由 Mx+Y(t) = Mx(t} My (t) 

= exp{Mi(e! — 1)} exp{M(e: — 1)} 

= exp{ (MN + M2)(e’ — 1)} 
知 基 十 Y 的 分 布 也 是 泊 松 分 布 , 分布 参 数 为 Xi + Xa, 这 验证 了 第 6 章 例 3e 的 
结果 ， 略 


例 7h (独立 正 态 随机 变量 之 和 ) 设 关 和 YY 为 相互 独立 正 态 随 机 变量 , 其 参数 
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分 别 为 (41,02) 和 (jx2,03). 则 关 +Y 也 是 正 态 分 布 , 期 望 为 1 十 2, 方差 为 of 十 o3. 
解 : Mx+Y(t) = Mx(t) My(t) 


212 2t2 

= exp { 富 十 nt exp “ + Jot 
o2 二 +o 

= exp {并 十 (HU + 2)t 


这 个 函数 是 期 望 为 Hi + wa ,方差 为 of + 03 的 正 态 随 机 变量 的 矩 母 函 数 . 由 
于 和 矩 母 函数 完全 确定 其 分 布 函 数 , 故 X +Y 的 分 布 为 正 态 分 布 , 其 期 望 为 11 十 pa， 
方差 为 o? + ca2. 加 

例 7i 计算 自由 度 为 n 的 x 分 布 的 矩 母 函 数 ， 

解 : 我 们 将 具有 x? 分 布 的 随机 变量 分 解 成 好 十 … 十 22, 其 中 如 1,… ,2 为 
相互 独立 具有 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 令 M(t) 为 其 息 母 本 数 由 前 面 t & 述 可 知 


M(t) = (Blet2 ])" 
其 中 了 为 标准 正太 随 负 灾 现在 ， 


Ele 2 ] 去 三 etz “oo-z?/2d7 
V 2 开 
三 人 ez” /2c dz 甚 中 02 一 (1 一 2t)-! 
区 Jj 一 oo 


= 一 (1 一 26-172 
上 述 最 后 第 二 个 等 式 利用 了 “密度 函数 之 积分 为 1” 的 结论 . 因此 
M(t) = (1 ~ 2t)-"/2 国 


例 7j (随机 个 数 随机 变量 之 和 的 矩 母 函数 ) 设 Xi,X2,:… 为 一 独立 同 分 布 随 
机 变 基 序列 . 又 设 N 为 取 值 于 正 整数 集合 的 随机 变量 , 上 且 与 Xa > 1 相互 独立 . 现 
在 需要 计算 


Y= yx 
i 二 1 


的 矩 母 函数 ., (在 例 5d 中 了 可 以 解释 为 某 一 天 百货 公司 的 营业 额 , 它 是 某 一 天 顾客 
消费 的 总 和 , 此 处 每 一 个 顾客 的 消费 额 , 以 及 顾客 人 数 都 是 随机 变量 .) 
首先 , 求 出 固定 之 下 的 条 件 期 望 ， 
| 


N n 
E be =E “n(x N= 
i=1 i=1 


a] 
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其 中 
Mx(t) = Ele:*:] 

因此 

EletY |N] = (Mx(t)* 
这 样 

My(t) = E[(Mx(t))"] 
利用 微分 法 

My(t) = EIN(Mx(t) "~! MY() 

故 


ElY] = My(0) = EIN(Mx(0))* -1!M%(0)] 
= EINE[X]] = EIN]EIX] (7.2) 
验证 了 例 5d 的 结论 , (上 述 论证 中 , 我 们 利用 了 Mx(0) = BE[eox] = 1 这 一 结论 .) 
同样 , 由 
MY(t) = E[N(N ~— D)(Mx(t) ?MY(t)? + NCMx (t) NT MY(E) 


ElY’] = MY(0) = EIN(N — D(E[X])? + NE[IX™] 
= (EIX])* (EIN?] ~ E[N]) + EIN]E[X?] (7.3) 
= EIN](ELX?] — (EI[X])?) + (EIX])? BIN 
= E[IN]Var(X) + (E[X])?E[N?) 
由 (7.2) 和 (7.3), 得 
Var( 了 ) = E[N]Var(X) + (BID) (BEBLV3- (EIN])’) 
= 五 [N]Var(X) + (BEIX])2Var(N) 国 
例 7k 令 了 为 具有 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 假定 当 给 定 Y = p 的 条 件 
下 , X 的 分 布 为 二 项 分 布 , 其 参数 为 (n,p). 在 例 5k 中 我 们 已 经 推出 X 的 分 布 为 有 
限 点 集 {0,1,… ,n} 上 的 均匀 分 布 . 现 利用 矩 母 函数 方法 建立 这 个 结论 . 
解 , 首先 将 了 的 值 固定 , 在 Y 值 固定 的 条 件 之 下 , 利用 二 项 分 布 的 矩 母 函 数 


得 到 
Ele |Y =p] = (pet +1—p)" 


由 于 Y 又 是 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 对 上 式 求 期 望 得 
[ ydy 作 变 量 替换 y= pet 十 1 一 2 


1 
1 
已 le] =-/ (pe' +1~p)"dp= et 1 
1 @t(n+1)—1 


nil eli 


1 
= T(te te + +e") 
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上 述 函 数 是 有 限 集合 {0, 1,… ,n} 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 矩 母 函 数 . 由 于 矩 母 函 
数 唯一 确定 其 分 布 , 因此 XX 的 分 布 就 是 {0,1,… ,mn} 上 均匀 分 布 . 


联合 矩 母 函 数 

我 们 可 以 把 矩 母 函 数 推广 到 两 个 或 多 个 随机 变量 的 联合 矩 母 函 数 . 设 X1，…… ,XX 
为 随机 变 基 序 列 , 其 联合 矩 母 郴 数 由 下 式 定义 : 

M(t, . ,tn) 一 Ele Xt.ttn Xn] 
Xi 的 矩 母 沙 数 可 以 从 联合 矩 母 函 数 M(t1,… ,tn) 中 得 到 , 即 ， 
Mux, (t) 二 Ele'™:] 一 M(0,... ,0,t,0,. ;0) 

其 中 t+ 的 位 置 刚好 在 第 i 个 变量 的 地 方 . 

可 以 证 明 , X1,… ,Xn 的 联合 矩 母 函数 唯一 地 确定 了 它们 的 联合 分 布 . 这 个 结 
论 的 证 明 已 经 超出 了 本 书 的 范围 , 利用 这 个 结论 , 可 以 证 明 , X1,… ,Xn 相互 独立 
的 充 要 条 件 是 


人 ,tn) = Mx (ti1):.. Mx, (tn) (7.4) 397 
若 Xl1， 四 了 相互 独立 ， 则 
M(ti, ,tn) = Ele(tiX1t ttn Xn)] 一 EleiX: etnXn] 


= Ele**X!].… Ele”X"] ”由 独立 性 

= Mx (t1):…: Mx, (tn) 
及 一 方面 , 疮 (7.4) 式 成 立 , 我 们 首先 指出 (7.4) 式 两 边 都 是 矩 母 函数 ， 等 式 右边 
与 分 布 函数 Fx (z1)… Fx, (zn) 相对 应 ， 等 式 左边 与 (Xi1,… ,Xn) 的 分 布 函数 
(和 Xi,… ,Xn) 相对 应 , 由 于 矩 母 函数 唯一 确定 分 布 函 数 , (7.4) 说 明 对 任意 z1,…… ， 
mn， 有 

F(z1,°*: ,Fn) = Fx, (271) Fx, (Zn) 
其 中 Fx 为 X; 的 分 布 函 数 . 这 个 等 式 说 明 Xi,… ,XX, 是 相互 独立 的 . 
例 71 设 X 和 了 为 相互 独立 上 且 同 分 布 的 正 态 随机 变量 , 期 望 为 人 4 方差 为 ?2， 

第 6 章 例 7a 证 明了 久 +Y 与 XY 相互 独立 . 现在 用 矩 母 函数 的 方法 证 明 这 个 


结论 . 
Ele{(X+Y)+s(X-Y)] 一 Ele(t+)X+(t-s)Y) 一 忆 [eG+9X][ed-s7] 
一 ep(t+s)+a (tte) /26n(t—s)+o? (t—s)2/2 


二 e2Ht+a2t2aa2s2 加 Ele:(X+Y)] Eles(X-Y)] 


利用 随机 变量 独立 的 充 要 条 件 (7.4), 可 知 XX 十 Y 与 XY 是 相互 独立 的 . 四 
下 面 我 们 用 联合 矩 母 函数 的 方法 去 验证 第 6 章 例 2b 的 结论 . 
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例 7m 假设 出 现 的 事件 数 是 一 个 随机 变量 , 其 分 布 为 泊 松 分 布 , 参数 为 和. 又 
假设 这 些 事件 独立 地 以 概率 p 被 记录 下 来 , 指出 记录 下 来 的 事件 数 和 未 记录 下 来 的 
事件 数 是 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 , 其 参数 分 别 为 Xp 与 和 (1 一 p). 

解 : 记 X 为 事件 发 生 数 ，Xe 为 记录 下 的 事件 数 ,， 则 未 记录 下 来 的 事件 数 为 
王 一 Xc 首先 计算 条 件 矩 母 函数 . 

ElesXett(X-X)| x 二 nl 二 enEle(s Xe |X 二 n] 
=e (pe ‘+1—p)"= (pe’ + (1—p)e')” 

上 述 推 导 用 到 如 下 事实 , 在 羡 = 的 条 件 下 , X。 的 分 布 为 二 项 分 布 , 参数 为 (n,p). 
由 此 可 得 | 
Plo YetiX XX] = (pe’ + (1 —p)e')™ 

上 式 两 边 求 期 望 得 
Ele ettiX-Xe)] = El(pe? + (1 ~ p)et)*] 


由 于 X 为 泊 松 随机 变量 , 参数 为 和 , 故 Ble:X] = ex(e -0 对 任何 正 数 a, 可 表示 为 
a 二 et, 可知 已 [ax] = e*(e- ,这 样 ， 


ElesXett(X—Xc)] = eMpe’+(1—p)e’—1) 一 eXp(e’ -1)eX(1~p)(e!—1) 


上 式 中 , 令 t= 0, 得 Blesxe] = ex -0, 类 似 可 得 ElerX-X)] = eX(1-P)(e'-1) , 故 
Xe 与 义 一 X。 均 为 泊 松 随机 变量 , 其 参数 分 别 为 Xp 和 和 (1 一 p). 同时 , 下 式 成 立 


Eles Xett(X-Xe)] 二 Blesxe]Ele:(X-—Xe)] 


由 随机 变量 相互 独立 的 充 要 条 件 (7.4) 知 , Xe 与 六 一 X。 相互 独立 . 


7.8” 正 态 随 机 变量 进一步 的 性 质 
7.8.1 多 元 正 态 分 布 


设 2 … ,Zn 为 nn 个 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 若 X1,…… ,Xm 可 以 表示 
如 下 : 


X1 = Qn 二 二 +amZn+ Hl 
X2 三 0Q2121 + 二 + QonZn 十 12 


Xi = Qi121 + QinZn + Hi 


Xm = Qm1Z1 + 十 GQmnZn 十 Lm 
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其 中 ajj,1 <ig<m,l1<jgn 和 ji,l ig<m 均 为 常数 . 则 XI,… ,Xm 称 为 具有 
多 元 正 态 分 布 . 利用 独立 正 态 随 机 变量 之 和 仍 为 正 态 随机 变量 之 事实 可 知 ，Xi 为 
正 态 随机 变 基 , 其 期 望 和 方差 分 别 为 


n 
E[Xi] = pi Var(Xi) = 》 a?, 
j=1 399 


现 考虑 它们 的 联合 矩 母 孙 数 

M(t ,tm) = Elexp{tiX1 + ++ tn Xm}] 
由 于 于 他 4X 本 身 是 2 ,2 的 线性 组 合 , 故 学"1 tiXi 为 正 态 随 机 变量 , 其 
期 前 和 方差 分 别 为 


五 > sx 一 ti 
i=1 


i=1 
Var 这 oj 一 Cov E tiXi, > oj 一 > > tit;Cov(Xi, Xi 
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 
对 于 一 般 的 正 态 随机 变量 Y , 我 们 有 公式 
EleY] = My 人 li = e+ /12 
其 中 = B[Y],o? = Var(Y). 将 上 述 公式 应 用 于 Y= "tiXi ,得 
M(t1,.*. ,tm) = Ele’] = exp{ E[Y] + Var(Y)/2} 
= exp 人 tiHti 十 5 > >》 coco 
i=1 i=1 j=1 
由 上 式 可 知 , XX1,… ,Xm 的 联合 分 布 完 全 由 E[Xi] 和 Cov(Xi, Xj)) ,i 二 1,.… ,mj = 
1,… ,m 所 确定 . 
不 难 指出 , 当 m = 2 时 , 此 多 元 正 态 分 布 就 是 二 元 正 态 分 布 . 
例 8a 设 X,Y 具有 二 元 正 态 分 布 , 其 参数 
kz = E[X], ny = El[Y],02 = Var(X),02 = Var(¥Y),p = Corr(X,Y) 
求 P{X <Y}. 
解 : 由 于 X 一 了 也 是 正 态 分 布 , 其 均值 为 
E[X—-Y=hr— hy 400 
方差 为 
Var(X ~—Y)= Var(X)+ Var(~Y) + 2Cov(X,—Y) 
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2 2 
=0z 十 ay 一 207z0y 


由 此 可 得 
P{X <Y}= P{X—-Y <0} 


XX-Y- (ps Ky) — My) < 一 (Upz — Hy) 
/02 十 ay — 2poroy 02 十 0y 一 200zay 
@[ /Hz 国 
4/02 十 02 — 2poroy 


例 8b 设 X 在 给 定 6 =60 之 下 为 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 9, 方差 为 1. 进 一 
步 假 设 6 本 身 也 是 正 态 随机 变量 , 其 均值 为 ,方差 为 o?. 求 出 给 定 钱 =z 之 下 的 
9 的 条 件 分 布 . 

解 : 我 们 不 用 贝 叶 斯 公式 . 我 们 指出 (X, 6) 具有 二 元 正 态 分 布 , 其 联合 分 布 密 
度 为 

fx,e(7,0) = fxle(z|0)fe(0) 

其 中 , fxle(zlb) 为 正 态 密度 函数 , 期 望 为 9, 方差 为 1. 直接 计算 可 以 得 到 fxje(z, 0) 
也 是 一 个 二 元 正 态 密 度 函数 . 但 是 我 们 也 可 以 这 样 看 , 令 2 为 标准 正 态 随机 变量 ， 
独立 于 6. 则 给 定 8 = 0 之 下 , Z 十 日 的 分 布 为 正 态 分 布 , 期 望 为 0, 方差 为 1. 显然 
(Z +9,8) 与 (X, 6) 具有 相同 的 联合 分 布 , 由 多 元 正 态 分 布 的 定义 知 , (2 + 6, 9) 
显然 具有 二 元 正 态 分 布 , 这 样 , (X, 昌 ) 也 具有 联合 正 态 分 布 密度 , 现在 


EI[X]= El[Z +@]=h Var(X)=Var(Z +6)=1+o? 
且 


p= Corr(X,B) = Corr(Z + 0, 8) 
_ CowZ+98,8) _ 5o 
VVar(Z +©O)Var(@) Vi+t+o? 
由 于 (X, 昌 ) 为 二 元 正 态 分 布 , 因此 X = z 之 下 6 的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 , 其 期 
望 为 


Var(9) 
Var(X) 


Blex =z] = BlO]+p (BIX) = p+ ie- 


方差 为 


o? 


1+o? 
(关于 二 元 正 态 分 布 的 条 件 分 布 的 计算 可 见 第 6 章 例 5c.) 国 


Var(O|X = z) = Var(B)(1 -po2) = 
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7.8.2 ”样本 均值 与 样本 方差 的 联合 分 布 


设 X1,… ,Xn 为 独立 同 分 布 正 态 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 参数 为 (4,o?). 记 

关 = i Xi/n 为 样本 均值 , 由 于 独立 正 态 随机 变量 的 和 也 是 正 态 随机 变量 , 因此 

XX 也 是 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 1 方差 为 o?/n( 见 例 2c 和 例 4a). 现在 研究 随机 变 
基 序 列 关 ,X1 一 六 ,… ,Xn 一 及, 由 例 4e 可 知 

Cov(X,XKi—X)=0 1=1,..,n (8.1) 


现在 设 Y 为 正 态 随机 变量 , 是 与 XX 一 鲜 ,… ,XX 一 叉 相互 独立 , 其 期 望 为 ,方差 
为 o2/n, 不 难 验 证 YX1 一 承 ,… ,Xn 一 及 为 联合 正 态 随机 变量 . 另 一 方面 , 随机 
变量 组 匀 , Xi 一 闫 ,… ,Xn 一 叉 也 是 联合 正 态 的 随机 变量 . 同时 , 可 以 证 明 Y, Xi -~ 
和 ,Xn 一 叉 的 期 望 和 协 方差 与 卫 , Xi 一 又 ,Xi, 一 卫 的 期 望 和 协 方差 完全 相 
同 . 由 于 联合 正 态 分 布 完 全 由 其 期 望 和 协 方差 所 确定 , 因此 这 两 组 随机 变量 具有 相 
同 的 联合 分 布 . 这 样 , 就 证 明了 关 与 Xi 一 元 ,一 误 也 相互 独立 . 因此 , 站 与 
5° = 1(Xi 一 症 ?/(n 一 1) 也 相互 独立 . 

我 们 已 经 知道 X 与 82 相互 独立 , 且 及 为 正 态 随机 变量 , 参数 为 (1,02/n). 余 
下 的 , 我 们 只 需求 出 52 的 分 布 . 在 例 4a 中 , 给 出 了 恒等式 


n n 


(n—1)5 = (Xi~ FY = Xn) np)? 


i=1 i=1 


两 边 除 以 c”, 我 们 得 到 


(n 地 (5) _ > (二 2) (8.2) 
SG 


征 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 的 平方 和 , 因此 其 分 布 为 自由 度 为 n 的 x? 分 布 , 再 
由 例 7i, 可 知 其 矩 母 函数 为 (1 - 2t)-"/2. 同样 


(3#) 
o/Vn 
的 分 布 是 自由 度 为 1 的 x? 分 布 , 其 矩 母 函数 为 (1 - 2 的 -1/2. 利用 独立 随机 变量 和 
的 矩 母 油 数 等 于 各 随机 变量 矩 母 函数 的 乘积 的 性 质 , 得 
Bletm-03s (1 2t)-1/2 = (1 2t)—"/2 


或 
Elet(*-1)s°/0] 二 (1 2t) 一 (272 
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等 式 右边 (1 一 24)-”-02 为 x? 分 布 的 抢 母 函数 ,自由 度 为 (n - 1), 由 和 矩 母 函数 
唯一 确定 分 布 知 ，(n 一 1)S?/o? 的 分 布 为 自由 度 (n 一 1) 的 X2 分布. 综 上 所 述 , 我 
们 有 


命题 8.1 设 XX,… ,XX 为 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 


参数 为 (y,o?), 则 样本 均值 全 与 样本 方差 92 相互 独立 . 又 为 正 态 随 机 变 
量 , 均值 为 p, 方差 为 o2/n; (n1)52/o? 为 x? 随机 变量 , 自由 度 为 (n 一 1). 


7.9 ”期 望 的 一 般 定 义 


至 此 , 我 们 只 给 出 了 离散 和 连续 随机 变量 的 期 望 的 定义 ， 然 而, 有 些 随 机 变量 
既 不 是 离散 型 的 , 也 不 是 连续 型 的 , 它们 照样 可 以 有 期 望 值 . 可 以 举 出 一 个 简单 的 
例子 . 设 X 为 伯 努 利 随机 变 基 , 其 分 布 参数 为 p = 1/2. 又 设 Y 是 一 个 [0,1] 上 的 
具有 均匀 分 布 的 随机 变量 , 又 假定 X,Y 相互 独立 . 现 定义 一 个 新 的 随机 变量 


X=1 

W = 

y XA1 

显然 , W 不 是 离散 的 ( 它 的 取 值 范围 为 [0, 1]), 也 不 是 连续 的 (P{W = 1} = 3). 


为 了 定义 一 般 随 机 变量 的 期 望 , 我 们 需要 给 出 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 概念 . 首先 , 对 
于 实 函数 g, 积分 户 g(zjdz 是 通过 下 式 定义 的 


b n 
| gnas = tim DD gl) (es wi) 
a “一 上 
max (zi 一 Zi-1) 一 0 和 n 一 oo 时 , 求 相应 和 数 的 极限 . 


iT 


对 于 任意 一 个 分 布 函数 F(z), 非 负 函数 g(z) 在 区 间 fc 中 上 的 斯 送 尔 切 斯 积分 
是 这 样 定义 的 
b n 
/ g(zjdF(z) = lim Sg(zi) [F(zi) -Flzi 
a ?一 1 


其 中 的 极限 过 程 与 通常 积分 定义 中 的 过 程 一 样 , 即 4 = zo < mi < .… < mm 二 
,ax (aa Zi-1) 一 0, n 一 00. 进一步, 在 实数 轴 上 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 由 下 式 定义 


oo 
/sara = Im f g(aF(e) 


最 后 , 对 于 一 般 的 函数 g, 定义 


二 g(x) g(x)>0 -fy 0 9g(z) 20 
0 glz)<0 -g(z) g(z)<0 


gt 和 9- 都 是 非 负 函数 , 称 作 9 的 正 部 和 负 部 , g(x) = 9g+(z) -9 (z). 对 于 g(x) 的 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 可 由 下 式 定 义 


{stds) = / ~ gt+(z)dF(z) - 人 ~ g-(s)dF(z) 0 
当 广 _ ol 人 g (ZJ)dF(z) 不 都 为 +oo 时 ,， 广 -9(z)dF(z) 有 定义 , 此 
时 称 为 广 - 9 (z) 存在 . 
若 X 和 其 分 布 函数 为 , 则 X 的 期 望 由 下 式 定义 
E[X] = 人 wdF(z) (9.1) 


可 以 证 明 , 当 XX 为 离散 随机 变量 时 ， 
/ zdF (7z) = > ZD(Z) 
一 29 Z:D(Z)>0 


其 中 p(z) 为 六 的 分 布 列 . 当 X 为 连续 时 


/sare) = ff(wae 


其 中 f(z) 为 X 的 密度 函数 . 

读者 应 该 明白 (9.1) 式 的 直观 含义 . 考虑 近似 和 

Dlr F(zi-1)] 

将 X 的 近似 值 z; 乘 以 X 落 入 区 间 (zi_1, zi] 的 概率 , 再 将 这 些 乘积 加 起 来 , 就 是 
X 的 期 望 的 近似 值 . 当 这 些 分 割 区 间 的 长 度 越 来 越 小 时 , 就 得 到 X 的 期 望 值 . 

利用 斯 蒂 尔 切 斯 积分 可 以 将 期 望 的 定义 变 得 简洁 , 它 抓 住 了 期 望 这 个 概念 的 本 
质 . 例如 , 斯 蒂 尔 切 斯 积分 可 以 将 离散 和 连续 的 两 种 情形 统一 起 来 . 在 教材 中 也 不 
必 分 离散 和 连续 两 种 情形 给 出 定理 的 证 明 . 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 性 质 也 与 通常 积 
性 质 相同 . 本 章 中 所 有 性 质 都 能 推广 到 一 般 情况 . 


小 结 


- 品 


设 X,Y 具有 联合 分 布 列 p(z,y), 则 
Elo( X,Y)] -2 2a (zx, Y)p(z, Y) 


若 它 们 具有 联合 密度 f(z,9), 则 
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eol= 人 _ f go, f(y) dz dy 


若 令 g(z,y) = 工 十 y, 可 得 
EIX +Y]= E[X]+ E[Y] 
这 个 公式 可 推广 到 


n 


中 > Xi|= Ds 


i 二 1 
X,T 的 协 方差 由 下 式 定义 : 
Cov(X,Y)= El[(X — E[X]))(Y — E[Y])] = EI[XY] ~ E[X]E[Y] 
下 面 的 恒等式 十 分 有 用 : 
Cov(D X,Y) 一 DY 》 Cov(Xi, 巧 ) 
i=1 j=1 i=1 j=1 
当 n=m,Xi= YY,i=1,2,...,n 时 ， 


Var (DX) = Var +25 》、 Cov(Xi, 巧 ) 
i=1 i=1 < 了 
X,Y 之 相关 系数 p(X,Y) 由 下 式 定 义 : 


Cov(X,Y) 
eX,Y)= art] Varty) 
若 六 ,Y 为 二 元 离散 随机 变量 , 则 在 了 = y 的 条 件 下 , XX 的 条 件 期 望 由 下 式 给 出 : 


EIXIY =Y]= 》_ zrzP{X = zlY = 分 


如 果 是 二 元 连续 的 , 则 
EIX|Y = y= 人 zZjxlir(zly)dz 


其 中 
jz,y] 


fxlY (zly) 一 fy) 
为 Y= y 条 件 下 并 的 条 件 密度 . 条 件 期 望 的 性 质 与 通常 期 望 的 性 质 是 类 似 的 ,只 
是 在 计算 中 , 所 有 概率 都 是 Y =y 之 下 的 条 件 概率 ， 
记 E[X|Y] 表示 Y 的 函数 , 当 Y = y 时 , 其 值 为 E[X|Y = yj. 关于 条 件 期 望 的 
一 个 重要 的 恒等式 为 


BIX] = ELELXIY] 


在 离散 情形 下 , 是 
EIX] = 》_ EIXIY =yP{Y = 分 
了 


连续 情形 下 , 是 _ 
Blx]=/ BlxlY = yfy(Way 


上 述 的 公式 可 以 用 来 计算 EIX]. 其 方法 是 先 固定 了 = y, 求 出 条 件 期 望 BI[X|Y = yy， 
再 对 Y 求 期 望 . 此 外 , 对 于 每 一 个 事件 A, P(4) = E[I4], 其 中 IT4 是 事件 4 的 示 性 
函数 . 我 们 也 可 以 利用 上 述 关于 期 望 的 计算 公式 来 计算 P(A4). 
六 在 Y=y 之 下 的 条 件 方差 由 下 式 定义 : 
Var(X|Y =9) = EI[(X — E[X|Y = Yl)|Y = 
记 Var(XIY) 表示 了 的 函数 , 在 Y =y 处, Var(XIY) 的 值 是 Var(X|Y =y). 下 面 的 
Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E[X|Y]) 
设 我 们 可 观察 到 随机 变量 X 的 值 , 我 们 希望 根据 X 的 观察 值 , 预测 随机 变量 Y 的 
值 , 在 这 种 情况 下 , E[Y|X] 是 使 均 方 误差 达 最 小 的 预测 值 . 
随机 变量 X 的 矩 母 函数 由 下 式 定义 : 
M(t) = Ele'*] 
和 的 各 阶 矩 都 可 以 从 M(t) 的 各 阶 微 商 在 t=0 处 的 值得 到 . 特别 地 ， 
EIX"] = SM) n= 1,2,... 


t=0 
矩 母 了 对 数 的 两 个 重要 性 质 是 : 

(Qi) 随机 变量 的 矩 母 函 数 唯一 地 确定 它 的 分 布 . 

(让) 独立 随机 变量 和 的 矩 母 函 数 等 于 各 随机 变量 的 矩 母 函数 的 乘积 . 

这 个 结果 可 使 下 列 结果 的 证 明 简化 : 独立 正 态 ( 泊 松 或 TT) 随机 变量 的 和 的 分 布 仍 
然 为 正 态 ( 泊 松 或 了 ) 分 布 . 

若 X1,… ,Xm 均 为 有 限 个 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 , 则 称 
Xi ,Xm 为 联合 正 态 ， 其 联合 分 布 由 E[Xi], Cov(Xi, Xj), 和 7 = 1,…,m 所 
确定 . 

设 XX,…. ,Xn 为 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 序列 , 期 望 为 几 方差 为 o2, 则 其 
样本 均值 


和 样本 方差 


相互 独立 . 样本 均值 了 是 正 态 随 机 变量 , 期 望 为 ,方差 为 v2/ni (n -1)S2Jo? 是 
X? 随机 变量 , 自由 度 为 n 一 1. 
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习题 


. 一 个 玩 游戏 者 同时 毛 一 枚 均匀 山子 和 扔 一 枚 均匀 硬币 . 如 果 硬 币 正面 朝 上 , 他 赢得 殿 


子 出 现 点 数 的 两 倍 , 否则 赢得 山子 点 数 的 1/2, 求 他 赢得 的 期 望 . 


.一 种 名 为 Clue 的 牌 戏 是 这 样 的 , 一 副 牌 中 含 三 种 牌 . 第 一 种 牌 上 画 有 不 同 的 嫌疑 者 , 一 


共 6 张 ; 第 二 种 牌 上 画 有 不 同 的 武器 , 也 有 6 张 ; 第 三 种 牌 上 画 有 不 同 的 房间 , 有 9 张 . 

每 种 牌 内 抽取 一 张 , 游戏 的 目的 是 要 猜 出 被 抽出 的 3 张 牌 . 

(a) 一 共有 多 少 “ 副 ”可 能 的 牌 ? (抽出 的 3 张 称 为 1 副 ) 在 一 种 游戏 中 , 当 3 张 牌 被 选 
中 以 后 , 每 个 游戏 者 又 从 剩 下 的 牌 中 随机 地 抽取 3 张 . 设 某 个 游戏 者 抽 到 的 3 张 牌 
中 , 有 3 张 嫌疑 者 , 有 W 张 武器 , 有 RR 张 房间 , 又 令 X 表示 当 该 游戏 者 观察 到 自 
己 的 3 张 牌 以 后 , 最 早 被 抽出 的 那 3 张 牌 的 可 能 “ 副 ” 数 . 

(b) 找 出 XX 与 5,W,RR 的 关系 . (c) 计算 EB[X]. 


. 设 X,Y 为 (0,1) 上 独立 均匀 随机 变量 , 证 明 


2 


EllX —Y1] = CTTC+J “>0 
. 设 X,Y 相互 独立 同 分 布 , 目 在 有 限 集 {1,2,… ,m} 上 均匀 分 布 , 即 p{X = 引 = 二,i= 
1,…. ,mm. 证 明 
BX -Y= 加 一 en 


. 县 医院 位 于 边 长 三 英里 的 一 个 正方 形 的 中 心 . 当 发 生 事故 时 , 医院 就 派出 救护 车 . 设 医 


院 位 于 (0, 0), 发 生 事故 地 点 为 (X,Y). 由 于 路 网 是 格子 形 的 , 由 (0,0) 到 (z,y) 所 需 走 
的 路 程 为 |z| 十 I|. 假定 事故 是 均匀 地 发 生 于 这 个 三 英里 边 长 的 正方 形 内 , 求 每 次 发 生 
事故 时 , 救护 车 为 到 达 出 事 地 点 所 走 的 平均 路 程 . 


6. 某 人 撕 骨 子 10 次 , 计算 所 得 点 数 之 和 的 期 望 值 . 


~ 


2 


10. 


. A、B 两 人 随机 地 , 独立 地 从 10 个 不 同 的 物件 中 选 出 3 件 , 求 下 列 随机 变量 的 期 望 


(a) 两 人 同时 选中 的 件数 . (b) A 和 B 均 不 选中 的 件数 . (c) A, B 两 人 中 只 有 一 人 选中 
的 件数 . 


. 设 有 N 个 人 参加 某 蜀 宴 , 当 一 个 人 到 达 以 后 , 若 他 发 现 已 到 达 的 客人 中 有 他 的 朋友 , 则 


他 坐 在 有 朋友 的 一 桌 上 , 耕 则 , 他 就 新 开 一 桌 , 假设 这 【2 ) 对 中 , 每 一 对 都 以 概率 p 成 
为 朋友 , 并 且 各 对 之 间 是 否 成 为 朋友 是 相互 独立 的 求 出 当晚 开 桌 数 的 期 望 值 

提示 : 记 X; = 1 表示 第 i 个 到 达 者 新 开 一 桌 ，X; = 0 表示 第 ;个 到 达 者 与 朋友 坐 在 
一 桌 . 


. 一 共有 nn 个 球 , 标号 1,2,.… ,n. 还 有 nn 个 坛子 , 也 标号 1,2,… ,n. 假设 球 i 等 可 能 地 


被 放 进 坛子 1,2,… ,i 中, i= 1,2,… 求 

(2) 空 坛子 的 期 望 数 . (b) 每 个 坛子 都 不 空 的 概率 . 

进行 3 次 试验 , 每 次 都 有 相同 的 成 功 概率 , 记 X 为 3 次 试验 中 成 功 的 次 数 . 若 E[X] = 
1.8. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


习 题 315 


(a) P{X = 3} 的 最 大 可 能 值 是 什么 ? ”(b) P{X = 3} 的 最 小 可 能 值 是 什么 ? 

对 每 种 情况 构造 个 概率 模型 , 使 得 P{X = 3} 取得 指定 的 值 . 

提示 : 对 于 (b), 令 U 为 (0,1) 上 的 均匀 随机 变量 , 然后 , 根据 U 的 值 定义 试验 . 

考虑 n 次 独立 毛 硬 币 试验 , 设 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 p. 我 们 称 一 个 改变 发 生 , 如 果 这 一 
次 出 现 的 试验 结果 与 上 一 次 试验 的 结果 不 同 . 例如 , 当 n = 5 时 , 试验 结果 为 HHTHT， 
其 中 H 表示 正面 朝 上 , 这 个 试验 结果 中 现 了 3 个 改变 . 求 出 n 次 试验 中 改变 数 的 期 
望 值 . 

提示 : 可 将 改变 数 表示 为 n 1 个 伯 努 利 随机 变量 的 和 . 

n 个 男生 和 n 个 女生 随机 地 排 成 一 队 . 

(a) 求 在 队伍 中 后 面 跟着 一 个 女生 的 男生 数 的 期 望 值 . 

(b) 假定 这 些 学 生 是 随机 地 坐 在 一 张 圆桌 边 , 求 右边 坐 着 一 位 女生 的 男生 数 的 期 望 值 . 

有 1000 张 卡 片 , 上面 写 上 编号 1 ~ 1000. 随机 地 分 送 给 1000 人 , 计算 卡片 编号 与 人 的 
年 龄 相符 的 卡片 数 的 期 望 值 . 

一 个 坛子 内 有 mm 个 黑 球 , 每 次 从 坛子 内 拿 走 一 个 黑 球 并 加 进 一 个 新 球 , 这 个 新 球 以 概 
率 p 为 黑 球 , 以 概率 1 - 2 为 白 球 . 继续 这 样 试验 一 直到 拿 光 所 有 的 黑 球 为 止 , 求 期 望 
注 : 这 个 模型 对 于 理解 艾滋 病 有 帮助 . 在 人 类 免疫 系统 中 有 一 类 细胞 称 为 工 细胞. 一 
共有 两 种 类 型 的 工 细胞 , CD4 和 CD8. 在 患 病 初 期 , 病人 的 细胞 中 的 细胞 比例 与 健康 
人 的 比例 是 相同 的 , 约 为 60% 和 40% , 但 是 病人 的 细胞 中 的 CD4 比例 一 直 在 缩小 . 现 
在 的 模型 是 这 样 的 , 病毒 入 侵 以 后 , 攻击 T 细胞 , 但 是 身体 补给 系统 并 不 区 分 损失 的 细 
胞 是 CD4 还 是 CD8, 它 以 0.6 比 0.4 的 比例 补给 . 当 身 体 健康 的 时 候 , 这 个 补给 比例 
是 合适 的 , 由 于 HIV 病毒 只 攻击 CD4 细胞 , 这 种 补给 方式 就 非常 危险 , 正如 本 题 模型 
一 样 , 黑 球 终 有 一 天 被 取 光 . 

在 例 2n 中 , 称 i 和 j 形成 一 个 配对 , 如 果 i 拿 了 j 的 帽子 , 而 j 拿 了 i 的 帽子 , 求 配对 
数 的 期 望 值 . 

设 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 对 固定 的 z, 令 

证 明 , E[X] = 一 ee-*/2. 


ZZ Z>7 
X= 
和 
V2n 


设 有 n 张 牌 , 标 以 1,2,… ,n. 随机 地 排 一 次 序 , 现在 让 你 顺 次 地 对 n 张 牌 作 n 次 猜测 ， 

记 NN 为 正确 猜测 数 . 

(a) 者 每 次 猜测 时 , 都 没有 以 前 猜测 的 信息 , 则 对 任何 猜测 方案 均 有 E[N] = 1. 

(b) 阁 在 每 次 猜测 以 后 , 都 会 告诉 你 被 猜测 的 牌 的 号 码 . 什么 是 最 好 的 猜测 策略 ? 指出 
在 此 策略 之 下 , 有 
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(c) 现在 假定 每 次 猜测 以 后 都 只 告诉 你 对 或 错 , 在 这 样 的 情况 下 下 面 的 策略 使 BIN] 达 
到 最 大 值 . 凡是 告诉 你 错 , 就 坚持 原来 的 猜测 , 直到 猜 对 为 止 , 然后 再 换 一 个 猜 下 一 
张 卡片 . 对 于 这 个 策略 指出 
1 1 


1 
EIN=1+37 ta t+ Tre-1 


提示 : 对 于 所 有 三 个 问题 , 将 N 表示 成 示 性 随机 变量 (也 即 , 伯 努 利 随机 变量 ) 的 和 . 
一 共有 52 张 的 扑克 有 牌 的 翻 牌 游戏 , 每 次 翻 一 张 , 直到 全 部 翻 完 为 止 . 若 第 一 张 翻 得 “A”， 
或 第 二 张 得 2, 或 .……… ,或 第 13 张 得 “K”, 或 第 14 张 得 “A”, 等 等 , 我 们 就 称 出 现 一 
个 配对 , 求 出 现 的 配对 数 的 期 望 . 注意 在 翻 牌 游戏 中 不 分 花色 , 如 在 第 (13n + 1) 次 翻 
牌 中 , 只 要 是 A( 不 管 什 么 A 的 花色 ), 都 算 一 个 配对 . 
某 一 地 区 一 共有 7 种 昆虫 , 捕 足 昆虫 时 , 每 次 捕 提 到 的 昆虫 种 类 与 前 面 的 每 次 捕捉 都 是 
相互 独立 的 . 现 设 每 次 提 昆 虫 时 , 捉 到 第 i 种 昆虫 的 概率 为 pi,i=1,2,… ,7, "pi=1. 
(a) 指出 第 一 次 提 到 种 类 为 1 的 昆虫 时 , 所 捉 到 的 昆虫 的 期 望 值 . 
(b) 指出 第 一 次 提 到 种 类 为 1 的 昆虫 时 , 所 捉 到 昆虫 种 类 的 期 望 值 . 
注 : 记 7 种 昆虫 的 种 类 分 别 为 1 …… ,7. 
一 个 坛子 内 有 nn 个 球 , 第 i 个 球 的 重量 为 w(2),i = 1,2,.… ,mn. 从 坛子 中 无 放 回 地 取出 
球 , 且 每 个 球 被 取 到 的 概率 为 其 重量 占 剩 下 的 球 的 总 重量 的 比例 . 例如 , 若 坛 中 的 球 为 
旺 ， ,ir, 则 球 问 被 抽 到 的 概率 为 vw(2)/ 二 fi win),7 = 1,2,… ,7. 计算 在 抽 到 1 号 
球 以 前 所 抽 球 的 个 数 的 期 望 值 . 
设 有 100 人 组 成 的 集体 , 计算 
(a) 一 年 中 刚好 有 3 个 人 在 同一 天 生日 的 天 数 的 期 望 值 . 
(b) 100 人 中 不 同 生 日 的 天 数 的 期 望 值 . 
撕 一 枚 均匀 骨 子 , 求 出 全 部 6 个 点 数 至 少 出 现 一 次 所 需 毛 角子 的 次 数 的 期 望 值 . 
1 号 坛子 含 5 个 白 球 6 个 黑 球 , 2 号 坛子 舍 8 白 , 10 黑 . 从 1 号 坛子 随机 地 取出 两 个 
球 放 入 2 号 坛子 , 然后 再 从 2 号 坛子 随机 地 取出 3 个 球 , 计算 这 3 个 球 中 白 球 数 的 期 
望 值 . 
提示 : 令 Xi = 1, 如 果 1 号 坛子 内 的 第 i 号 白 球 是 最 后 选 出 的 3 个 球 中 的 一 个 , X; = 0， 
其 他 情况 . 令 Y = 1, 如 果 2 号 坛子 内 第 i 号 白 球 是 最 后 选 出 的 3 个 球 中 的 一 个 , 到 = 0， 
其 他 情况 . 则 最 后 选 出 的 3 个 球 中 白 球 的 个 数 为 并 5 ， Xi 十 并 8 | 歼 . 
一 个 瓶 中 含有 两 种 药片 , 大 的 m 片 , 小 的 n 片 . 每 天 , 病人 随机 地 从 中 选 一 片 , 如 果 选 到 
小 的 , 就 吃 下 去 , 如 果 选 到 的 是 大 的 , 就 铬 成 两 半 , 吃 掉 一 半 , 剩 下 一 半 成 为 小 药片 , 放 进 
瓶 内 . 
(a) 令 表示 拿 到 最 后 一 片 大 的 药片 并 且 将 吃 剩 的 半 片 放 回 瓶 中 以 后 , 瓶子 内 剩 下 的 
小 药片 的 数目 , 求 E[X]. 
提示 : 定义 n 十 m 个 示 性 随机 变量 , 一 类 是 原来 n 个 小 药片 , 另 一 类 是 m 个 大 药 
片 吃 掉 一 半 以 后 成 为 的 小 药片 , 再 利用 , 例 2m 中 的 方法 . 
(b) 记 了 表示 病人 拿 到 最 后 一 片 大 药片 的 天 数 , 求 B[Y]. 
提示 : X 与 了 之 间 有 什么 关系 ? 
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设 X1, Xz,… 是 独立 同 分 布 的 连续 随机 变量 序列 , 记 N > 2 满足 XY > X2 > :… > 
Xw-_1 < Xw, 即 N 是 这 个 序列 开始 上 升 的 时 刻 . 证 明 EIN] = e 
提示 : 首先 计算 P{N > 可 


. 设 Xi1,X2,… ,Xn 为 独立 同 分 布 并 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 序列 , 计算 


(a) Elmax(X1,... ,Xn)]. (b) Elmin(Xi,-.. ,Xn)]. 


.一 共有 101 个 物品 放 入 10 个 盒子 , 显然 至 少 有 一 个 盒子 包含 多 于 10 个 物品 , 用 概率 


方法 证 明 此 结果 . 


“ 设 一 个 由 nn 个 元 件 组 成 的 系统 , 这 ”个 元 件 排 成 一 个 圆周 . 每 一 个 元 件 有 两 种 状态 , 失 


效 和 工作 . 若 这 个 n 个 元 件 组 成 的 系统 中 , 不 存在 连续 7 个 元 件 , 其 中 至 少 有 大 个 失效 ， 
则 这 个 系统 正常 运行 , 这 种 系统 称 为 圆周 的 (k,7,n) 可 靠 性 系统 , k < r < n. 现在 共有 
47 个 元 件 , 其 中 8 个 失效 , 指出 不 可 能 安排 出 一 个 正常 运行 的 (3, 12, 47) 圆周 系统 . 
一 共有 四 种 不 同 的 优惠 券 , 前 两 种 优惠 券 组 成 一 组 , 后 两 种 优惠 券 组 成 另 一 组 (例如 前 
两 种 为 食品 优惠 券 , 后 两 种 为 服装 优惠 券 .) 每 得 到 一 个 新 的 优惠 券 , 它 是 第 i 种 的 概率 
为 为 pi = 2,3,4 其 中 pi ==p2=1/8,ps=p4==3/8. 记 XX 为 达到 下 列 目 的 之 一 所 
需 收集 的 优惠 券 数 . 


(a) 所 有 4 种 优惠 券 ; (b) 第 一 组 中 所 有 的 各 种 优惠 券 ; 

(c) 第 二 组 中 所 有 的 各 种 的 优惠 券 ; (d) 任 一 组 中 所 有 各 种 的 优惠 券 . 

求 E[X]. 

设 X,Y 为 相互 独立 并 具有 同 分 布 的 随机 变量 , 其 公共 期 望 是 为 方差 为 o?. 求 E[(X- 
Y)2l. 

计算 习题 6 中 点 数 之 和 的 方差 . 


在 习题 9 中 , 计算 空 坛子 数 的 方差 . 

设 BE[X] = 1,Var(X)=5, 求 

(a) E[(2+ X)?]. (b) Var(4 + 3X). 

10 对 夫妇 随机 地 坐 在 一 张 圆桌 上 , 记 X 为 夫妇 坐 在 相 邻 位 置 的 对 数 , 求 

(a) E[X]. (bj Var(X). 

一 副 扑克 牌 , 一 张 一 张 翻 开 , 分 别 计算 为 出 现 

(a) 两 个 “A”; (b) 5 个 黑 桃 ， (c) 13 张 红 桃 . 

所 需 翻 牌 数 的 期 望 值 ， 

掷 一 枚 均匀 山子 n 次, 记 XX 为 其 中 出 现 1 点 的 次 数 , Y 为 出 现 2 点 的 次 数 , 计算 
Cov(X, 了 了)， 

搓 一 枚 均匀 般 子 两 次 , 记 X 为 两 次 出 现 的 点 数 之 和 , 记 了 为 第 一 次 出 现 的 点 数 减 去 第 
二 次 出 现 的 点 数 的 差 , 计算 Cov(X,Y). 

设 X,Y 具有 联合 密度 函数 


2e -22]/z 0 和 zz<coo0gy 斥 
f(z,y) = 
0 其 他 


计算 Cov(X,Y). 
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第 7 了 章 期 望 的 性 质 


设 XX,X2,… 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 其 公共 期 望 为 凡 公共 方差 为 o?. 记 Y= 
Xn 二 Xn+i 十 n+2， 求 Cov(Yn, Yn+j), 辽 0. 
设 X.Y 的 联合 密度 为 


jz 人 = Le Wt/ 2>0y>0 
y 


求 B[X], BP[Y], 并 证 明 Cov(X,Y)=1. 

鱼池 中 共有 100 条 鱼 , 其 中 30 条 为 鲤鱼 , 现 抓 住 20 条 , 求 这 20 条 中 鲤鱼 数 的 期 望 与 
方差 . 计算 时 , 你 作 了 什么 样 的 假定 ? 

由 20 人 组 成 的 集体 , 其 中 10 人 为 男生 , 10 人 为 女生 . 他 们 随机 地 分 成 10 组 , 每 组 2 
人 , 求 10 组 中 男女 混合 的 组 数 的 期 望 与 方差 . 若 20 人 由 10 对 夫妻 组 成 , 问 分 组 中 夫 
妻 组 的 组 数 的 期 望 和 方差 . 

设 Xi … ,Xn 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 函数 为 未 知 的 连续 函数 严 (z)， 
又 设 六 ,…. ,Ym 也 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 函 数 为 未 知 的 连续 函数 
G(y). 现 将 这 n 十 m 个 变量 排序 , 令 


ro! 若 nn 十 m 个 值 中 第 i 个 最 小 的 值 来 自 X 
0 其 他 
RR 一 ?1" ili 称 为 样本 的 秩 和 , 它 是 检验 与 G 是 省 相同 的 标准 统计 量 . (这 种 检验 
称 为 威 尔 科 克 森 (Wilcoxon) 秩 和 检验 ), 当 R 不 是 很 大 也 不 是 很 小 时 , 接受 假设 = G. 
现在 在 = G 的 假定 下 , 计算 玉 的 期 望 和 方差. 
提示 : 利用 例 3e 的 结果 . 
有 两 种 生产 工艺 生产 某 种 产品 , 由 工艺 i 生产 的 产品 的 质量 的 分 布 为 连续 分 布 F,i = 
1,2. 现 设 利用 工艺 1 生产 n 件 产品 , 工艺 2 生产 m 件 产品 , 令 
人 逢 第 7 个 最 好 产品 来 自 于 工艺 1 
2 其 他 

Xi ,Xntm 中 有 wv 个 1, m 个 2. 记 表示 “1” 的 游程 的 个 数 , 例如 , n = 5,m = 
2, 关 二 1,2,1,1,1,1,2, 则 R=2. 在 所 = 忆 的 假定 之 下 , R 的 期 望 和 方差 是 什么 ” (如 
果 两 种 工艺 生产 的 产品 质量 完全 一 致 , 则 让 = R.) 
设 XX1, XX2, Xa, X4 是 两 两 不 相关 的 随机 变量 序列 , 具有 均值 0 和 方差 1. 计算 下 列 各 对 
随机 变量 的 相关 系数 ， 
(a) XI 十 X2 和 X2 十 Xa. (b) Xi 十 X2 和 Xs 十 X4. 
在 赌场 中 有 这 样 的 游戏 : 赌 徒 1 和 赌 徒 2 先 轮流 搓 两 枚 骨 子 , 然后 庄家 也 掷 两 枚 山子 
若 赌 徒 i 的 点 数 和 严格 地 大 于 庄家 的 点 数 和 , 则 赌 徒 i 赢 , 令 

，_ 人 着 晴 什 1 六 

0 若 赌 什 i 输 

指出 五 , 为 正 相关 的 , 解释 这 个 结果 的 原因 . 
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考虑 有 nn 个 节点 1,2,… ,n 的 一 个 图 , 假设 (2 ) 对 节点 中 的 每 一 对 节点 独立 地 以 概率 
p 连 上 一 条 边 而 相互 联结 . 对 于 每 一 个 节点 % 它 所 联结 的 点 的 个 数 D; 称 为 该 点 的 阶 . 
(a) D: 的 分 布 是 什么 ?”(b) 计算 相关 系数 p(Di,D;). 

连续 地 拌 一 枚 均匀 伏 子 , 记 XX 和 Y 分 别 为 得 到 6 点 和 5 点 所 需 掷 的 次 数 , 求 

(a) E[X]; (b) ELXIY =1] (c) EIXIY =5]. 

在 一 个 盒子 里 有 两 枚 不 均匀 的 硬币 , 在 抛掷 硬币 时 正面 朝 上 的 概率 分 别 为 04 和 0.7. 
现在 从 中 随机 地 取 一 枚 硬币 , 连续 抛掷 10 次 . 已 知 前 3 次 抛 挤 硬 币 时 , 有 2 次 正面 朝 
上 , 间 10 次 抛掷 后 , 正面 朝 上 的 次 数 的 条 件 期 望 是 多 少 ? 

设 X,Y 的 联合 密度 为 


ex/ye-y 
CE Li 0<r<o00<y<o 
计算 BE = 引 . 
X,Y 的 联合 密度 为 
ey 
f(z,W) = 0O<zX<Y0<y<o0 


计算 E[Y*IY = yl. 

设 一 个 班 由 7 个 不 相交 的 小 组 组 成 ， 记 Pi 为 第 i 个 小 组 占 班 上 总 人 数 的 比例 ，i = 
1,2,… ,7. 若 第 ;个 小 组 的 成 员 的 平均 体重 为 wi,i = 1,2,… ,7. 问 全 班 成 员 的 平均 体 
重 是 多 少 ? 

一 因 犯 发 现 三 个 暗道 , 从 第 一 个 道 出 去 经 过 2 天 会 回 到 原 地 , 从 第 二 个 暗道 出 去 经 过 4 
天 会 问 到 原 地 , 从 第 三 个 暗道 经 过 一 天 会 走出 监狱 . 假定 该 犯人 总 是 按 0.5, 0.3 和 0.2 
的 概率 选择 暗道 , 可 他 逃 出 监狱 所 需 的 平均 天 数 . 

考虑 一 个 撕 骨 子 游戏 , 每 次 据 一 对 山子 , 如 果 点 数 和 为 7 游戏 结束 , 赢得 为 0. 如 果 点 
数 和 不 是 7, 那么 可 作 两 种 选择 , 你 可 以 将 点 数 和 作为 赢得 而 停止 游戏 , 或 者 重新 开始 
游戏 . 对 每 一 个 i,i = 2,… ,12, 可 以 制定 一 个 游戏 策略 , 当 掷 得 点 数 和 不 等 于 7, 但 这 
个 数 小 于 i 时 , 选择 重新 开始 游戏 , 只 有 当 点 数 和 > i 时 才 停 止 游戏 , 求 此 时 的 期 望 赢 
得 .i 为 何 值 时 , 能 获得 最 大 的 期 望 赢得 ? 

提示 : 记 Xi 为 采用 策略 i 时 的 赢得 . 将 首次 掷 役 子 所 得 的 点 数 和 作为 条 件 , 求 Xi; 的 
条 件 期 望 . 

10 个 猎人 在 等 着 野鸭 飞 过 天 空 ， 当 野鸭 飞 过 时 , 猎人 们 随机 地 选中 一 个 目标 ， 同 时 射 
击 . 假定 猎人 们 随机 地 选择 目标 , 且 他 们 之 间 相 互 独立 , 各 自 以 0.6 的 概率 击 中 目标 ， 
又 假定 飞 过 的 野鸭 数 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 其 参数 为 和 = 6. 求 被 击 中 的 鸭子 数目 的 期 户 
值 . ( 泊 松 随机 变量 取 0 值 的 情况 不 子 考 虑 .) 

设 某 大 楼 共有 入 层 , 在 1 层 有 ? 个 人 进入 电梯 , n 是 泊 松 随机 变量 ， 其 分 布 参数 为 
入 = 10. 设 对 于 每 一 个 人 , 其 目的 地 是 相互 独立 的 , 并 且 是 等 可 能 地 进入 每 一 楼 层 . 求 
该 电梯 在 2 层 以 上 平均 停 多 少 次 才能 将 乘客 送 到 他 们 各 自 的 楼 层 . 
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第 了 章 期 望 的 性 质 


设 某 工厂 每 周平 均 发 生 5 次 事故 , 在 每 次 事故 中 受伤 的 平均 人 数 为 2.5. 并 且 假 设 各 次 
事故 中 受伤 人 数 是 相互 独立 的 , 计算 一 周 内 受伤 的 工人 数 的 期 望 值 . 

设 抛 掷 硬币 时 , 正面 朝 上 的 概率 为 p, 不 断 地 抛掷 硬币 , 直到 正面 和 反面 都 曾 出 现 为 止 . 
(a) 抛掷 硬币 次 数 的 期 望 . (b) 最 后 一 次 出 现 正面 朝 上 的 概率 . 

一 共有 n 十 1 个 人 参加 游戏 , 每 个 人 以 概率 p 取胜 , 且 各 人 的 输赢 是 相互 独立 的 , 所 有 
胜 者 均 分 一 个 单位 的 奖金 (例如 , 若 有 4 个 人 赢 , 则 每 个 人 得 到 1/4 , 如 果 没 有 人 赢 , 则 
无 人 得 奖 ). 设 A 为 某 参加 者 , X 代表 A 所 得 的 奖励 . 

(a) 计算 游戏 者 所 获得 的 总 奖励 的 期 望 值 ， (b) 指出 EI[X] = [1 一 (1 一 p)"t1]/(n 二 1). 
(c) 以 A 是 否 赢 作为 条 件 , 计算 E[X]. 并 证 明 

1 一 (1 一 P)?+1 


B+B) -hs 


其 中 B 为 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p). 
mm 十 2 个 人 玩 游戏 , 每 一 个 人 拿 出 一 元 钱 放 在 一 起 以 便 开 始 游戏 .连续 抛 挪 一 枚 均 甸 硬 
币 nn 次, 其 中 ” 为 奇数 , 并 记录 每 次 地 搓 结 果 . 在 抛掷 硬币 之 前 , 参加 游戏 的 每 一 个 人 ， 
必须 写 下 一 个 他 对 每 次 抛掷 结果 的 猜测 , 例如 , 当 n = 3 时 , 游戏 参加 者 写 下 (HHT) 表 
示 他 预测 第 一 次 会 出 现 正面 朝 上 , 第 二 次 正面 朝 上 , 第 三 次 出 现 反面 朝 上 . 当真 正 的 n 
次 抛 据 结 果 出 来 以 后 , 每 个 人 核对 n 次 抛 挪 结果 和 他 的 猜测 结果 , 计算 他 正确 猜测 的 
次 数 , 例如 , 若 实际 抛掷 结果 为 (HHH) 而 他 的 猜测 为 (8HT), 此 时 , 他 正确 猜测 数 为 2. 
作为 对 猜测 者 的 奖励 , 将 m + 2 元 钱 平均 分 配给 那些 正确 猜测 数 最 多 的 人 .由 于 抛 毛 
一 个 硬币 出 现 五 或 的 概率 是 相同 的 , 而 各 次 抛掷 又 相互 独立 , 因此 其 中 m 个 参加 者 
决定 随机 地 世 测 , 特别 地 , 他 们 在 事先 可 以 自己 抛 据 一 枚 硬币 n 次 , 将 所 得 的 结果 作为 
猜测 . 然而 , 另外 两 个 人 决定 合伙 , 其 中 一 个 人 与 前 面 m 个 人 的 做 法 完全 一 样 , 另 一 个 
人 预测 刚好 其 合伙 人 相反 的 结果 . 例如 , 车 一 个 人 预测 为 (HHT), 则 另 一 个 人 的 预测 为 
(TTH). 
(a) 指出 两 个 合伙 人 中 至 少 有 一 个 人 的 正确 猜测 数 大 于 n/2(n 为 奇数 )， 
(b) 记 X 为 不 参加 合伙 的 m 个 人 中 正确 猜测 数 超 过 n/2 的 人 数 . X 的 分 布 是 什么 ? 
(c) 设 关 如 (b) 中 所 定义 , 指出 


5 合伙 人 所 得 钱 数 ] = (m+ 3)B[ 2 


(d) 利用 习题 59(c) , 指出 


EE[ 合 伙 人 所 得 钱 数 ] = 


2 二 12" 


并 具体 计算 当 m = 1,2,3 时 的 值 . 由 于 可 以 证 明 


2 二 — (1/2)"™+!] > 2 


这 说 明 合伙 策略 可 以 得 到 更 多 的 期 望 收入 . 
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设 Xi1,X2,… 为 独立 同 分 布 随 机 变量 , 其 公共 分 布 为 F. 设 NN 为 与 它们 独立 的 随机 变 
量 , 具有 几何 分 布 , 参数 为 p, 令 M = max(Xi,:… ,XN) 

(a) 求 P{2 < z}( 以 NN 作为 条 件 );，， (b) 求 P{M < zIN = 1}; 

(c) 求 P{M < z|N >1}; (d) 利用 (b), (ec) 再 导出 (a). 

令 ,U2,… 为 一 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 分 布 为 (0, 1) 上 均 分 布 . 在 例 5i 
中 我 们 已 经 指出 对 于 0 < xz < 1, EIN(z)] = e”, 其 中 


N(xz) =min{n: DU > 了 


此 处 给 出 这 一 结论 的 另 一 证 法 
(a) 利用 对 n 归纳 法 , 指出 对 0<x<x1 和 和 一切 n>0 
PIN) >n+IJ = 于 


提示 : 首先 以 态 为 条 件 , 然后 利用 归纳 假设 . 
(b) 利用 (a) 证 明 EIN(z)] = er 
一 个 坛子 里 合 30 个 球 , 其 中 10 个 红 球 , 8 个 蓝 球 , 从 坛子 里 随机 地 取出 12 个 球 , 记 X 
为 红 球 数 , 了 为 蓝 球 数 , 求 Cov(X,Y). 
(a) 定义 适当 的 示 性 (也 即 伯 努 利 ) 随机 变量 Xi, ,使 得 六 = 1 XY = 3 
(b) 利用 条 件 期 望 的 方法 求 BE[X,Y]. (以 XX = z 作为 条 件 或 以 Y = y 作为 条 件 .) 
设 某 箱子 有 两 种 灯泡 , 第 i 种 灯 炮 的 寿命 的 均值 为 ji, 标准 差 为 0,i = 1,2. 现 从 箱 中 
随机 地 抽取 一 灯 炮 , 抽 到 第 1 种 的 概率 为 p, 抽 到 第 2 种 的 概率 为 1 --p. 记 抽出 的 灯泡 
寿命 为 X, 求 
(a) E[X]. (b) Var(X). 
已 知 气 候 良 好 时 一 年 冬季 风暴 次 数 是 均值 为 3 的 泊 松 随机 变量 , 而 气候 恶劣 的 年 头 冬 
季风 暴 个 数 的 是 均值 为 5 的 泊 松 随机 变量 . 若 下 一 个 年 头 气候 好 的 概率 为 0.4, 不 好 的 
概率 为 0.6. 求 出 下 一 个 冬季 的 风暴 数 的 期 望 值 和 方差. 


. 在 例 5c 中 , 计算 矿工 到 达 安 全 地 点 所 需 时 间 的 方差 . 
67. 


设 有 一 赌 徒 , 他 在 每 次 赌博 中 , 赢 和 输 的 概率 分 别 为 和 1 一 p. 当 p > 1/2 时 , 有 一 种 
Kelly 策略 , 就 是 总 用 现 有 财产 的 2p - 1 倍 作 赔 注 . 试 计算 从 他 的 初始 财产 z 算 起 , 利 
用 Kelly 策略 , 经 过 n 次 赌博 以 后 的 期 望 财产 . 


一 个 人 在 一 年 中 事故 的 次 数 为 泊 松 随机 变量 , 参数 为 ^, 但 是 事故 的 发 生 次 数 随 人 而 变 . 


设 和 人 群 中 有 60% 的 人 的 参数 为 = 2, 另 有 40% 的 人 的 参数 为 和 = 3. 现 从 中 随机 地 
找 一 人 , 他 在 一 年 中 (a) 有 0 个 事故 (b) 有 3 个 事故 的 概率 是 多 少 ? 若 已 知 他 上 一 年 没 
有 事故 , 下 一 年 有 3 个 事故 的 概率 有 多 大 ? 

在 习题 68 中 , 设 参数 和 本 身 为 一 随机 变量 , 人 群 中 参数 和 < z 的 比例 为 1 - e-=, 重复 
该 问题 的 计算 . 

设 一 坛子 中 有 很 多 硬币 , 假定 抛掷 硬币 时 正面 朝 上 的 概率 为 p, 而 p 的 值 与 拿 到 的 硬币 
有 关 . 由 于 从 坛子 中 随机 地 取 一 硬币 , p 也 可 以 看 成 随机 变量 , 并 且 假 定 p 的 值 在 [o, 了 ] 
上 均匀 分 布 . 现在 从 坛子 中 随机 地 取 一 硬币 , 连续 抛 搓 两 次 , 计算 下 列 事件 的 概率 
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(a) 第 一 次 抛 搓 正 面 朝 上 ， (b) 两 次 均 为 正面 朝 上 . 
假定 在 习题 70 中 , 抛 毛重 币 n 次 . 记 XX 为 正面 朝 上 出 现 的 次 数 . 证 明 
1 


P{X = 让 = i=0,1,...,n 

提示 , 利用 公式 ， D6 
a 一 a—1)!1(6—1)! 

(1 dro 


其 中 a,5b 为 正 整数 . 

设 在 问题 70 中 , 随机 的 取出 一 枚 硬币 ,并 连续 抛掷 , 直到 出 现 正 面 朝 上 为 止 . 记 为 
抛掷 次 数 , 计算 

(a) P{N > 了 > 0 (b) P{N=i}; (ce) BIN]. 

在 例 6b 中 , 令 5 代表 发 送 的 信号 , R 代表 接收 的 信号 . 

(a) 计算 E[ 司 ，(b) 计算 Var(X)， (c) RR 是 否 为 正 态 随机 变量 ?”(d) 计算 Cov(R, 5). 
在 例 6c 中 , 假定 XX 的 分 布 为 (0, 1) 上 均匀 分 布 ， 并 假定 (0, 1) 区 间 的 离散 化 由 ao = 
0ai = 1/2,a2 = 1 所 确定 . 找 出 最 优 的 离散 化 随机 变量 Y, 并 计算 相应 的 EI(X 一 了 )3]. 
设 六 和 Y 的 矩 母 函 数 分 别 为 Mx(t) = expf2e 2} 和 My(t) = (3e+3i)l0. 若 X 和 
Y 相互 独立 , 计算 

(a) P{X+Y =2}, (b) P{XY =0}; (¢) E[XY]? 

设 某 人 掷 两 次 般 子 , 记 X 为 第 一 次 得 到 的 点 数 , Y 为 两 次 的 点 数 之 和 . 计算 XX 和 YY 的 
联合 矩 母 函数 . 

设 X,Y 的 联合 密度 为 


1 -性 -o02 
J e 2 0<Yy<o%,—o0<7X<o0 
T 


(a) 计算 X,Y 的 联合 矩 母 函数 . (b) 分 别 计算 X 和 了 的 矩 母 函 数 . 
两 个 信封 里 各 有 一 张 支票 ， 你 随便 打开 一 个 信封 , 看 到 了 支票 上 的 钱 数 ， 此 时 , 你 可 以 
有 两 种 选择 , 或 者 接受 这 张 支 毕 , 或 者 接受 另 一 个 信封 内 的 支票 , 你 该 怎么 办 ? 是 否 可 
以 找到 一 种 办 法 , 比 接受 第 一 张 支票 更 好 ? 
记 4,B 为 两 张 指标 的 面值 , 4 < B, 若 随机 地 选 一 张 并 接受 它 ,你 的 期 望 收入 为 (4 十 
D)/2. 考虑 下 面 的 第 二 种 策略 , 令 F(z) 为 严格 上 升 并 且 连 续 的 分 布 函数 , 设 第 一 张 支 
票 的 面值 为 z, 然后 以 F(z) 的 概率 接受 , 以 1 - F(z) 的 概率 改变 为 接受 另 一 张 支票. 
(a) 指出 , 如 果 使 用 第 二 种 策略 , 其 期 望 收 入 将 大 于 (A 十 B)/2. 
提示 : 以 第 一 张 支票 的 面值 为 4 或 B 作为 条 件 ， 
现在 考虑 另 一 个 x 一 策略 , 其 中 z 为 固定 的 值 , 若 第 一 张 支票 的 面值 大 于 x, 则 接 
受 , 否 
则 接受 另 一 个 信封 的 支票 . 
(b) 指出 , 对 于 任何 z 值 , 在 *- 策略 之 下 , 你 所 得 到 的 期 望 收 入 至 少 是 (4 上 + B)/2 , 特 
别 地 , 当 z 在 A,B 之 间 的 时 候 , 你 所 得 到 的 期 望 面 值 大 于 (4 + B)/2. 
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(c) 记 X 为 (-oo,co) 上 的 连续 随机 变量 , 且 P{4 < X < B} > 0. 考虑 如 下 的 策略 : 
产生 一 个 X 的 值 z, 然后 利用 (b) 中 的 z- 策略 , 指出 你 所 得 到 的 期 望 收 入 大 于 
(4+B)/2. 

设 X,Y 为 连续 的 两 个 星期 的 销售 量 (以 1000 元 为 单位 ), 已 知 (X,Y) 具有 二 元 正 态 分 

布 , 其 公共 期 望 40, 公共 标准 差 为 6, 相关 系数 为 0.6. 

(a) 求 出 两 星期 总 销售 额 超过 90 的 概率 . 

(b) 若 相 关系 数 由 0.6 减 为 0.2, 你 认为 (a) 中 的 概率 会 增加 还 是 减少 ? 说 明 你 的 理由 . 

(c) 相关 系数 为 0.2 时 重复 (a) 的 计算 . 


理论 习题 


. 证 明 EB[(X - ao)?] 在 ao = E[X] 时 达到 最 小 . 
， 设 X 为 连续 随机 变量 , 密度 函数 为 f, 指出 E[|X - al 在 a 等 于 下 的 中 位 数 时 达到 最 


小 值 . 
提示 : 注意 
EUIX- 吕 = 让 ie 一 alfta)dz 


将 积分 区 域 分 为 两 部 分 > < a 和 x > a, 然后 求 微 商 . 


.在 下 列 情况 下 证 明 命题 2.1: 


(a) (X,Y) 具有 联合 分 布 列 . 
(b) (X,Y 了 ) 具有 联合 概率 密度 并 且 函 数 g(z,y) > 0 对 一 切 x,y 成 立 . 


. 设 X 具有 有 限期 望 4 和 方差 o?, 记 9(.) 为 二 次 可 微 函数 , 指出 


Blg OO ~ 9(p) + 39"(p)o? 


提示 : 将 g(") 在 处 展开 , 利用 前 三 项 , 忽略 余 项 . 


“ 设 41, A2,… , An 为 任意 事件 , 定义 Ck = {4: 中 至 少 k 个 事件 发 生 }, 证 明 


> P(C#) = > P(A#) 
提示 : 记 X 为 4; 中 发 生 的 事件 数 , 指出 等 式 两 边 均 为 E[X]. 
z[ > Xi = > ELX] 
其 中 X; 为 非 负 随机 变量 , 由 于 积分 是 和 的 极限 , 我 们 希望 下 式 
中/ X(t)dd| = [ E[X(t)jat 


对 所 有 非 负 随机 变量 X(),0 < < co 成 立 . 此 式 确实 成 立 , 利用 此 结论 给 出 


.在 课文 中 我 们 有 等 式 


EIX] = / © P{X > tdt 
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的 另 一 证 明 (其 中 X 为 非 负 随机 变量 ) 
提示 : 对 一 切 土 > 0, 定义 
1 t<X 
X(t) = | 


0 t 之 XX 
然后 利用 公式 X= f®” X(t)dt. 


. X 称 为 随机 地 大 于 Y( 记 作 X >se 了), 如 果 对 所 有 t, 有 下 式 成 立 


P{X >t} > P{Y >t} 


指出 在 下 列 两 种 情况 下 , 若 X >seY, 则 E[X] > ElY]. 
(a) X,Y 为 非 负 随机 变量 ， (b) X,Y 为 任意 随机 变量 . 


提示 : 记 
X=X1-X- 
其 中 
可 X 和 >0 0 X>0 
X+ 一 多 -= 
0 X<0 —X X<0 


类 似 地 , 将 了 写成 了 + 一 Y-, 然后 利用 (a). 


.指出 X >st 了 成 立 的 充 要 条 件 是 下 式 


E[f(X)] > ElfF(Y)] 
对 所 有 增 函 数 了 成 立 . 
提示 : 由 XX >s*Y 推导 已 CO] > EIf(Y)], 只 需 指出 f(X) >se f(Y) 然后 利用 理论 习 
题 7, 证 明 逆 命 题 只 需 定 义 适 当 的 增 函 数 了 . 


， 设 有 一 硬币 , 在 抛 毛 时 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现在 抛 昱 ” 次, 计算 正面 朝 上 的 游程 的 长 


度 为 k 的 个 数 的 期 望 值 , 1 < & < nn. 
设 Xi1,X2,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 正 随 机 变量 , 计算 


| 人 /位 可 | ss 


考虑 nn 次 独立 重复 试验 , 每 次 试验 可 有 r 个 不 同 的 结果 , 其 相应 的 概率 为 已 , 忆 ,已 . 
记 针 表示 在 n 次 试验 中 从 未 出 现 的 结果 的 个 数 , 计算 E[X], 并 且 指 出 在 忆 , 忆 ,… ,PP 
的 所 有 可 能 取 值 中 , 当 已 = 1/7,i = 1,… ,r 时 , 5[X] 达到 极 小 值 . 

考虑 次 独立 试验 , 设 第 i 次 试验 的 成 功 概率 为 忆 . 记 X 为 mn 次 试验 中 的 成 功 次 数 . 计 
算 

(a) E[X]. (b) Var(X). 

本 题 中 的 独立 性 条 件 会 不 会 影响 (a) 的 结果 ? (b) 的 结果 ? 

设 名，,… ,Xn 为 独立 同 分 布 的 连续 随机 变量 序列 , 我 们 称 在 了 时 打破 记录 , 若 XI > XX;， 
对 一 切 1 < i < j 成 立 . 指出 

(a) [打破 记录 数 ] = ”1/j。 (b) Var( 打 破 记 录 数 ) = 于” (0 一 1)/7?. 
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在 例 2i 中 , 记 X 为 集 齐 一 套 优 惠 券 所 需 收集 的 优惠 券 张 数 . 指出 
AN iN 
Var(X)= 2, [OE 


当 NN 充分 大 时 , 这 个 数 近似 于 N2r /6( 即 Var(X)/(N?m?/6) 一 1 N 一 co). 
设 有 ”次 独立 试验 , 第 i 次 成 功 的 概率 为 PP. 
(a) 计算 成 功 次 数 的 期 望 值 , 并 记 为 4. 
(b) 对 固定 的 / 值 , 选择 忆 ,… , Ps 的 值 使 成 功 次 数 的 方差 达 极 大 . 
(c) 什么 样 的 选择 使 方差 达 极 小 ? 
设 § = {1,2,.… ,n} 为 一 个 集合 , 集合 中 的 任 一 元 素 可 以 被 涂 成 红色 或 蓝 色 ， 又 设 
4 4 为 3 的 7 个 子 集 . 指出 , 存在 一 种 涂 颜 色 的 方法 , 使 得 A1,… ,4 中 具有 
相同 颜色 元 素 的 子 集 数 不 会 超过 i_,(1/2)14i171, 其 中 |4i| 表示 集合 A; 中 元 素 的 个 
数 . 
设 基 ，,X2 相互 独立 , 具有 公共 的 期 望 值 4. 设 Var(X1) = o?, Var(X2) = 02. 由 于 4 未 
知 , 我 们 希望 以 X1, Xo 的 加 权 平 均 作为 p 的 估计 , 即 以 和 Xi + (1 一 和)X2 作为 4 的 估 
计 . 什么 样 的 和 值 使 估计 的 方差 达 最 小 ? 解释 所 得 结果 的 合理 性 . 
在 例 从 中, 我 们 在 求 多 项 随机 变量 Ni 和 NN; 的 协 方差 (-mPiPi) 时 , 将 N; 和 Nj 表 
示 成 示 性 随机 变量 之 和 . 这 个 结果 也 可 从 下 式 得 到 : 

Var(Ni + Nj;) = Var(Ni) + Var(N;) + 2Cov(NiN;) 


(a) 六 + 的 分 布 是 什么 ? (b) 利用 上 面 的 等 式 , 证 明 Cov(Ni, N;) = -mpPP;. 
如 果 关 和 YY 同 分 布 , 但 不 一 定 独立 , 证 明 


Cov(X+Y,X-Y)=0 


条 件 协 方差 公式 (conditional covariance formula). 对 于 给 定 Z, X 和 Y 的 条 件 协 方差 
由 下 式 定义 
Cov(X,Y|Z) 三 五 [(X 一 五 [XI2])(Y — E[Y|2Z])|2] 
(a) 证 明 
Cov(X,Y|2) = E[XY|2] ~ EL[X|2Z]E[Y|2] 
(b) 证 明 条 件 协 方差 公式 
Cov(X,Y) = ElCov(X,Y|2)] + Cov(ELX|2], E[Y]2]) 


(c) 在 (b) 中 令 X=Y, 就 可 得 到 条 件 方差 公式 . 
令 XX,i = 1,2,… ,mn 为 (0,1) 上 均匀 随机 变量 Xi1,.… ,XX 的 n 个 次 序 统计 量 ,Xi) 
的 密度 为 ， 

ni! 


f(x) 一 Dm (1 一 zr) 0O<z<1 


(a) 计算 Var(XG)),i 二 1,.… ,n、 (b) 找 出 使 得 Var(Xd) 达 最 小 和 最 大 值 的 i 的 值 


420 
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22. 设 Y=a+bX, 证明 
+1 b>0 


p(X,Y)= | 
-1 b<0 
23. 设 2 为 标准 正 态 随机 变量 , Y = a + 52 + c2?, 证 明 


b 
p(Y,2) = J 


24. 证 明 柯 西 一 施 瓦 兹 不 等 式 , 即 


(E[XY])? < E[X?]E[Y?] 


提示 : 当 Y = tX 对 某 一 t 成 立时 , 上 式 等 号 成 立 . 其 他 情况 下 ， 
0 < E[(tX +Y)] = E[X?]t +2E[XY]t + ElY? 


因此 , 关于 tt 的 二 次 方程 
E[X?]t* +2E[IXY]t + ElY?]=0 


421° 的 根 为 复数 , 故 其 判别 式 为 负 值 . 
25. 设 X,Y 相互 独立 , 在 下 人 鹿 两 种 情形 下 , 证 明 


PIXIY = = EIX] ”对 一 切 y 成 立 


(a) 离散 情形 .， (b) 连续 情形 . 

26. 证 明 Elg(X)YIX] = g(X)EIYIX]. 

27. 证 明 : 若 E[Y|IX = z] = E[Y] 对 一 切 > 成立, 则 X,Y 不 相关 . 同时 , 给 出 一 个 反例 , 说 
明 逆 命题 不 真 . 
提示 : 证 明 并 利用 公式 E[XY] = E[XE[Y|X]]. 

28. 证 明 Cov(X, E[Y|X]) = Cov(X,Y). 

29. 设 入 ,… ,Xn 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 求 


E[Xi|X1 十 … 十 大。 一 2] 


30. 考虑 关于 多 项 分 布 的 例 4f, 利用 条 件 期 望 计 算 ELN; Ni], 再 利用 此 公式 验证 关于 Cov (NiN;) 
的 公式 . 

31. 设 在 坛子 中 , 原 有 5 个 黑 球 和 w 个 白 球 , 每 一 步 放 入 > 个 黑 球 然后 再 随机 的 拿 出 > 个 
球 , 指出 , 经 过 t 步 以 后 


aa 
32. 设 在 给 定 了 =y 之 条 件 下 , Xi,X2 相互 独立 目 具有 期 望 值 y, 指出 


Cov(X1， X2) 一 Var(Y) 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39., 


理论 习题 ”327 


设 搓 一 枚 硬币 , 其 正面 朝 上 的 概率 为 p. 现在 连续 掷 硬币 , 直到 连续 出 现 ” 次 正面 朝 上 
为 止 , 求 掷 硬 币 次 数 的 期 望 值 . 

提示 : 记 第 一 次 出 现 反面 朝 上 的 时 刻 为 T. 在 了 = 二 的 条 件 下 , 求 掷 硬 币 次 数 的 期 望 ， 
得 到 方程 * 


E[X] = 六 E[XIT =#: P{T=t}+rp" 


t=1 


=(1—p)D Pp (t+ ELX]) + rp" 


然后 解 出 E[X]. 
理论 习题 33 的 另 一 种 解法 . 记 T. 表示 出 现 连 续 > 个 正面 朝 上 所 需 的 掷 硬币 次 数 . 
(a) 求 忆 Drr- (b) 将 E(T.) 表示 成 BEIT-_1] 的 函数 
(c) EI 是 多 少 ? (d) BIT] 是 多 少 ? 
设 X 为 取 非 负 整 数值 的 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 列 为 P{X = 从 = pj,j > 0, 它 的 概 
率 箱 母 函 数 由 下 式 定义 : _ 

$(s) = Els*] = 》 py87 
设 Y 具有 几何 分 布 , 参数 = 1- s 其 中 se (0,1). 又 设 Y 与 X 相互 独立 . 指出 

$s) = P{X <Y} 

设 某 坛子 内 有 a 个 白 球 , 5 个 黑 球 . 一 次 从 坛子 内 随机 取出 一 个 球 , 直至 坛子 中 的 球 变 
成 同一 颜色 . 记 Ma 表示 试验 结束 时 坛子 中 的 球 的 个 数 的 期 望 值 . 导出 一 个 递 推 公式 ， 
并 且 当 =3.5=5 时 求 出 Mo. 
一 个 坛子 里 有 a 个 白 球 , 5 个 黑 球 . 从 坛子 里 随机 地 取出 一 个 球 , 如 果 这 个 球 是 白 球 , 就 
放 回 坛子 , 如 果 是 黑 球 , 就 放 入 一 个 白 球 作为 替换 . 记 Mr 表示 经 过 nn 次 取 球 以 后 坛子 
里 的 白 球 数 的 期 望 值 . 
(a) 导出 下 面 的 递 推 公式 


M+1 一 Q 一 Tp) Mm +1 
(b) 利用 (a) 证 明 os, 
Mn =a+b-b(1— 6) 
(c) 第 nn 十 1 次 从 坛子 里 取出 一 个 白 球 的 概率 是 多 少 ? 


设 了, X1, Xz 为 随机 变量 . 基于 Xi,X2 的 Y 的 最 优 线 性 预测 是 使 
El(Y — (a + bX1 + cX2))’] 


达到 最 小 的 a + bX1 + cX2. 求 最 优 线 性 预测 中 的 系数 a, b,c. 
Y 的 基于 X 的 最 优 二 次 预测 a + bX + cX? 是 使 


El[(Y — (a + bX 十 cX2))3] 
达到 最 小 的 二 次 三 项 式 a + bX 十 cX?. 求 最 优 二 次 预测 中 的 系数 cb ec 的 值 . 


此 方程 与 原文 稍 有 不 同 ,-~ 一 译 者 注 


422 
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40. 设 X,Y 为 联合 正 态 分 布 , 其 分 布 密度 如 下 ， 


f( )=— 
™Y 2nowoy VI —p? 
1 zhp /yp (zp)(y — py) 
| 
(a) 指出 在 和 =z 之 下 ,了 的 条 件 分 布 为 正 态 分 布 , 其 均值 为 几 十 P 有 (zz 一 jz), 方差 
为 02(1 -内 ) 
(b) 指出 Corr(X,Y) = p. (c) 证 明 X,Y 相互 独立 的 充 要 条 件 为 p = 0. 
41. 设 处 为 正 态 随机 变量 ， 其 参数 j = 0,o? = 1, 令 了 工 为 与 X 相互 独立 的 随机 变量 ， 
P{IT =1} = 1 = PT = 0}.Y 由 下 式 定义 ， 


也 即 , Y 以 相同 的 可 能 等 于 XX 或 一 X. 
(a) X,Y 是 否 相互 独立 ? (b) 17,Y 是 否 相 互 独立 ? 
(c) 指出 了 的 分 布 为 标准 正 态 分 布 。 (d) 指出 Cov(X,Y) = 0. 
42. 设 了 的 依赖 于 X 的 最 优 线性 预测 为 we + p 至 (X - yz), 则 由 命题 6.1 可 知 , 若 
ElYIX] =a+ bx 


则 oO, C 
oy pF he pb 一 大 
(为 什么 ?) 请 直接 证 明 此 结论 . 
43， 对 于 随机 变量 X 和 2, 证 明 
EI(X -了 = BLX3 ~ 9] 
其 中 Y= E[X|2] 

44. 考 虚 一 个 总 体 , 总 体 中 的 每 一 个 个 体 都 能 产生 后 代 . 假定 总 体 中 的 每 一 个 个 体 ,， 当 它 
的 生命 结束 的 时 候 , 具有 ; 个 子 代 的 概率 为 已 ,i > 0, 子 代 的 个 数 与 别 的 个 体 的 子 代 
个 数 独立 ， 现 设 最 早 的 个 体 的 个 数 Xo 称 为 第 0 代 的 大 小 . 第 0 代 个 体 的 子 代称 为 
第 1 代 个 体 , 记 第 1 代 个 体 总 数 为 Xi, 依 此 类 推 , 可 得 到 第 n 代 个 体 总 和 为 X,, 记 
4 三 二 关 o7P = 工 关 0 一 由 2 有 ,它们 分 别 表示 一 个 个 体 的 子 代 的 个 数 的 期 望 和 
方差 . 现 假定 Xo = 1, 即 第 0 代 个 体 只 有 一 个 . 

(a) 指出 E[X%] = AE[X 由 ，(b) 利用 (a), 证 明 BID] = jr. 
(c) 指出 Var(X%) = o2?p"-1 十 1 Var(Xn_1). 
(d) 利用 (c), 证 明 


45， 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 
51. 


52. 
53. 


54. 
55. 


理论 习题 ”329 


刚才 介绍 的 模型 称 为 分 枝 过 程 . 分 枝 过 程 的 一 个 重要 问题 是 总 体 灭 绝 的 概率 , 记 x 
表示 由 一 个 个 体 出 发 , 其 总 体 灭绝 的 概率 ， 即 
二 P{ 总 体 灭绝 |Xo = 1}. 
(e) 证 明 ; x 满足 


元 一 > Pn’ 
j=0 
提示 : 以 第 1 代 的 个 体 数 作 条 件 , 求 出 灭绝 的 条 件 概 率 . 424 

验证 表 7.2 中 均 义 分 布 的 矩 母 函 数 的 公式 , 同时 用 求 微 商 方法 求 出 相应 随机 变量 的 期 
望 和 方差 . 
对 于 标准 止 态 随机 变量 2Z, 令 ja = EB[2Z"], 指出 

0 n 为 奇数 

Hn = . 
2 n= 27 


提示 : 将 2 的 矩 母 函数 展 成 泰勒 级 数 : 
Ele'?) ef/2 » (#2 /2)7 


I=0 


设 X 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 参数 为 (4,o?). 利用 理论 习题 46 证 明 

n/a (An 027(27)! 

EIX"] = 六 (2) 

j=0 
上 式 中, [fn/2] 表示 n/2 的 整数 部 分 . 在 n = 1,2 的 情况 下 , 利用 直接 计算 验证 本 题 的 
公式 . 
设 Y =aX+b, 其 中 ab 为 常数 . 将 Y 的 矩 母 函数 用 X 的 矩 母 函数 表达 出 来 . 
取 止 值 的 随机 变量 X 称 为 对 数 正 态 随机 变量 , 参数 为 (j.,o?). 如 果 inX 的 分 布 为 正 
态 , 期 望 为 凡 方差 为 o?. 利用 正 态 矩 母 函 数 找 出 对 数 正 态 随 机 变量 的 期 望 和 方差 . 
设 X 的 矩 母 函数 为 M(t), 定义 区 的 = In M(2). 证 明 凡人 (全 lo = Var(X). 
利用 表 7.2, 求 出 沁 ?_, Xi 的 分 布 , 其 中 X; 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 其 公共 分 布 为 指 
数 分 布 , 期 望 为 1/ 入. 
从 X,Y 的 联合 矩 母 函数 求 出 Cov(X,Y). 
设 X1,… ,Xn 具有 多 元 正 态 分 布 . 指出 X1,… ,X,, 相互 独立 的 充 要 条 件 是 

Cov(Xi, X;) = 0,i #7 
设 Z 为 标准 正 态 随机 变量 , 计算 Cov(2, 2?). 
设 Y 其 有 正 态 分 布 , 其 均值 为 ,方差 为 o?. 假设 Y =y 的 条 件 下 X 的 分 布 为 正 态 分 
布 , 期 望 为 y, 方差 为 1. 
(a) 指出 (X,Y) 的 联合 分 布 与 (了 + 2Z,Y) 的 联合 分 布 相同 , 其 中 2 与 Y 相互 独立 , 且 
具有 标准 正 态 分 布 . 

(b) 利用 (a), 证 明 (X,Y) 具有 二 元 正 态 分 布 。 (ec) 求 E[X], Var(X), Corr(X,Y). 
(d) 求 B[YIX =z]，(e)Y 在 X=z 之 下 的 条 件 分 布 是 什么 ? 425 
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自 检 习题 


. 设 由 m 个 名 称 组 成 的 列表 , 在 列表 上 同一 名 称 可 出 现 好 几 次 . 记 n(i) 表示 在 第 i 个 位 


置 上 的 名 称 在 表 上 出 现 的 次 数 i = 1,.… ,m, 用 a 表示 列表 上 不 同名 称 的 个 数 . 

(a) 将 d 表 成 m,n(i),i = 1,… ,m 的 函数 . 令 U 为 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 令 
X=[mUVU])+1l. 

(b) X 的 分 布 列 是 什么 ? 

(c) 指出 Elm/n(X)] = 4a. 


， 设 坛子 里 有 个 白 球 , m 个 黑 球 , 随机 地 从 坛子 中 将 球 一 个 一 个 地 取出 . 数 一 数 取出 一 


个 黑 球 后 紧 接 着 取出 一 个 白 球 的 次 数 , 并 求 其 期 望 值 . 


: 10 对 夫妇 被 安排 在 5 张 餐桌 上 , 每 张 餐桌 上 有 4 个 座位 . 


(a) 如 果 座 位 是 完全 随机 地 安排 的 , 求 坐 在 同一 张 餐 桌 的 夫妇 的 对 数 的 期 望 值 . 
(b) 如 果 随 机 地 挑选 2 个 男人 , 2 个 女人 坐 在 一 张 桌子 上 , 求 坐 在 同一 桌 的 夫妇 的 对 数 
的 期 望 值 . 


， 设 连续 掷 一 枚 仍 子 ,一 直到 6 个 面 都 出 现 为 止 . 求 点 数 “1” 出 现 次数 的 期 望 值 . 


5. 设 有 一 副 牌 , 由 n 张 红 牌 和 n 张 黑 牌 组 成 . 将 牌 洗 好 以 后 , 顺 次 地 一 张 一 张 翻 开 , 当 翻 


出 一 张 红 牌 并 且 此 时 已 翻 开 的 红牌 数 比 黑 牌 数 多 时 , 称 赢得 1 个 单位 .( 例 如 , 若 n= 2， 
翻 牌 结果 是 rbrb, 则 此 时 你 总 共 赢得 2 个 单位 ) 求 你 赢得 的 单位 数 的 期 望 值 . 


. 设 41, 42,… ,hn 为 n 个 事件 , 记 N 为 这 些 事 件 的 发 生 数 , 了 为 一 随机 变量 ， 


7 ~ /1 如 果 所 有 事件 都 发 生 
0 其 他 


证 明 下 面 的 Bonferroni 不 等 式 : 


P(A1:i An) 2 DPA) (nl) 


i=1 


提示 : 首先 证 明 N < n 一 1+ 工 . 


“ 设 从 {1,2,… ,n} 中 随机 地 取 个 数 . 记 X 为 其 中 最 小 的 数 , 将 X 解释 为 服从 负 超 几 


何 分 布 的 随机 变量 , 然后 求 EB[X] 的 值 . 


一 架 飞 机 载 着 ” 个 家 庭 着 陆 ， 有 n; 家 带 有 7 件 行李 , 于 m = r， 当 飞机 着 陆 以 后 ， 


和 = 亏 7mi 件 行李 按 随机 的 顺序 一 件 一 件 的 取出 来 . 一 旦 一 个 家 庭 收 齐 了 他 们 的 行李 
2 


就 立刻 离开 机 场 . 现 设 桑 切 斯 一 家 有 5 件 行李 , 求 在 桑切斯 一 家 之 后 离开 机 场 的 家 庭 
数 的 期 望 值 . 


在 半径 为 1 的 圆周 上 , 放 上 19 件 器 材 . 指出 无 论 怎么 安放 这 19 个 器 材 , 都 至 少 存在 一 


段 长 度 为 1 的 弧 , 其 上 至 少 包含 4 个 器 件 . 


10. 


11, 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


自 检 习 题 331 


设 X 是 泊 松 随机 变量 , 均值 为 和 . 指出 , 若 和 不 是 太 小 , 有 下 式 成 立 : 


Var(VX) ~ 0.25 


提示 : 利用 理论 习题 4 中 的 结果 去 近似 E[VX]. 

设 在 自 检 习 题 3 中 20 个 人 安排 了 7 张 桌子 , 其 中 3 张 桌子 上 有 4 个 位 子 , 4 张 桌子 上 
有 2 个 位 子 . 如 果 20 个 人 是 随机 地 坐 , 求 坐 在 同一 桌 的 夫妇 对 数 的 期 望 值 . 

设 员工 1,… ,n, 被 招聘 到 某 公司 , 他 们 是 这 样 被 招聘 进来 的 , 由 第 1 个 人 开 公司 , 将 2 
招聘 进来 之 后 , 1 和 2 就 竞争 着 招聘 3. 当 3 被 招聘 进来 以 后 , 1, 2, 3 就 竞争 着 招聘 4. 
假定 当 1,… ,i 竞争 着 招聘 ?+ 工时 , 这 i 个 人 中 每 一 个 人 能 招聘 到 i-+1 的 概率 是 相等 
的 . 

(a) 求 1,2,.… ,n 中 没有 招聘 到 其 他 人 的 人 数 的 期 望 值 . 

(b) 求 出 没有 招聘 到 其 他 人 的 人 数 的 方差 . 对 于 n = 5, 求 出 它 的 值 . 

9 个 人 组 成 一 个 篮球 队 , 其 中 2 个 中 锋 , 3 个 前 锋 , 4 个 后 卫 . 现 将 9 个 人 随机 地 分 成 3 
组 . 一 组 称 为 完全 的 , 如 果 这 个 组 含有 一 个 中 锋 , 一 个 前 锋 , 一 个 后 卫 . 求 完全 组 个 数 的 
(a) 期 望 值 ， (b) 方差 . 

从 一 副 52 张 牌 中 随机 地 抽出 13 张 牌 , 分 别 记 X 和 Y 为 “A” 的 张 数 和 黑 桃 的 张 数 . 
(a) 指出 X,Y 不 相关 (b) 它们 独立 吗 ? 

设 在 箱子 内 有 一 批 硬币 , 每 一 个 硬币 有 一 个 p 值 , 当 抛 搓 这 枚 硬币 时 , 正面 朝 上 的 概率 
为 p, 当 从 箱子 内 取出 一 硬币 时 , 硬币 的 p 值 是 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 . 现在 , 设 硬币 已 
经 取出 , 在 抛掷 以 前 ， 你 必须 猜 一 下 抛 撞 结 果 , 猜 对 了 会 赢 一 个 单位 , 反之 会 输 一 个 单 
位 . 

(a) 若 不 告诉 你 p 的 值 , 你 的 期 望 所 得 是 多 少 ? 

(b) 若 在 猜测 以 前 , 你 可 以 调查 得 到 p 的 值 , 你 应 该 作 怎样 的 猜测 ? 

(c) 计算 (b) 中 你 的 期 望 所 得 . 

在 自 检 习 题 1 中 , 我 们 指出 可 以 利用 (0, 1) 上 的 均匀 随机 变量 (通常 称 随机 数 ), 得 到 一 
个 随机 变量 , 且 其 均值 刚好 等 于 列表 上 不 同 各 称 的 个 数 . 但 是 , 那里 的 方法 要 求 选择 一 
个 随机 的 位 置 , 并 且 确 定 该 位 置 上 的 名 称 在 列表 上 出 现 的 次 数 , 现在 提供 另 一 个 方法 ， 
这 个 方法 在 名 称 重复 次 数 较 多 时 较为 有 效 . 其 方法 如 下 首先 像 习题 1 中 那样 选 定 一 
个 随机 变量 X, 然后 确认 在 位 置 X 上 的 名 称 , 再 从 列表 的 开头 开始 检查 , 直到 这 个 名 
称 出 现 为 止 . 如 果 这 个 名 称 出 现在 X 的 前 面 , 则 定义 了 = 0, 否则 定义 7 = 1, 证 明 
五 [Im 了 =. 

提示 : 利用 条 件 期 望 计 算 E[T]. 

一 共有 mm 个 物件 ， 顺 次 放 入 n 个 房间 ， 每 一 个 物件 放 在 房间 7 的 概率 为 p;,7 = 
1 2…… ,mn. 当 某 一 物件 放 入 一 非 空 的 房间 ，( 该 房间 已 经 被 别 的 物体 占据 着 ) 时 , 则 称 为 
出 现 一 个 碰撞 . 求 碰撞 数 的 期 望 值 . 

设 n 个 1 和 m 个 0 随机 地 排 成 一 列 , 令 X 表示 这 个 排列 的 第 一 个 游程 的 长 度 .( 既 可 
以 是 “1” 的 游程 , 也 可 以 是 “0” 的 游程 . 例如 , 00101, 此 时 XX = 2.) 求 B[X]. 
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19. 


20. 


“21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


第 7 章 期 望 的 性 质 


盒子 日内 有 nn 个 物件 , 盒子 了 内 有 m 个 物件 . 有 一 硬币 , 抛 搓 时 以 概率 p 正面 朝 上 ， 
以 概率 1 - p 反面 朝 上 . 当 正 面 朝 上 时 , 从 盒子 H 中 取 走 一 个 物件 , 当 反面 朝 上 时 , 从 
盒子 工 中 取 走 一 个 物体 . 当 有 一 个 盒子 为 空 的 时 候 , 例如 , 于 为 空 的 时 候 , 而 硬币 此 时 
又 是 正面 朝 上 , 只 好 不 拿 物件 . 而 继续 下 一 次 掷 硬币 , 这 个 过 程 一 直 继 续 到 两 个 盒子 全 
空 为 止 . 求 在 两 个 盒子 全 空 时 , 所 挪 硬币 次 数 的 期 望 值 . 

提示 : 以 前 n+m 次 抛 挪 的 正面 朝 上 数 为 条 件 . 

设 X 为 非 负 随机 变量 , 其 分 布防 数 为 F(z). 记 F(z) = 1 - F(z). 证 明 ， 


E[X"] = 有 Zn 1F(r)dx 


提示 : 利用 


其 中 
1 rz<X 
7Tx(Z) 一 
| 其 他 
设 a1,… ,an 不 金 为 0, 并 ”ai = 0, 指出 存在 一 个 排列 厂 ,…… , 吉 , 使 得 


n 
> Qijy Qij1 < 0 
j=1 


提示 : 利用 概率 化 方法 .( 很 有 意思 的 是 , 可 以 不 存在 排列 , 使 得 连续 两 项 的 乘积 之 和 为 
正 , 例如 ”= 3,ai = a2 = -1as = 2, 此 时 , 对 所 有 排列 , 其 相应 的 连续 两 项 的 乘积 和 
均 小 于 或 等 于 0.) 
设 Xi,i = 1,2,3 为 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 ,均值 分 别 为 和 ,i = 1,2,3. 令 久 二 
六 1 十 XX2,Y 二 Xz 十 Xs, (X,Y) 称 为 具有 二 维 泊 松 分 布 的 随机 向 量 . 
(a) 求 BIX] 和 E[Y].，(b) 求 Cov(X,Y)、，(c) 求 (X,Y) 的 联合 分 布 列 P{X =iY 二 

让 
令 (Xi, 了),i = 1,2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 向 量 序列 , 即 (Xi, 六) 与 (X2, Y2) 相互 独 
立 且 同 分 布 , 等 等 . 虽然 ,Xi, 到 不 独立 , 但 Xi, j,i 关 j 却 相互 独立 , 令 

Hs = E[Xi], uw = ElYi],03 = Var(Xi),o? = Var(¥i), p = Corr(Xi, 也) 

求 Corr(DD0) Xi, D7 Yi). 
从 一 副 52 张 牌 内 抽取 3 张 牌 (无 放 回 ), 记 X 表示 选中 的 “A” 的 张 数 . 
(a) 求 EIXI 照 桃 “A” 已 选中 ]， (b) 求 BIX| 至 少 一 张 “A” 已 选中 ]. 
记 @ 为 标准 正 态 分 布 函数 , X 为 正 态 随 机 变量 , 其 均值 为 / 方 痉 2 = 1. 我 们 要 计算 
EIB(X)]. 为 此 , 令 2 为 标准 正 态 随机 变量 , 且 与 X 相互 独立 , 令 


1 Z<X 


0 ZX 


26. 


自 检 习题 ”333 


(a) 指出 E[I|X = zj = (zx).， (b) 指出 E[B(X)] = P{2Z < 关 }. (c) 指出 E[®B(X)] = 
®(1/v3). 
提示 (c): X ~ 2 的 分 布 是 什么 ? 
这 个 题目 源 自 统计 学 . 我 们 将 观察 随机 变量 X, X 的 分 布 为 正 态 分 布 , 期 望 为 y, 方差 
为 1, 我 们 希望 检验 假设 4 > 0. 显然 , 当 XX 充分 小 的 时 候 , 拒绝 4 > 0 这 个 假设 . 若 
区 = z, 则 这 个 假设 的 p 值 定义 为 yp = 0 的 假定 之 下 随机 事件 {X < z} 的 概率 ( 当 p 
值 小 的 时 候 , 说 明 原 来 的 假设 可 能 是 假 的 ). 由 于 当 j = 0 时 , X 具有 标准 正 态 分 布 . 因 
此 , p 什 为 8(z). 当 / 为 真 值 时 , p 值 的 平均 信 为 中 ( <) 


设 有 一 硬币 , 抛掷 时 以 p 的 概率 正面 朝 上 . 现在 设 连 续 抛掷 这 枚 硬币 , 直到 出 现 了 m 次 
正面 朝 上 或 者 m 次 反面 朝 上 为 止 , 求 抛掷 硬币 次 数 的 期 望 值 . 

提示 : 设想 ， 当 达到 目的 以 后 ， 还 继续 掷 硬 币 . 令 X 表示 为 得 到 n 次 正面 朝 上 所 需 
的 掷 硬币 次 数 , Y 表示 为 得 到 m 次 反面 朝 上 所 需 的 挪 硬币 次 数 . 注意 max(X,Y) 十 
min(XX, 了 ) 三 天 十 世 为 计算 Imax(X, 了 )], 首先 计算 在 头 nn 十 m 一 1 次 指 硬 币 中 正面 
朝 上 次 数 固定 的 条 件 下 max(X,Y) 的 条 件 期 望 . 
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在 概率 论 中 , 最 重要 的 理论 结果 是 极限 定理 . 极限 定理 中 最 重要 的 是 大 数 定律 
和 中 心 极限 定理 . 通常 , 当 随机 变量 序列 的 平均 值 在 某 种 条 件 下 收敛 到 某 期 望 值 的 
时 候 , 就 是 大 数 定律 . 另 一 方面 , 当 大 基 随 机 变 基 之 和 的 分 布 在 某 种 条 件 下 逼近 于 


正 态 分 布 时 , 就 称 为 中 心 极限 定理 . 
8.2 ” 切 比 雪夫 不 等 式 及 弱 大 数 律 


我 们 开始 介绍 马尔 可 夫 不 等 式 ， 
命题 2.1 (马尔 可 夫 不 等 式 ) 设 半 为 取 非 负 值 的 随机 变量 , 则 对 于 任何 党 


数 a >0, 有 EIX] 


P{X > 0a) < 2 
a 


证 明 : 对 于 a>0 令 


T= 1 Xa 
430 ”1o 其 他 
由 于 X > 0, 我 们 有 x 
I<~ 
两 边 求 期 望 , 得 1 
EIN] < -EIX] 


上 式 说 明 E[X]/a > E[1| = P{X > oj 即 命题 结论 成 立 . 
作为 推论 , 可 得 下 列 命题 : 
命题 2.2 ( 切 比 雪夫 不 等 式 ) 设 X 是 一 随机 变量 , 期 望 ,方差 o2, 则 对 任 
何 大 > 0, 有 


2 
oO 
P{lX -ul2>k}< 


证 明 : 由 于 (X 一/)? 为 非 负 随机 变量 , 利用 马尔 可 夫 不 等 式 , 得 


P{(X -1)? > 12} < 2 (2.1) 
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由 于 (XX 一 pj? 之 如 与 |X 一 p| 之 k 是 等 价 的 , 因此 
2 2 
P(X 一 咱 > 旭 < 于 3 人 = 与 
命题 得 证 . 而 
马尔 可 夫 不 等 式 和 切 比 雪夫 不 等 式 的 重要 性 在 于 ， 当 我 们 只 知道 随机 变量 的 
期 望 , 或 期 望 和 方差 都 知道 时 , 可 以 导出 概率 的 上 界 ， 当 然 , 我 们 知道 概率 分 布 时 ， 
就 可 以 直接 计算 概率 的 值 而 不 必 计算 概率 的 上 界 . 

例 2a 工厂 在 一 周 内 生产 的 产品 的 件数 为 随机 变量 ， 假 定 已 知 它 的 期 望 人 
为 50. 

(a) 本 周 内 产品 超过 57 件 的 概率 有 多 大 ? 

(b) 如 果 我 们 进一步 知道 每 周 产量 的 方差 为 25, 那么 本 周 产量 在 40 到 60 之 间 
的 概率 有 多 大 ? 

解 , 记 X 为 本 周 的 产量 ， 

(a) 由 过 去 的 经 验 只 知道 X 的 期 望 为 = 50, 而 不 知道 X 的 分 布 , 因此 , 我 们 
不 能 计算 相应 的 概率 值 , 只 能 利用 不 等 式 计算 出 相应 概率 的 界 . 利用 马尔 可 夫 不 等 
式 , 得 

BEIX 50 2 


P{X> < 二 三 三 
{ 75} < 75 75 3 


(b) 基于 与 (a) 一 样 的 原因 , 我 们 利用 切 比 雪夫 不 等 式 
1 


P{|X 下- 
-50|>10} 乏 一 =- 
{IX -50|>10} < Ti =3 


1 3 
P{|X— 10} >1- === 
{IX -50|<10}>1-3=7 


故 本 周 内 的 产品 在 40 到 60 之 间 的 概率 至 少 为 0.75. 加 
由 于 切 比 雪夫 不 等 式 适 用 于 所 有 的 分 布 , 因此 , 不 能 指望 所 得 的 概率 的 界 与 真 
实 的 概率 很 接近 . 下 面 看 一 个 例子 . 
例 2b 设 X 为 (0,10) 上 具有 均匀 分 布 的 随机 变量 , 已 知 EB[X] = 5,Var(X) = 
25/3. 利用 切 比 雪夫 不 等 式 可 得 
P{lX—5|>4}< 
而 实际 上 , 这 个 概率 为 


久 0.52 


25 
3x16 
P{|X —5|> 4} = 0.20 


由 上 式 看 出 , 我 们 只 能 利用 切 比 雪夫 不 等 式 找到 概率 的 界 , 但 不 能 用 来 估计 概率 值 
本 身 ， 
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类 似 地 , 设 X 具有 正 态 分 布 , 期 望 为 /方差 为 o2, 利用 切 比 雪夫 不 等 式 得 到 
PUX -Hl>20} <3 


P{|/X -| > 20} = P{I=—4| > 2) = 2[1 ~ ®(2)] ~ 0.0456 


两 者 相差 很 远 . 国 
切 比 雪夫 不 等 式 的 主要 用 途 是 证 明理 论 结果 , 例如 命题 2.3, 但 是 最 重要 的 是 证 
明 大 数 定律 . 


命题 2.3 若 Var(X) =0, 则 P{X = EIX]} =1. 也 即 是 说 , 一 个 随机 变量 


的 方差 为 0 的 充 要 条 件 是 这 个 随机 变量 以 概率 为 1 地 等 于 常数 . 
证 明 : 利用 切 比 雪夫 不 等 式 , 对 任何 n> 1 
1 
P{IX— > =} =0 
令 n 一 0%, 得 
和 -ee 
结论 得 到 证 明 . 


定理 2.1{( 弱 大 数 律 ) 设 X1,X2,… 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公共 
期 望 [Xi] = 4 为 有 限 , 则 对 任何 es > 0， 


P{| tt 


-p>e}—0 nN O00 


证 明 : 我 们 只 在 Var(X;) = o? 为 有 限 的 情形 下 证 明 此 定理 . 此 时 


万 十 .. .十 成 2 
B | te = J, Var (i) 0 
nN nn nN 


利用 切 比 雪夫 不 等 式 , 得 


"| 
由 上 式 看 出 , 定理 显然 成 立 . 

弱 大 数 律 最 早 是 由 詹 姆 士 . 伯 努 利 证 明 的 . 他 证 明 的 大 数 律 是 一 种 特殊 情况 ， 
其 中 Xi 只 取 0 或 1, 即 X 为 伯 努 利 随机 变量 . 他 对 该 定理 的 陈述 和 证 明 见于 他 的 
一 本 书 《 推 测 术 》, 这 本 书 出 版 于 1713 年 , 是 在 詹 姆 士 : 伯 努 利 去 世 后 8 年 , 由 他 的 
同 为 数学 家 的 侄子 尼古拉斯 . 伯 努 利 整理 出 版 . 要 知道 , 当时 切 比 雪夫 不 等 式 还 不 


X11 十 … 十 Xn | } oa? 
W|I> 
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为 人 知 , 伯 努 利 必须 借助 十 分 灵巧 的 方法 证 明 其 结果 . 定理 2.1 是 独立 同 分 布 序列 
的 大 数 律 的 最 一 般 形式 , 它 由 前 苏联 数学 家 辛 钦 所 证 明 ， 433 


8.3 ”中 心 极 限定 理 


中 心 极限 定理 是 概率 论 中 最 著名 的 结果 之 一 , 用 粗略 的 语言 来 说 , 大 量 的 独立 
随机 变 基 之 和 的 分 布 近似 地 为 正 态 分 布 , 因此 , 中 心 极限 定理 为 计算 独立 随机 变量 
和 的 有 关 概 率 提 供 了 理论 依据 , 同时 也 解释 了 现实 世界 中 许多 实际 的 总 体 的 分 布 的 
频率 曲线 呈现 钟 形 曲线 ( 即 正 态 密度 ) 的 原因 . 

下 面 叙述 的 是 最 简单 的 中 心 极限 定理 ， 


定理 3.1 (中 心 极限 定理 ) 设 久 ,X2,… 为 独立 同 分 布 序列 , 其 公共 分 布 的 
期 望 为 六 方差 为 o?. 则 随机 变 基 
Kit Xn np 
ovVn 
的 分 布 当 n 一 co 时 趋向 于 标准 正 态 分 布 . 即 对 任何 ae (~00, oo)， 
P{ < 一 志 " e-z /2dz Nn 一 Co 


on 27 /oo 


证 明 的 关键 之 处 是 下 面 的 一 条 引 理 , 由 于 证 明 涉 及 太 多 数学 上 的 细节 , 我 们 只 
给 出 陈述 . 


引 理 3.1 设 和 1,22,… 为 一 随机 变量 序列 , 其 分 布 函 数 为 Fz,,, 相应 的 矩 

母 函 数 为 Mz,,n 之 1. 又 设 Z 的 分 布 为 Fz, 矩 母 函数 为 Mz, 若 Mz, (t) 一 

Mz(t) 对 一 切 t 成立, 则 Fz, (t) 一 Fz(t) 对 Fz(t) 所 有 的 连续 点 成 立 . 
车 2 为 标准 正 态 分 布 , 则 M(t) = ef/2, 利用 引 理 3.1 可 知 , 若 Mz 人 ez/ mn 
oo, 则 Fz, (t) — B(t),n 一 co， 

现在 证 明 中 心 极限 定理 . 

中 心 极限 定理 的 证 明 : 首先 , 假定 j = 0, o? = 1, 我 们 只 在 X; 的 矩 母 函数 M(t) 
存在 且 有 限 的 假定 之 下 证 明定 理 . 现在 , X;/ Vn 的 矩 母 函数 为 


人 
由 此 可 知 , 学 全 ,Xi/ VA 的 矩 母 函 数 为 区 ( 志 )| ， 记 
L(t) = In M(t) 
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对 于 工人 雹 , 我 们 有 
M'(0) _ 


L(0)=0 (0) = WO =+=0 
1 _ 7 2 
0) = YOO POF ~ ptxp = 


要 证 明定 理 , 由 引 理 3.1, 我 们 必须 证 明 [M(t/ VD)" 一 ef/2,n 一 oo, 或 等 价 地 , nL 
(t/ VR) = /2,n 一 oo. 
下 面 的 一 系列 等 式 说 明 这 个 极限 式 成 立 ， 


JimnEG/v 同 = lm 的 YO。 利用 洛 必 达 法 则 


on-2 
/ 1 一 3/2J2 
= a | = 8- 全 | 利用 洛 必 这 法 风 


_ im [1 
-mn, [7 ( 右 2 一 3 


这 样 , 在 y= 0c = 1 的 情况 下 , 定理 得 以 证 明 . 对 于 一 般 情 况 , 只 需 考虑 标准 化 随 
机 变量 序列 , Xy = (X; 一 4)/o, 由 于 E[X?] = 0, Var(X*) = 1, 将 已 证 得 的 结果 应 用 
于 序列 XY, 便 可 得 一 般 情况 的 结论 . 

注 ， 虽然 定理 3.1 只 说 对 每 一 个 常数 a, 有 

PP 让 
事实 上 , 这 个 收敛 是 对 a 一 致 的 . [我 们 说 函数 f(a) 一 f(a),n 一 co 对 a 一致, 是 
说 对 任何 s > 0, 存在 N, 使 得 当 n > N 时 , 不 等 式 | 所 (a) - f(a)| <e 对 所 有 的 都 
成 立 . ] 

第 一 个 中 心 极限 定理 是 由 棣 莫 弗 在 1733 年 左右 给 出 证 明 的 . 他 的 证 明 限 于 六; 
为 伯 努 利 随机 变量 , 并 且 p = 1/2. 后 来 , 拉 普 拉 斯 将 这 个 结果 推广 到 一 般 的 p 的 情 
况 . 由 于 二 项 随机 变量 可 以 看 作 独 立 同 分 布 的 伯 努 利 随机 变量 之 和 , 因此 , 此 处 得 
到 的 中 心 极限 定理 为 第 5 章 4.1 节 关 于 二 项 分 布 的 正 态 和 逼近 提供 了 理论 依据 . 拉 
普 拉 斯 也 发 现 了 中 心 极限 定理 的 更 一 般 的 形式 , 但 他 的 证 明 不 严格 , 事实 上 , 沿用 他 
的 方法 也 不 可 能 严格 化 . 真正 严格 的 证 明 是 由 俄国 数学 家 李 雅 普 洛 夫 在 1901~1902 
年 间 给 出 的 . 

网 站 上 有 一 个 中 心 极限 定理 的 模块 演示 及 计算 结果 , 该 模块 将 n 个 独立 同 分 布 
随机 变量 之 和 的 密度 (分 布 列 ) 演示 出 来 . 每 个 随机 变量 只 取 0,1,2,3,4 共 5 个 值 ， 
当 输 入 分 布 列 以 及 参数 n 以 后 , 就 可 以 显示 它们 的 和 的 分 布 列 的 形状 . 在 图 8.1, 图 
8.2, 图 8.3, 图 8.4 上 分 别 显 示 了 n= 5,n 二 10,n = 25 和 n= 100 的 计算 结果 . 
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图 8.3 n=25 图 8.4 n= 100 


例 3a 一 个 天 文学 家 要 测 基 琐 远 的 恒星 到 地 球 之 间 的 距离 (单位 : 光 年 ). 天 
文学 家 知道 , 由 于 大 气 条 件 以 及 仪器 误差 , 每 次 测量 都 不 会 得 到 距离 的 准确 值 , 而 只 
是 一 个 估计 值 . 因此 , 天 文学 家 只 得 进行 一 系列 测量 , 用 这 些 测 基 值 的 平均 值 作为 
距离 真 值 的 估计 值 . 若 天 文学 家 认为 各 次 测量 值 是 独立 同 分 布 的 各 随机 变量 的 观 
察 值 , 随机 变量 的 公共 分 布 的 期 望 值 为 d( 真 值 的 距离 ), 公共 方差 为 o? = 4, 那么 , 要 
重复 测量 多 少 次 才能 达到 土 0.5 光 年 的 精度 ? 

解 : 设 观察 次 数 为 X1,… , Xn 为 n 次 测量 值 , 由 中 心 极限 定理 知 随机 变量 

Xi — nd 
Zz, = 二 1 


2Vn 
具有 近似 标准 正 态 分 布 . 因此 
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2 
3) -5(- 守 )=23( 守 )-1 
如 果 天 文学 家 希望 以 95% 的 把 握 保证 估计 值 与 真 值 之 差 在 0.5 光 年 以 内 , 他 应 
作 n* 次 以 上 重复 测量 , n* 满足 
25(>】 -1=0.95 或 sa 人 (> 全 ) = 0.975 


由 第 5 章 的 表 5.1 得 


Rn 
P{-0s < ly xX-dx< 05) = P 人 05 半 < Zn < 05 字 | 
nN 


> 二 1.96 或 n*==(7.84)? 守 61.47 
由 于 n* 不 是 整数 , 因此 他 应 作 62 次 重复 观测 . 
前 面 的 分 析 中 有 一 假定 , 正 态 百 近 是 好 的 近似 . 尽管 n = 62 在 通常 情形 下 , 2 
与 标准 正 态 分 布 已 经 很 靠近 , 但 是 2 与 标准 正 态 分 布 逼近 程度 还 依赖 于 X; 的 分 
布 . 阁 天 文学 家 对 于 正 态 到 近 还 没有 把 握 , 他 可 以 利用 切 比 雪夫 不 等 式 . 由 于 
Xi ~、 Xi) 4 
I 


i=l i=l 


由 切 比 雪夫 不 等 式 知 
Xs 4 16 
? {| 0 < t= 
令 16/n = 0.05, 得 n= 320, 此 时 , 他 可 以 以 95% 的 把 握 保证 其 估计 精度 在 0.5 光 年 
以 内 . 国 


例 3b 已 知 菜 心理 学 课 上 注册 的 学 生 数 是 一个 泊 松 随机 变革 ,其 期 电信 为 100. 
任课 教授 决定 如 果 注 册 人 人数 为 120 人 或 更 多 时 ,他 将 采取 分 班 授课 的 形式 , 否则 就 
一 个 班 上 谋 , 该 教授 采用 分 班 衣 课 的 概率 有 多 大 ? 

解 :这 个 概率 的 精确 解 为 e100 史 212。 + ， 这 个 数 并 没有 给 出 这 个 概率 有 
多 大 的 概念 . 然而 , 均值 为 100 的 泊 松 随机 变量 可 以 看 成 100 个 均值 为 的 独立 同 
分 布 的 泊 松 随机 变量 之 和 , 由 此 , 可 以 利用 中 心 极限 定理 得 到 近似 解 . 记 X 为 注册 
的 学 生 数 


P{X > 120} = P{X > 119.5} ”连续 性 修正 
太一 100 119.5 — 100 
一 { vim > vi 
此 处 , 我 们 在 应 用 中 心 极限 定理 时 , 利用 了 泊 松 分 布 的 期 望 和 方差 相等 这 一 事实 ， 四 
例 3c 设 一 共 掷 10 枚 均匀 的 休 子 , 找 出 点 数 之 和 在 30 和 40 之 间 的 概率 的 近 


} ~ 1— $(1.95) ~ 0.0256 
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似 值 . 
解 : 设 X; 表示 第 i 个 骨 子 的 值 , i = 1,2,… ,10. 由 于 
35 


E(X) = 3 Var(Xi) = ELXH ~ (BL) = 


利用 中 心 极限 定理 


29.5—35 .XX-35 .40.5— 35 
P{29.5 < X <40.5}=P < < 
350 350 350 
12 12 12 
医 


~ 28(1.0184) 一 1 ~ 0.692 
例 3d 令 Xi,i=1.…,10 是 相 孔 独立 的 随机 变量 , 其 公共 分 布 为 (0,1) 上 的 
习 匀 分 布 , 计算 P{ 沁 这 1 X; > 6} 的 近似 值 . 
解 : 由 于 EIXi] = 1/2, Var(Xi) = 1/12, 利用 中 心 极限 定理 


10 

2, Xi—5 6_5 

二 1 > 1—B(vV1.2) ~ 0.1367 
10715 


10 
PI》 Xi>6=P4 
3 | V10/12 


因此 , ;0 X 大 于 6 的 可 能 性 只 有 14%. 
当 Xi 独立 , 但 不 一 定 为 恒 等 分 布 时 , 中 心 极 限定 理 也 成 立 , 其 中 一 个 (但 决 不 
441 


是 最 一 般 的 ) 版 本 如 下 所 述 ， 
- 
定理 3.2 (相互 独立 随机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 ) 设 X1, Xo,.… 为 相互 
独立 的 随机 变 基 序列 , 相应 的 期 望 和 方差 分 别 为 ji = B[Xi],0? = Var(Xi). 
若 (a) Xi 为 一 致 有 界 的 , 即 存在 My, 使 得 P{|Xi| < M} = 1 对 一 切 i 成 立 ， 


卫 (b) 2) 02 一 十 cc， 则 对 一 切 a, 


历史 注 记 
皮 埃 尔 . 西蒙 . 拉 普 拉 斯 侯 丽 
皮 埃 尔 . 西蒙. 拉 普 拉 斯 修 届 就 是 我 们 熟悉 的 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 ， 中 心 极 
限定 理 是 由 拉 普 拉 斯 提出 并 证 明 的 . 他 观察 到 测量 误差 (通常 认为 测量 误差 是 由 大 
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量 很 小 的 偶然 误差 到 加 而 成 的 ) 具有 正 态 分 布 . 拉 普 拉 斯 也 是 著名 的 天 文学 家 (他 
被 称 为 法 国 的 牛顿 ), 他 是 早期 概率 论 与 统计 的 理论 奠基 者 之 一 , 同时 积极 推广 概率 
论 在 日 常生 活 中 的 应 用 , 他 坚信 和 概率 论 对 人 类 具有 深远 意义 . 他 在 一 本 名 为 《分 析 
概率 论 》 的 书 中 说 :“ 我 们 发 现 概 率 论 其 实 就 是 将 常识 问题 归结 为 计算 . 它 使 我 们 
能 够 精确 地 评价 凭 菜 种 直观 感受 到 的 、 往 往 又 不 能 解释 清楚 的 见解 ………… . 值得 注 
意 的 是 , 概率 论 这 门 起 源 于 机 会 游戏 的 科学 早 就 应 该 成 为 人 类 知识 最 重要 的 组 成 部 
分 . 生活 中 那些 最 重要 的 问题 绝 大 部 分 恰恰 是 概率 论 问题 . ” 

中 心 极限 定理 的 应 用 揭示 了 这 样 的 事实 , 测量 误差 近似 地 正 态 分 布 , 这 个 统计 
规律 是 对 科学 的 重大 贡献 , 在 17,18 世纪 , 中 心 极限 定理 常 被 称 为 误差 频率 定律 ， 

Francis Galton 在 他 1889 年 出 版 的 书 《 自 然 遗 产 》 中 曾 说 过 :“ 我 知道 , 几乎 没 
有 一 种 理论 能 够 像 误差 频率 定律 那样 神奇 , 那样 贴切 地 体现 宇宙 次 序 , 如 果 古 希腊 
人 知道 这 个 规律 的 话 , 就 一 定 会 将 它 人 格 化 或 神化 . 它 在 混乱 中 保持 着 平静 , 情况 
越 复杂 、 混乱 , 它 的 主导 作用 就 越 完 善 . 它 是 最 卓越 的 、 不 可 思议 的 规律 .” 


8.4 强大 数 律 


强大 数 律 是 概率 论 中 最 著名 的 结果 , 它 说 明 , 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 前 个 
观察 值 的 平均 值 以 概率 为 1 地 收敛 到 分 布 的 平均 值 . 


定理 4.1 (强大 数 律 ) 设 X1,X2,… 为 一 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 公 
共 期 望 值 4 = EE[Xi] 为 有 限 , 则 下 式 以 概率 为 1 地 成 立 : 


7 O00 


1 十 XX2 十 …: 十 Xn 
Th 


作为 强大 数 律 的 一 个 应 用 , 设 有 一 独立 重复 试验 序列 , 令 为 菜 一 事件 , P() 
为 事件 已 发 生 的 概率 , 令 
| 在 第 次 试验 中 发 生 
0 其 他 


根据 强大 数 律 ， 
— EIX] = P(E) (4.1) 


1. 强大 数 律 可 以 表 为 下 式 ， 


P{ lim (X1 + + Xn)/n=p} =1 
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Xi 十 … 十 Xn 表示 在 前 n 次 试验 中 , 事件 巨 发 生 的 次 数 ，(4.1) 式 说 明 事 件 已 在 前 
n 次 试验 中 发 生 的 频率 以 概率 为 1 地 收敛 到 它 的 概率 P(E). 
虽然 这 一 条 定律 可 以 不 加 任何 条 件 地 证 明 , 但 是 在 本 证 明 中 , 我 们 假定 X; 具 
有 有 限 4 阶 矩 , 即 假定 EI[X 和 = K < oc. 
强大 数 律 的 证 明 : 首先 假定 BX; = 人 一 0. 记 Sn = 部 ?1 Xi, 考 虚 
El[S#] =E[(Xi + + Xn) (Xi + + on) 
x(X + Xn) (Xi + +) 
将 上 式 右边 期 望 叶 内 的 多 项 式 展开 , 得 到 下 列 各 项 之 和 : 
XXX2X2 XXX 和 XiX; XX 
由 于 BXi = 0, 利用 独立 性 得 到 
EIX2X;] = E[X$]E[X;] =0 
EIX?X;Xx] = ELX?]EIXj]ELX#] = 0 
E[XiX; XkX1] =0 
在 展 式 中 , X# 的 系数 为 1, 故 在 BE[S4] 中 可 将 所 有 X# 的 期 望 合并 成 nE[X. 对 固 
定 的 (7), 54 的 展 式 中 X?X? 一 共有 (5) = 6 项 . 因此 , S4 的 展 式 中 与 X?X? 有 
关 的 那 部 分 为 6 沁 , ; X?X?, 其 中 求 和 号 是 对 {1,2,… ,n} 的 所 有 两 元 素 组 合 而 求 
的 . 因此 , 它 的 期 望 为 6(2 ) BIX?X3, 这 样 ， 


EIS4] =nEIXH] +6(%) BEIX?XH = nk + 3n(n — 1)E[X?]ELX?] 


在 第 一 个 等 式 中 , 我 们 再 一 次 利用 了 独立 性 . 我 们 注意 到 
0 < Var(X?) = E[X#] - (BLX2])? 


由 此 可 得 
(EEC2)2 < BIXY = K 
这 样 ， 
E[St] < nk +3n(n— 1)K 
从 而 
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由 上 式 可 知 ， 。 

即 随机 变量 27"-1 3S?/“ 的 期 望 为 有 限 ,说 明 以 概率 为 1 地 有 ”1 54/n4 < oo. (车 
Dn-1 94/n4 不 是 概率 为 1 地 有 限 , 则 江 %1 54/n4 的 期 望 为 无 限 ) 再 利用 级 数 的 性 
质 可 知 , 以 概率 为 1 地 有 


上 式 说 明 , 以 概率 为 1 地 有 
卫 一 0 9 一 oo 
当 = EB[Xi] 关 0 的 时 候 , 我 们 可 以 化 成 期 望 为 0 的 情况 来 处 理 . 由 于 E[X; ~ 
州 = 0, 利用 刚才 得 到 的 结论 , 可 知 以 概率 为 1 地 有 


,Xp) 
a 


即 以 概率 为 1 地 有 


x 
中 2 
这 就 是 定理 的 结论 ， 
在 网 上 有 两 个 模块 可 显示 强大 数 律 , 它们 考虑 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 每 个 
随机 变量 只 取 0,1,2, 3,4 这 5 个 值 ,模块 模拟 n 个 这 样 的 随机 变 其 , 然后, 计算 每 个 
可 能 值 出 现 的 频数 , 以 及 样本 均值 沁 ”_，X;/n. 这 两 个 不 同 模块 的 差别 是 微小 的 , 只 
是 在 图 像 表 达 上 有 一 些 不 同 . 在 使 用 这 些 模块 时 , 我 们 只 需 输 入 n 的 值 , 以 及 随机 
变量 X 的 取 值 的 概率 (分 布 列 ) 图 8.5, 图 8.6, 图 8.7 给 出 了 一 个 具体 分 布 列 的 模 
拟 结果 , 参数 分 别 为 n=~100wm = 1000.n=10 000. 模拟 结果 显示 样本 均值 趋 于 BEX 
许多 学 生 往往 混 清 弱 大 数 律 与 强大 数 律 . 弱 大 数 律 只 能 保证 对 充分 大 的 n*, 随 
机 变量 (Xi 十 … 十 Xn )/n* 靠近 人 但 它 不 能 保证 对 一 切 n> mr (Xi 十 … 二 Xn)/n 
也 一 定 在 p 的 附近 . 这 样 ,|(Xi 十 … + Xn)/n 一 可 以 无 限 多 次 离开 0( 尽 管 出 现 
较 大 偏离 的 频率 不 会 很 高 ，) 而 强大 数 律 能 保证 这 种 情况 不 会 出 现 , 强大 数 律 能 包 
以 概率 为 1 地 保证 , 对 于 任何 e > 0 


n 


Di 


t=1 


>E€ 


只 可 能 出 现 有 限 次 . 
法 国 数学 家 博 雷 尔 最 早 在 伯 努 利 随 机 变量 的 特殊 情况 下 证 明了 强大 数 律 ， 而 
一 般 情况 下 的 定理 4.1 的 证 明 是 由 前 苏联 数学 家 A. N. 科 尔 葛 戈 罗 夫 给 出 的 . 
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上 
| . Po 
| BE § | 上 Start 
| | | Py 2 ~ 
| eo | | A 
| | | 
| 3 | P3 35 2 
| it | | a 
AR ee 直 RN 
Se | ws 
n 0o0| 
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Theoretical Mean = 2.05 


Sample Mean = 2.078 


| m= mu BE 
| 0 1 2 | 3 4 | | 0 | 1 | 2 3 | 4 
i | 
| 20 | | 31 x 4 | | 106 | In | 285 351 59 
出 j 
图 8.5 n= 100 图 8.6 n= 1000 


10000 


Theoretical Mean = 2.05 
Sample Mean = 2.0416 


| 
0 ] 2 3 | 4 | i 


图 8.7 n= 10000 


8.5 ”其 他 不 等 式 


有 时 候 , 我 们 需要 求 出 概率 P{X - / > a} 的 上 界 , 其 中 a 为 一 个 正 数 , 而 均 
值 y = E[X] 和 方差 o? = Var(X) 是 已 知 的. 由 于 当 a > 0 时 , XX 一 h > a 列 含 
|X 一 kl| 之 a, 利用 切 比 雪夫 不 等 式 可 知 
2 


P{X—12>a} < P{IX-nH>0} < 乞 a>0 


然而 , 下 面 的 命题 指出 , 我 们 可 以 得 到 更 好 的 上 界 (上 界 越 小 , 就 越 好 ! ) 
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命题 5.1 ( 单 边 的 切 比 雪夫 不 等 式 ) 设 X 具 有 0 均值 和 有 限 方 盖 c2, 则 对 
任意 a > 0， ， 
o 


PIX>0a} < 02 十 Q2 


证 明 : 令 5 > 0, 注意 到 


Xa 人 SX+b>a+b 


故 
P{X >a}= P{X+b>a+0) < P{X+Db)? > (a +0b)2} 
上 上 式 中 , 由 关 +b 之 a 二 b> 0 可 推 知 (XX 十 b)? > (a 十)?, 故 不 等 式 成 立 , 再 利用 马 
尔 可 夫 不 等 式 
P{X >a} < P{(X+0* > (a+b} < E(X+0]/(a+0)? = 0 +/(a+b)? 

上 式 中 , 可 以 取 任何 常数 , 取 b= c?/a, 便 得 到 本 命题 的 结论 . 实际 上 , 当 = o2/a 
时 , (0? 十 好 )/(a 十 6)? 达到 极 小 值 . 口 

例 5a 设 某 工厂 每 周 的 产量 是 一 个 随机 变量 , 其 期 望 为 y = 100, 方差 为 o? = 
400. 现在 问 这 一 周 产量 至 少 为 120 的 概率 的 上 界 是 什么 ? 

解 : 利用 单 边 切 比 雪夫 不 等 式 

P{X > 120} = P{X ~ 100 > 20} < 


400  _1 
400+202 2 
这 说 明 本 周 产 量 至 少 为 120 的 概率 不 会 超过 1/2. 但 如 果 直 接 利用 马尔 可 夫 不 等 式 ， 
BIN 5 
P{X>120} < -0 =5 
这 个 上 界 就 比较 弱 ，( 上 界 越 小 , 结论 越 强 , 若 上 界 为 1, 这 个 结论 就 没有 任何 意义 
了.) 四 
现在 设 世 具有 均值 /, 方差 o?, 由 于 外 -4 与 1 一 天 都 具有 均值 0 和 方差 o2， 
利用 单 边 的 切 比 雪夫 不 等 式 可 知 , 对 于 a > 0， 


o2 
PIX -p20) < ar 
和 
Plh-X>0) < 万 
o2+a 


因此 , 我 们 得 到 下 面 的 推论 . 
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推论 5.1 若 E[X] = Var(X) = 0o?, 则 对 于 a > 0, 下 列 不 等 式 成 立 : 


0 
P{X 2>1+0} < jaro 
02 
和 AS 02 十 a2 


例 5b 有 一 个 200 人 的 集体 , 由 100 个 男人 和 100 个 女人 组 成 , 将 他 们 随机 地 
分 成 100 个 组 , 2 人 一 组 , 求 最 多 30 个 组 由 一 男 一 女 组 成 的 概率 之 上 界 . 
解 : 将 男人 编号 , 由 1 到 100, 对 于 i= 1,.… ,100, 令 


| 男人 :所 在 的 组 内 有 女人 


0 其 他 
这 样 , 男女 配 成 对 的 组 数 于 可 以 表示 为 
100 
和 = xX: 
2=1 
男人 :i 与 其 他 任何 人 配 成 一 组 的 概率 是 相同 的 , 因此 
E[Xi] = P{X; =1} = 2 


对 于 i 关 j 由 于 男人 i 已 经 与 一 个 女人 配对 的 条 件 下 , 男人 了 只 可 能 跟 197 人 配对 ， 
其 中 99 人 为 女人 , 因此 


99 
X; = 1|X; = 1}= 
nt{ | } = i107 
E[XiX;]= P{Xi = 1,X;= 1} 
_ 100 、99 
100 
100 
= 2 EX = 100 x To5 ~ 50.25 
100 
Var(X = Varl Xi) 十 2》 >》 Cov(Xi, X)) 
LI 
100 99 100 100 99 /100\2 
= -一 x -一 -十 2 -一 x -一 一 (一 ) | 25. 
100x jg0 * 195 +2* (2 ) x 局 197 (355) 25.126 


由 切 比 雪夫 不 等 式 


5.126 
P{X < 30} < P{|X — 50.25| > 20.25} < ——— 2 0.061 
{X <30} < P{X ~ 5025] > 20.25) < BH ~0 
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由 此 看 出 , 最 多 30 对 为 一 男 一 女 的 概率 之 上 界 为 6.1%. 但 是 , 也 可 以 利用 单 边 的 切 
比 雪 夫 不 等 式 
25.126 
这 样 , 将 上 界 稍 作 改进 ， 加 
当 X 的 矩 母 函数 已 知 时 , 我 们 可 以 得 到 更 加 有 效 的 P{X > a} 的 上 界 , 令 
M(t) = Betx] 
为 和 的 矩 母 函 数 . 对 于 上 > 0， 
P{X>a} = Pfe > et < Ele:Xje-*w 利用 马尔 可 夫 不 等 式 
类 似 地 , 对 于 上 < 0， 
P{X <a}= P{et > ete} < EletXje- 
这 样 , 我 们 得 到 了 切 尔 诺 夫 界 . 


命题 5.2 ( 切 尔 诺 夫 界 ) 


P{X>a}<e M(t) 对 一 切 !>0 
P{X<a}<e “M(t) 对 一 切 (<0 


由 于 切 尔 诺 夫 界 对 一 切 适用 的 t 都 成 立 , 我 们 可 以 找到 t ,使 e-wM(t) 达到 最 小 值 . 
例如 , 为 找到 P{X > a} 的 最 小 上 界 , 可 求 e-teMG 在 上 > 0 上 的 最 小 值 . 

例 5c (标准 正 态 分 布 的 切 尔 诺 夫 界 ) 设 2 是 一 个 标准 正 态 随 机 变量 , 它 的 矩 
母 函数 为 M(t) = er*/2, P{2Z > dj 的 切 尔 诺 夫 界 为 


P{Z > oj 乏 ertaet/2 对 一 切 1>0 

对 于 上 在 (0,00) 上 变化 , e-t+6/2 当 上 = a 时 达到 极 小 值 . 这 样 , 对 于 a > 0, 我 们 有 

P{Z > a} < eo 02 
同 理 , 对 于 a<0 

P{Z < a} < ef/2 国 

例 5d ( 泊 松 随机 变量 的 切 尔 诺 夫 界 ) 设 基 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 其 参数 为 入 
其 帘 母 函数 为 M(t) = eMe -了 ), 因此 , P{X > 卦 的 切 尔 诺 夫 界 为 
P{X>i ge Det 41>0 


上 式 右边 的 极 小 化 等 价 于 A(et - 1) 一共 的 极 小 化 问题 , 这 个 极 小 化 问题 当 et = i/X 
时 达到 极 小 值 , 只 有 当 i/ 和 > 1 时 , 相应 的 极 小 点 t 的 值 大 于 0. 因此 我 们 在 i > A 
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之 假设 下 ', 令 ef = i/ 和 , 可 得 
， 入 Ni 
1 eM) xf 和 
P{X ie x (5) 


即 | 
P{X 2} < eV- 

例 5e 设 一 个 赌 徒 , 每 次 赌博 输 和 廉 的 概率 是 相等 的 , 并 旦 输赢 与 过 去 的 历史 

是 相互 独立 的 , 每 次 输 和 说 的 数目 是 一 个 单位 , 设 X 表示 第 i 次 赌博 启 的 单位 数 . 
则 Xi; 相互 独立 , 且 


P{Xi; =1}= P{X;i= -1}= 3 


记 Sn = )i_l Xi 表示 经 过 n 次 赌博 后 该 财 徒 的 累计 赢 钱 数 , 我 们 求 P{S5 > a} 的 
切 尔 诺 夫 界 , 注意 X 的 和 矩 母 函数 为 


Eletx] 一 全 士 e 
利用 e 和 ee-! 的 McLaurin 展 式 , 得 
dot (1 ) 
2 4 
= 2 位 + 可 二 万 二 } 
= ) < > 由 于 (2n)! > nl27 


故 
Elet*] > et /2 
利用 独立 随机 变革 和 的 矩 母 函 数 等 于 各 随机 变量 矩 母 函数 的 乘积 , 我 们 得 到 
Ele's"] 一 (Ele:*])" < ent’/2 
再 利用 关于 切 尔 诺 夫 界 的 公式 可 得 
P{Sn > a} < e~taent /2 t>0 
通常 为 了 求 得 更 好 的 结果 , 我 们 需要 求 上 式 右边 的 极 小 值 , 或 等 价 地 , 求 nt2/2 -ta 
的 极 小 值 . 利用 二 次 式 极 小 值 的 公式 易 知 , 当 t= a/n 时 , e-tten /2 达 极 小 值 , 假定 
a > 0, 此 时 t= a/n 取 正 值 , 将 这 个 值 代入 切 尔 诺 夫 的 界 中 , 得 


P{Sn > a} < ee /2n a>0 


1 在 i 入 的 情况 下 , 本 例 的 上 界 可 能 不 正确 ， 一- 译 者 注 
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例如 , 由 这 个 不 等 式 , 可 得 
P{Si0 > 6} < e- 3/20 ~ 0.1653 
经 计算 , 实际 的 概率 值 
P{5io > 6} = P{ 在 10 次 赌博 中 至 少 赢 8 次 } 
I0\ 110N\ 710 
(8)+ (9)+ (10) 56 


510 T0234 0.0547 


下 面 的 不 等 式 是 关于 期 望 的 不 等 式 ， 


定义 ”一 个 二 次 可 微 的 实 值 函数 f(z) 称 为 凸 的 , 若 1”(x) > 0 对 一 切 z 成 

立 ; 类 似 地 , 若 f”(z) < 0, 对 一 切 z 成 立 , 则 称 /为止 的 ， 

同 函 数 的 一 些 例子 如 f(z) = z2, f(x) = er?, f(z) = 一 z17,z 之 0, 车 f(z) 为 四 
的 , 则 g(z) = 一 f(z) 就 是 叮 的 , 反之 亦 然 . 


命题 5.3 ( 詹 生 不 等 式 ) 设 f(z) 为 是 函数 并 且 E[X] 存在 且 有 限 , 则 


E[f(X)] > f(ELX]) 


证 明 ， 将 f(z) 在 = BLX] 处 进行 泰勒 展 开 , 
1 _ 2 
fe) = 7) + PE- + OE 
其 中 是 在 z 与 之 间 的 某 个 值 , 由 于 P"(e) > 0, 我 们 得 到 


f(z) > f(1) + f (pz— 1) 


因此 
f(X)Z FH) + F(X- Hp) 
两 边 取 期 望 得 | 
E[f(X)] > fp) + FW EIX -4] = f(p) 
命题 得 证 . 


例 5f 一 个 投资 者 会 遇 到 这 样 的 问题 , 她 可 以 将 所 有 钱财 投入 一 个 具有 风险 的 
计划 , 其 回报 为 一 个 随机 变量 , 期 望 为 m, 也 可 将 钱财 投入 一 个 没有 风险 的 计划 , 这 
个 计划 的 回报 为 m, 且 以 概率 为 1 地 是 一 个 常数 , 两 种 方式 的 回报 的 期 望都 是 m， 
她 选 什么 为 好 ? 现在 假定 她 有 一 个 效用 函数 u(R), 其 中 R 为 回报 值 , 是 假定 她 期 户 
获得 最 大 的 Elu(R)]. 通常 u(R) 为 已 的 增 函 数 , 第 一 种 投资 方式 的 效用 为 u(X), 第 
二 种 方式 的 功效 为 wm), 若 v(B) 为 止 函数 , 则 由 篇 生 不 等 式 BPlu(X)] < ulm), 她 
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应 选择 没有 风险 的 投资 方式 , 若 u(R) 为 凸 画 数 , 则 Blu(XX)] > ul(m), 她 应 选择 具有 
风险 的 投资 方式 . 国 
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本 节 中 , 我 们 要 讨论 用 泊 松 随机 变量 逼近 独立 伯 努 利 随机 变量 和 的 问题 , 其 中 
伯 努 利 随机 变量 的 均值 为 pi,i = 1,2,.… ,n. 

开始 时 , 先 设 久 ,… ,为 独立 的 泊 松 随机 变量 , 其 参数 为 pi,i = 1,2,… ,n, 
现在 我 们 指出 , 对 每 一 个 i, 由 7 可 构造 出 伯 努 利 随机 变量 X;, 其 参数 为 pi, 并 满 
足 条 件 

P{Xi: zz} <p? 
令 1,… ,Un 为 独立 的 随机 变量 序列 , 且 与 六 ,… ,Y。 独立 ，U 的 分 布 由 下 式 
给 出 . 
P{Ui=1}=1— (1— pi)er: P{U; = 0} = (1 ~ pi)e?: 
由 于 不 等 式 e~? > 1 p, 保证 了 上 式 中 (1 - pi)er: 在 (0,1) 区 间 内 , 从 而 保证 了 定 
义 Ui 的 合理 性 , 现在 定义 XX;， 
1 其 他 


P{X; = 0} = P{Y = 0}P{U; = 0} = e ?i(1 ~ pi)er: 一 1 一 2 
P{X: =1}= 1 — P{X; =0}=p; 
由 Xi 之 定义 看 出 , 若 XX; = 0, 必 有 Y=0. 故 
P{Xi # Y} = P{Xi = 1,Y #1} 
=P{Xi=1,Y=0}+P{X=1Y>1)}=P{X=1Y=0}+P{Y >1)} 
= P{¥=0,0=1}+P{Y >1}=e ?i[1— (1— pi)e?]+1— er pe?: 
=pi—pie ?<p 利用 -er 和 sp 
是 相互 独立 的 伯 努 利 随机 变量 序列 , 其 参数 为 p1,.… , p,, 并 且 满 足 条 件 
P{Xi #¥ Y} <p? 
记 有 一 Di Xi,Y 一 Dl ¥, 由 上 式 可 知 
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P{XA#AY}< yp 


现在 设 4 为 任何 实数 之 集合 , 则 下 列 事件 之 集合 恒等式 成 立 
{XeA}={XeAhY eA}+{XEeA,Y ¢ A} 
{YeA}= {XeAhYeA}+t+{Y eA,X¢A} 
由 上 式 可 知 
P{XeA}-P{Y eA}=P{XEAY¢ A}-P{YEeAXE¢A} 
进一步 可 得 
IP{X€ A}— P{Y €eE A} < P{X eAYE¢ A}+P{Y eAX¢A} 
又 由 于 {X € 4,Y 4 4} 与 {Y & 4,X 4 A} 互 不 相 容 , 它们 之 中 任 一 事件 发 生 , 必 
有 XX 了 发生 , 故 
PlxXeAY¢A +PY eAX¢A <PXHY} < 


i=l1 


综合 起 来 , 可 知 , 对 任何 实数 集合 4， 
IP{XE A}-P{Y eA} < YP? 


i=l 
利用 泊 松 随机 变量 的 性 质 可 知 , Y = 2_; Y 也 是 泊 松 随机 变量 , 其 参数 为 和 = 
20i_1Pi ,利用 Y 的 分 布 列 可 得 
{x E 4 -和 ~ < Sp? 
i=1 i€A 2 ?一 1 
注 : 当 所 有 的 zi 都 等 于 p 时 , X 就 是 二 项 随机 变量 , 上 式 变 成 


5 (ria -py 
i€EA ? i€A 人 


< np? [ 


小 结 
马尔 可 夫 和 切 尔 诺 夫 不 等 式 是 概率 论 中 十 分 重要 的 不 等 式 , 可 提供 有 关 概 率 的 
十 界 . 马尔 可 夫 不 等 式 是 关于 非 负 随机 变量 , 对 于 非 负 随机 变量 X， 
P{X>a} < 2 
切 比 雪夫 不 等 式 是 马尔 可 夫 不 等 式 的 应 用 . 设 X 具有 期 望 ,方差 vc?, 则 对 于 


每 一 个 k>0, 有 1 
P{|X—p|>ko} < 廊 
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概率 论 中 两 个 最 重要 的 理论 成 果 是 中 心 极限 定理 和 强大 数 律 , 它们 都 讨论 独立 
同 分 布 随机 变量 序列 的 性 质 . 若 这 些 随 机 变量 具有 期 望 x 和 方差 "” 则 中 心 极限 
定理 说 明 当 n 充分 大 时 , 这 个 序列 的 前 n 个 变量 的 和 的 分 布 , 近似 地 为 正 态 分 布 ， 
其 期 望 为 ny, 方差 为 no”. 设 {Xi,i > 1} 是 这 样 的 一 个 序列 , 则 对 于 每 一 个 实数 a， 


. 1 十 …… 十 Xn 一 np4 1 © _z2/ 
PP{ 王 二 < 一 启 | de 
强大 数 律 只 要 求 该 序列 中 的 随机 变量 具有 有 限 均 值 4/. 强大 数 律 说 明 , 当 n 欧 
于 无 穷 时 , 这 个 序列 的 前 n 项 的 平均 值 以 概率 为 1 地 趋 于 jw. 由 强大 数 律 可 知 , 在 
独立 重复 试验 中 , 事件 4 出 现 的 频率 以 概率 为 1 地 趋 于 概率 P(A). 如 果 将 以 概率 
为 1, 解释 成 “一 定 ”, 这 样 , 我 们 就 验证 了 概率 的 频率 定义 的 合理 性 . 


习题 

1， 设 X 是 一 随机 变量 , 其 期 望 和 方差 均 为 20. 对 于 概率 P{0 < 和 < 40} 有 什么 结论 ? 
2. 根据 过 去 的 经 验 , 一 个 学 生 的 期 末 成 绩 是 一 个 随机 变量 , 其 均值 为 75. 

(a) 给 出 学 生 超过 85 分 的 概率 的 一 个 上 界 . 

假设 还 知道 学 生成 绩 的 方差 为 25. 

(b) 对 于 学 生成 绩 在 65 ~ 85 之 间 的 概率 , 你 有 什么 结论 ? 

(c) 设 参 加 考试 学 生 人 数 为 n, n 多 大 时 , 才能 以 90% 以 上 的 把 握 保 证 学 生 的 平均 成 

绩 在 75 土 5 这 个 范围 内 ? 请 不 要 利用 中 心 极限 定理 . 

3. 利用 中 心 极限 定理 解 习题 2(c) . 
4， 设 XX1,… ,X20 是 独立 泊 松 随机 变量 序列 , 期 望 为 1. 

(a) 利用 马尔 可 夫 不 等 式 求 


的 上 界 . 
(b) 利用 中 心 极限 定理 求 P{ 沁 兴 , Xi > 15} 的 近似 值 . 

5.。 将 50 个 数 利用 合 入 法 化 成 50 个 整数 , 设 合 入 误差 的 分 布 是 (0.5, +0.5) 上 的 均匀 分 
布 . 求 这 50 个 整数 的 和 与 原来 的 和 相差 超过 3 的 概率 的 近似 值 . 

6. 连续 地 撕 一 枚 散 子 , 一 直到 点 数 总 和 超过 300 点 为 止 , 求 至 少 需 掷 80 次 的 概率 的 近似 
值 . 

7， 一 个 人 有 100 个 灯泡 , 每 一 个 灯泡 的 寿命 为 指数 分 布 , 其 平均 寿命 为 5 小 时 . 他 每 次 
用 一 个 灯泡 , 灯泡 灭 了 以 后 立即 换 上 一 个 . 求 525 小 时 后 , 他 仍 有 灯泡 可 用 的 概率 的 
近似 值 . 

8. 在 习题 7 中 , 假定 换 一 个 灯泡 需 一 定时 间 , 换 灯 泡 时 间 为 随机 变量 , 分 布 为 (0,0.5) 上 
的 均匀 分 布 . 问 在 550 小 时 的 时 候 , 所 有 灯泡 都 已 经 烧 掉 的 概率 (近似 值 ). 
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设 为 随机 变量 , 其 参数 为 (n,1). n 应 该 多 大 才能 满足 
P{|s -1 


工程 师 认 为 一 座 桥 的 载荷 W 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 均值 为 400, 标准 差 40. 先 假定 
车 辆 的 重量 为 随机 变量 , 均值 为 3, 标准 差 为 0.3. 约 多 少 辆 车 在 桥 上 时 , 可 使 桥 的 结构 
齐 破 坏 的 概率 超过 0.1? (单位 : 1000 磅 ) 

许多 人 相信 公司 股票 价格 的 每 日 涨 跌幅 是 一 个 随机 变量 , 其 期 望 为 0, 方差 为 o?. 设 
7 为 第 n 天 的 股票 价格 , 则 


> o01) < 0.017 


n = Yn-1 十 Xn,n 之 1 


其 中 , X1, Xz,… 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 期 望 为 0, 方差 为 o?. 现 假定 今日 的 股票 价 

格 为 100, 如 果 o? = 1, 对 于 10 天 以 后 股票 价格 超过 105 的 概率 , 你 有 什么 结论 ? 

一 共有 100 个 元 件 , 有 替换 地 使 用 , 即 当 元 件 1 失效 以 后 , 立刻 换 上 元 件 2, 元 件 2 失 

效 后 , 立刻 换 上 元 件 3, 等 等 . 设 元 件 i 的 寿命 分 布 是 指数 分 布 , 其 均值 为 10+i/10,1 = 

1,2,… , 100, 估计 总 寿命 超过 1200 的 概率 . 如 果 这 些 寿 命 的 分 布 为 (0,20 十 i/5) 上 的 

均匀 分 布 , i = 1,2,.… , 100, 重 算 上 述 概 率 . 

某 教 师 给 学 生 评 分 的 均值 为 74, 标准 差 为 14. 现 该 教师 对 两 个 班 进行 测验 , 一 个 班 有 

25 人 , 另 一 个 班 有 64 人 . 

(a) 估计 在 25 人 的 班 中 平均 成 绩 超过 80 分 的 概率 (近似 值 ). 

(b) 对 于 64 人 的 班 , 重复 (a) 的 计算 . 

(c) 估计 大 班 的 平均 成 绩 超过 小 班 2.2 分 的 概率 . 

(d) 估计 小 班 的 平均 成 绩 超 过 大 班 2.2 分 的 概率 . 

设 某 元 件 对 某 电 气 系统 是 一 个 关键 的 部 件 ， 当 该 元 件 失效 后 立即 换 上 一 个 新 的 元 件 . 

假定 该 元 件 的 平均 寿命 为 100, 标准 差 30( 小 时 ), 应 该 有 多 少 备件 , 才能 以 0.95 以 上 的 

概率 保证 这 个 系统 连续 运行 2000 小 时 ? 

一 个 保险 公司 有 10 000 个 汽车 投保 人 , 每 个 投保 人 索赔 的 期 望 值 为 280 美元 , 标准 差 

为 800 美元 . 求 总 索赔 超过 2 700 000 美元 的 概率 . 

在 下 列 假定 下 重 做 例 5b: 男女 成 对 的 数目 是 近似 正 态 的 . 这 个 假定 是 否 合理 ? 

在 习题 2(a) 中 进一步 假定 学 生成 绩 的 方差 为 25, 重 做 该 习题 . 

一 个 湖 中 有 4 种 鱼 , 假定 抓 起 来 的 鱼 属于 任 一 种 的 可 能 性 都 是 相同 的 , 记 Y 为 每 一 种 

鱼 至 少 抓 住 一 条 时 所 需 抓 鱼 的 总 条 数 . 

(a) 找 一 个 区 间 (a,6b), 使 得 Pfa < Y < 5b} > 0.90. 

(b) 利用 单 边 的 切 比 雪夫 不 等 式 , 求 出 所 需 抓 的 鱼 的 条 数 使 得 至 少 以 90% 以 上 的 把 握 
保证 四 种 色 抓 全 . 

设 X 为 非 负 随机 变量 , 其 期 望 为 25. 关于 下 列 的 量 , 我 们 会 有 什么 结论 ? 

(a) E[X]; (b) EI[VX]; (c) EllnX]; (d) Ele-*]. 


20. 


21. 


22. 
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设 七 为 非 负 随机 变量 , 证 明 
E[X] < (ELX2])Y2 < (EEC 和 

设 在 例 5f 中 投资 者 也 可 以 将 100a%(0 < a < 1) 的 资产 投入 一 个 有 风险 的 计划 , 而 

将 100(1 ~ a)% 的 财产 投入 无 风险 的 计划 , 例 5f 的 结论 会 有 什么 改变 ? [ 当 她 的 资产 

是 这 样 被 分 割 时 , 其 投资 回报 是 R= aX + (1 -oa)m. j 

设 X 为 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 20. 

(a) 利用 马尔 可 夫 不 等 式 求 出 p  P{X > 26} 的 一 个 上 界 . 

(b) 利用 单 边 切 比 雪夫 不 等 式 求 出 p 的 一 个 上 界 . 

(c) 利用 切 尔 诺 夫 界 得 到 p 的 一 个 上 界 . 

(4) 利用 中 心 极 限定 理 求 p 的 近似 值 . 

(e) 利用 程序 求 p 的 近似 值 . 


理论 习题 
设 X 具有 方差 0*, 则 o 称 为 X 的 标准 差 . 若 X 具有 均值 A 和 标准 差 2, 指出 


1 
P{|X—h|> ko} < 不 


. 设 X 具 有 期 望 4 和 标准 差 r. 则 比值 > = |ul/c 称 为 X 的 测量 的 信 嗓 比 . 其 思想 来 源 


于 XX 可 写成 J+(X 一 p), 其 中 4 为 信号 部 分 , 关 一 4 为 噪音 部 分 . 定义 |(X-p)/p| 三 万 
为 XX 与 4 的 相对 偏差 , 指出 , 对 于 w > 0 


P{D<a}>1- -! 


7r202 


计算 下 列 随 机 变量 的 信 品 比 , 即 计 算 jl/o, 其 中 j= E[X],o0? = Var(X). 

(a) 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 (b) 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p)，、(c) 具有 几何 
分 布 的 随机 变量 , 其 均值 为 1/p. 

(d) 在 (ab 上 均匀 随机 变量 ， (e) 指数 随机 变量 , 其 均值 为 /和 ， (f) 正 态 随机 变 
量 , 参数 为 (1,07). 

设 ,n> 1 是 一 个 随机 变量 序列 ,ce 是 一 个 常数 , 使 得 对 每 一 个 。 > 0, 当 n 一 oo 时 ， 

P{l2Zn -cl > =} 一 0. 指出 对 任何 有 界 连续 函数 g, 有 


Elg(Z)] 9) nm% 
设 f(z) 为 [0,1] 上 定义 的 连续 函数 , 考虑 函数 
Bn(z)= > 7 (9 (R)2(1 -ar 
大 一 0 


( 称 为 伯 恩 斯 坦 多 项 式 ) 证 明 
lm, Bn(z) = f(z) 


提示 : 设 Xi!,X2,.… 为 伯 努 利 随机 变量 , 其 均值 为 ,利用 
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1 十 … 十 XX。 
BE 
和 理论 习题 4, 也 可 证 明 Ba(z) 一 致 地 趋向 于 f(z), 这 就 提供 了 分 析 中 著名 的 魏 尔 斯 

特 拉 斯 定理 的 概率 证 明 , 这 个 定理 说 明 连 续 函 数 可 用 多 项 式 一 致 逼近 
6，(a) 令 X 为 离散 随机 变量 , 它 的 可 能 值 为 1,2,…. 若 P{X = 冉 为 非 增 序列 , = 

1,2,.…， 证 明 
BE] 
k2 


(b) 设 XX 为 非 负 随机 变量 且 具 有 非 增 的 密度 函数 , 指出 


f(z) < 号 BEIX] 对 一 切 z>0 


P{X=k} <2 


7. 掷 一 枚 均匀 的 仍 子 共 100 次 . 记 X 为 第 i 次 的 结果 , 计算 
100 
P{I[X<a")} 1<a<6 
的 近似 值 . 
8， 参数 为 (t, 入 ) 的 工 随 机 变量 , 当 t 很 大 时 与 正 态 分布 近 似 , 解释 这 一 结论 . 
9. 毛 一 枚 均 义 的 硬币 1000 次 . 若 前 100 次 都 是 正面 朝 上 , 你 认为 后 面 的 900 次 正面 朝 
上 的 比例 是 多 少 ? 
10， 设 X 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 和 . 指出 对 于 i < 入， 


一 入 
P{X < < 二 人 


11， 设 式 为 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p). 指出 , 对 于 i > np， 
(a) e “EletX*] 当 上 满足 ef = i1 一 p)/[(n 一 5p] 时 达到 最 小 值 . 
(b) P{X 2 < Pr (ll —p)" 


12. 关于 标准 正 态 随机 变量 的 切 尔 诺 夫 界 为 
P{Z >a} < je a>0 
指出 , 利用 2Z 的 密度 函数 的 形式 , 可 将 上 界 压缩 成 


P{Z >a} < ze a>0 


13. 若 随机 变量 X 满足 E[X] < 0, 同时 存在 9 和 0, 使 得 Eles*] = 1, 指出 这 个 9 必须 满 
460 是 6>0. 
自 检 习 题 


1， 在 某 特许 经 销 商 那里 ,每 周 汽车 销售 量 是 一 个 随机 变量 ,其 期 望 值 为 16, 求 下 列 事件 
的 概率 的 上 界 ， 


10. 


11. 


12. 
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(a) 下 周 销售 量 超过 18 辆 . (b) 下 周 销售 量 超过 25 辆 . 
假定 自 检 习题 1 中 汽车 周 销售 量 的 方差 为 9. 
(a) 给 出 下 周 销售 量 在 11 到 22 之 间 ( 含 11 和 22) 的 概率 的 下 界 . 
(b) 给 出 下 周 销 售 量 超 过 18 的 概率 的 上 界 . 
设 E[X] = 75, BE[Y] = 75, Var(X) = 10, Var(Y) = 12,Cov(X,Y) = -3. 给 出 下 列 概率 
的 上 界 : 
(a) P{[IX—Y|I>15}; (b) P{X>Y+15}; (c) P{Y > X+15}. 
设 工厂 A 每 日 生产 量 的 期 望 为 20, 标准 差 为 3. 工厂 B 每 日 生产 量 的 期 望 为 18, 标准 
差 为 6. 假定 两 个 三 的 日 产量 是 相互 独立 的 , 求 出 今日 B 比 A 产量 多 的 概率 的 上 界 . 
设 某 种 元 件 的 寿命 (单位 : 天 ) 的 密度 函数 为 

f(z) = 27x 0<z<1 
当 元 件 失 效 后 , 立即 用 新 的 元 件 替换 . 用 X; 表示 第 i 个 元 件 的 寿命 , 5S = 7) Xi; 
表示 第 n 个 元 件 的 失效 时 刻 , 失效 率 定义 如 下 : 


, n 
r= lim 一 
多 一 CO Sn 


假设 Xi,i > 1 相互 独立 , 求 出 7. 

在 自 检 习 题 5 中 , 为 了 以 90% 的 把 握 维 持 运 行 35 天 , 需要 准备 多 少 元 件 ? 

机 修 广 修理 机 器 需 2 个 阶段 , 第 一 阶段 所 需 时 间 为 指数 分 布 , 期 望 为 0.2 个 小 时 . 第 
二 阶段 所 需 时 间 也 是 指数 分 布 , 并 且 与 第 一 阶段 独立 , 期 望 为 0.3 小 时 . 现在 修理 工 有 
20 台 机 器 需要 修理 , 求 出 他 在 8 小 时 内 完成 修理 任务 的 概率 的 近似 值 . 

有 一 种 赌博 游戏 , 每 次 赌博 以 0.7 的 概率 输 1 元 , 以 0.2 的 概率 输 2 元 , 以 0.1 的 概率 
赢 10 元 . 求 出 该 赌 徒 在 前 100 次 赌博 后 输 的 概率 的 近似 值 . 

在 自 检 习 题 7 中 , 确定 时 间 使 得 在 时 间 +t 内 完成 20 台 机 器 的 修理 的 概率 约 为 0.95. 
烟草 公司 宣称 一 枝 香 烟 中 尼古丁 合 量 的 均值 为 2.2mg, 标准 差 为 0.3mg. 但 实测 100 
支 香烟 中 , 尼古丁 含量 的 均值 为 3.1mg, 现在 假定 烟草 公司 的 说 法 是 对 的 , 问 100 支 香 
烟 中 尼古丁 含量 均值 高 于 3.1mg 的 概率 为 多 少 ? 

一 诊所 每 天 的 志愿 医生 的 人 数 是 一 个 随机 变量 , 取 值 为 2,3,4. 并 且 这 三 种 情况 是 等 可 
能 的 . 不 管 当天 来 了 多 少 志愿 者 , 每 位 志愿 者 所 看 的 病人 数 为 泊 松 随机 变量 , 期 望 为 
30. 记 X 为 当天 由 志愿 者 所 看 的 病人 数 . 

(a) 求 BE[X]. (b) 求 Var(X). (c) 求 P{X > 65} 的 近似 值 . (利用 正 态 分 布 表 ) 
强大 数 律 指出 , 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 的 前 n 项 的 算术 平均 以 概率 为 1 地 收敛 
到 他 们 的 公共 期 望 值 . 现在 的 问题 是 , 前 % 项 的 几何 平均 收敛 到 什么 ? 即 


a (I = 
i=1 
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9.1 泊 松 过 程 


在 定义 泊 松 过 程 以 前 , 我 们 把 ， 的 函数 jb 称 为 (有 的 定义 叙述 一 下 , f 称 
为 olh), 如果 它 满足 
/内 1 


= 


f 为 o(h) 是 指 当 hh 一 0 的 过 程 中 , f 的 值 比 起 h 来 , 还 要 小 得 多 . 现在 假定 在 时 间 
轴 上 的 一 些 随机 点 上 发 生 了 若干 事件 ', 记 N(t) 在 时 间 区 间 [0, 上 发 生 的 事件 的 
个 数 , 随机 变量 集合 {N(t),t > 0} 称 为 具有 速率 和 的 泊 松 过 程 (A > 0) ,如果 
(i) N(0) = 0. 
(ii) 在 不 相交 的 时 间 段 内 发 生 的 事件 数 是 相互 独立 的 ， 
(iii) 在 给 定时 间 区 间 上 发 生 的 事件 数 的 分 布 只 跟 时 间 区 间 的 长 度 有 关 , 而 与 
这 个 区 间 的 位 置 无 关 ， 
(iv) P{N(h) = 1} = M + o(h). 
(v) P{N(h) > 2} = olh). 
条 件 (i) 只 说 明 这 个 过 程 在 t = 0 处 开始 , 并 且 N(0) = 0. 条 件 (ii) 是 独立 
增 量 假设 , 例如 , 在 t 以 前 发 生 的 事件 数 ( 即 N()) 与 在 区 间 (t,t + s) 内 的 事件 
数 ( 即 N(t 十 s) 一 N(t)) 是 相互 独立 的 随机 变量 ,条件 (ii) 是 平稳 增 量 假定 ,， 即 
N(t 十 s) 一 N(t) 的 分 布 与 t 无关. 
在 第 4 章 , 基于 泊 松 分 布 为 二 项 分 布 的 极限 这 一 结论 , 推导 出 N(t) 具有 泊 松 
分 布 , 其 参数 为 六. 此 处 我 们 也 要 导出 这 一 结果 , 但 方法 稍 有 不 同 . 


引 理 1.1 对 于 速率 为 和 的 泊 松 过 程 ， 


P{N(t) = 0} = e-* 


证 明 : 记 R(t) = P{N(t) = 0}, 我 们 由 下 式 导 出 一 个 微分 方程 . 
PER = PIN(E+h) =0}= P{N(t) =0,N(t+h)— N(t) =0} 
= P{N(t) =0}P{N(t +h) — N(t) =0} = P(N — Mh + olh) 


1. 此 处 的 事件 与 前 面 讨 论 的 具有 概率 的 随机 事件 有 所 区 别 , 在 “随机 点 上 发 生 的 事件 ” 都 是 零 概率 事件 ， 
有 的 作者 称 为 “随机 点 上 发 生 的 呼唤 ”. -一 译 者 注 
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上 式 中 倒数 第 二 个 等 式 是 独立 性 条 件 (ii) 的 结果 , 而 最 后 一 个 等 式 利 用 了 (iv) 和 
(v). 因此 


Et 有 一 已 AP + 2 
再 令 h 一 0, 得 
Plt) = —APolt) 
或 等 价 地 
PO __\ 
Polt) 


将 上 式 积分 , 得 


或 
P(t) = Ke-* 
再 利用 局 (0) = P{N(0) = 0} = 1, 我 们 得 到 
P(t) = ee 一. 
对 于 一 个 泊 松 过 程 , 用 聊 表示 第 一 个 事件 的 发 生 时 间 , 对 于 n > 1 记 中 为 第 
n 一 1 个 事件 点 到 第 ”个 事件 点 的 时 间 问 隔 , 序列 {Tnnm = 1,2.…} 称 为 泊 松 过 程 
的 时 间 间 隔 序 列 . 例如 , Ti = 5, Ts = 10 表示 泊 松 过 程 第 一 个 事件 发 生 在 时 刻 t= 5， 
第 二 个 事件 发 生 在 时 刻 t= 15. 
现在 我 们 要 确定 7T。 的 分 布 ， 首 先 我 们 指出 , 随机 事件 {Ti > 甘 发 生 的 充 要 条 
件 是 泊 松 过 程 在 [0,4] 内 事件 发 生 的 个 数 为 0, 因此 
P{Ti >t}= P{N(t)=0}=e-* 
即 五 具有 指数 分 布 , 其 均值 为 1/ 和 A. 现在 计算 
P{m >t} = EIP{T > 7 


但 
P{T2 >t = 引 =Pf{(ss+ 引 上 有 0 个 事件 发 生 阅 = 时 
= P{(s,s 二 引 上 有 0 个 事件 发 生 } = e- 闪 
上 式 中 第 二 个 等 式 是 由 独立 性 所 得 , 而 第 三 个 等 式 是 由 泊 松 过 程 的 平稳 性 所 得 . 由 
士 式 可 以 得 到 两 个 结论 , T2 也 具有 指数 分 布 , 其 期 望 值 为 1/ 和 . 同时 了 与 相互 
独立 , 重复 上 述 推论 过 程 可 得 命题 1.1. 
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命题 1.1 速率 为 和 的 泊 松 过 程 的 时 间 间 隔 序 列 为 独立 同 分 布 序 列 , 其 公 


共 分 布 为 指数 分 布 , 公共 期 望 为 1/ 入 . 


与 泊 松 过 程 有 关 的 另 一 个 重要 的 量 为 5%, 第 n 个 事件 发 生 的 时 刻 , 或 者 称 第 n 个 
事件 的 到 达 时 刻 (等 待 时 间 ), 这 个 名 词 来 源 十 服务 系统 的 顾客 到 达 时 刻 (或 系统 的 
等 待 时 间 ), 易 知 ， ， 

Sn = 》 全 有 之 工 


因此 , 由 命题 1.1 和 第 5 章 6.1 节 知 , S% 具有 工分 布 , 其 参数 为 (n, 和). 即 5% 的 概 


率 密度 为 
信人 (AZz)"” 
(一 1! 


现在 我 们 可 以 证 明 N(t) 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 其 均值 为 Xt. 


js (x) = Me” 0 


定理 1.1 对 于 一 个 速率 为 和 的 泊 松 过 程 
eMt(At)™ 


PIN 人 = 可 = 一 


， n=0,1,2,.… 


证 明 , 注意 到 第 n 个 事件 在 t 或 + 以 前 发 生 的 充 要 条 件 是 在 t 以 前 至 少 发 生 了 
nn 个 事件 , 即 
N(t) >no Sn <t 
故 
PINO = = PNG > 0 PENG > 741) = P{Sn <}— PS < 


= [ » ~ de as 


利用 分 部 积分 公式 [udv = wv 一 fvdu, 其 中 心 = ez,do= AI(Xz)”-L/n -1dz 


得 . 
t 一 z (MT)” 1 一 本 一 ea 
[mt 


由 此 可 得 定理 之 结论 


9.2 ”马尔 可 夫 链 


考虑 随机 变量 序列 Xo, X1,.…, 假定 这 些 随机 变量 的 可 能 取 值 的 集合 为 {0， 
…,M}. 通常 可 将 Xn 解释 为 系统 在 时 刻 n 的 状态 . 因此 , 当 Xn = 时 我 们 
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就 说 这 个 系统 在 时 刻 n 处 于 状态 i. 随机 变量 序列 称 为 马尔 可 夫 链 , 如 果 某 时 刻 处 
于 状态 i, 且 存 在 固定 的 概率 Pj;, 使 得 下 一 时 刻 以 概率 PB 处 于 状态 7. 即 对 所 有 
?0， ,in—1,2,7, 
P{Xnt+1 = jXn = i Xn i=in 1 XI = ,Xo=io}= Py 
值 Py,0 < i< MM,0 < j < M 称 为 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 . 它们 满足 (为 什么 ? ) 


MM 
Py20 Py=1 i=0,1,...,M 


j=0 
可 将 BB; 排 成 如 下 一 个 方 阵 : 
Po Pr :1:: Pom 
Po Pi1 ::: Pm 
Puo Puy1 ::. Pum 


这 样 的 方 阵 称 为 转移 概率 矩阵 ， 
有 了 转移 概率 阵 和 Xo 的 初始 分 布 , 我 们 就 可 以 计算 所 有 有 关 的 概率 . 例如 ， 
X0,… ,Xn 的 联合 分 布 列 可 由 下 列 方式 得 到 
P{Xn = in, Xn_1 im ,Xi = i, Xo = io} 
= P{Xn = in|Xn-1 = in-1,. ,Xo = io}P{Xn1 = in_1,... ,Xo = io} 
P{Xn-1 = in-1,... ,Xo = io} 


nl1sin 


继续 这 个 步骤 , 最 后 , 得 到 这 个 概率 等 于 
Pi P, “Pi Pio P{Xo = io}. 


nlin n—2in—1 


例 2a 假设 明天 是 否 下 雨 只 决定 于 今天 是 否 下 雨 . 又 假定 , 若 今天 下 两 , 则 明 
天 下 雨 的 概率 为 a, 苦 今 天 不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 8. 若 用 状态 0 表示 下 两， 
状态 1 表示 不 下 雨 . 这 样 , 天 气 系统 成 为 一 个 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 
和 矩阵 为 


Qa 1 一 aa 
0 1-B 
BPBo=a=1- Pi,Pio=B=1- Pi1. 国 
例 2b 一 赌 徒 在 赌博 的 时 候 , 每 周一 局 或 者 赢 一 个 单位 , 赢 的 概率 为 p, 或 输 
一 个 单位 , 输 的 概率 为 1 - p， 当 赌 徒 的 赌 本 为 0 或 M 时 , 则 赌博 停止 . 此 时 , 赌 徒 
的 赌 本 是 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 为 
Piti=p=1— Bi i=1,...,M-1 
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Po= Pum =1 
例 2c P. 埃 伦 费 斯 特 和 工 . 埃 伦 费 斯 特 是 两 位 物理 学 家 , 他 们 提出 了 一 个 分 
子 运动 的 理论 模型 . 设 有 两 个 坛子 , 里 面 共有 M 个 分 子 , 每 一 次 随机 地 选择 一 个 分 
子 , 把 它 从 原来 的 坛子 移 向 另 一 个 坛子 , 记 Xn 表示 第 1 个 坛子 经 过 n 次 转移 以 后 
的 分 子 的 个 数 . 则 {Xo, XX1,…} 是 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 为 


一 . 
ry 0O0<i<M 


玉 = 二 Ox<igM 


Piit1 一 


Bi =0 车 Ij 一 让 >1 a 
对 于 马尔 可 夫 链 ， Pi 表示 由 状态 i 转 入 7 的 概率 , 我 们 也 可 以 定义 两 步 转移 
的 概率 PO, 它 等 于 一 个 系统 原来 在 状态 i, 经 过 两 步 转 移 以 后 到 达 状 态 j 的 概率 . 
即 : 
467 PO = P{Xm+2 = j|Xm = 


PC 可 以 由 Pi; 经 过 下 列 方式 计 算得 到 


M 
PP = PUG jo = PU = 
k=0 


M M 
= >》 P{X2 = X=k, Xo=ijP{Xi = kXo = 让 = Pes Pig 
k=0 k=0 


一 般 情 况 下 , 可 求 出 n 步 转移 概率 PC)， 
PY) = P{Xntm = jlXm = 号 
为 计算 P4, 我 们 引入 下 列 命题 . 


命题 2.1 ( 查 普 曼 - 科 尔 莫 戌 罗 夫 方程 ) 


M 
pW) = 》， PP 7) 0<r<n 
gk-0 


证 明 : 
k 


= 2 P{Xn = jlXr =k, Xo=iP{X, = kXo=i} = POP 人) 
k k 


例 2d (随机 游 动 ) 随机 游 动 是 一 个 可 数 无 限 状态 空间 中 的 马尔 可 夫 链 . 假定 
状态 空间 是 {0, 士 1,…}, 当 质 点 处 于 状态 i 时 , 它 下 一 步 会 以 p 的 概率 往 右 移 一 步 ， 
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以 1 一 p 的 概率 往 左 一 步 . 这 样 , 质点 的 路 径 形 成 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 为 


Pinmn=p=1- Pi i=0,+l,... 
现在 设 一 个 质点 处 于 状态 i, 若 它 经 过 n 步 转移 以 后 到 达 状态 j, 那么 , 其 中 (n 一 i+ 
四 /2 步 是 往 右 的 , 而 n 一 (n 一 i 十 站 /2 = (n+i 一 让 /2 步 是 往 左 的 , 每 一 步 往 右 的 概 
率 为 p, 并 且 独 立 于 其 他 各 步 , 它 恰好 是 一 个 二 项 概率 ， 


nn n (nit)/2(1 — p) (nti7)/2 
Py (0 7 2)? (1 -2) 


上 式 中 二 项 系数 (”) 当 z 不 是 小 于 或 等 于 nn 的 非 负 整 数 时 , 定义 为 0. 上 述 公式 可 
以 重新 写成 


2 n nn 
Preiap = (1 )P tk (1 一 帮 )m 一 k=0,+1,... ,in 


P27+1 六 ( 2n++1l )pteti 


—k 
,it+2k+1l nn 二 十 1 1—p)” k= 0,+tl1,.… ,+tn,—(n+1) 加 


虽然 PY 是 条 件 概率 , 但 是 我 们 可 以 利用 初始 概率 , 导出 相应 的 无 条 件 概 率 , 例如 
P{Xn = 让 =》 P{Xn = jlXo=ijP{Xo=i}j=) POP{Xo= 庄 


对 于 很 大 一 部 分 的 马尔 可 夫 链 ， P94 收敛 到 一 个 数 zi ， 它 不 依赖 于 初始 状态 i 可 
以 指出 , 具有 这 种 性 质 的 一 个 充分 条 件 是 : 存在 n, n > 0, 使 得 


满足 公式 (2.1) 的 马尔 可 夫 链 称 为 遍历 的 , 由 命题 2.1 可 得 
M 
Py = >》 PP, 
k=0 
上 式 中 令 一 co, 对 于 遍历 的 马尔 可 夫 链 , 可 得 
M 
Tj 二 Dr Pey (2.2) 
k=0 
利用 恒等式 1 = 并 /Pt , 令 m 一 co, 可 得 
M 
> m=1 (2.3) 
j=0 


事实 上 , 可 以 证 明 zj,0 < 7 < M 是 方程 组 (2.2),(2.3) 的 唯一 解 . 所 有 这 些 结论 , 可 
综合 成 下 面 的 一 条 定理 , 但 是 此 处 没有 给 出 证 明 . 
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定理 2.1 对 于 遍历 的 马尔 可 夫 链 ， 


存在 , 并 且 7j,0 < 7 < M 是 下 列 方程 组 的 唯一 解 : 


M M 
m = re Pey > 7TT 一 工 
k=0 了 =0 


例 2e 考虑 例 2a, 我 们 假定 如 果 今 天 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 a; 如 果 今 天 
不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 8, 由 定理 2.1, 下 雨 和 不 下 雨 的 极限 概率 ro 和 ma 由 
下 面 的 方程 组 给 出 
No=aAanotBm m=(l-axno+(l—-PBrm ro+m=1 


由 这 个 方程 组 得 到 8 
470 70 


工 一 Ce 

Tl 一 118-a 
例如 , a = 0.6,6 = 0.3, 则 下 雨 的 极限 概率 为 ro = 3/7. 国 

当 n 很 大 时 , 量 x 也 等 于 马尔 可 夫 链 处 于 状态 7 所 占 的 时 刻 的 比例 , 7 = 
0,1,… , MM. 直观 上 可 以 这 样 地 看 这 一 事实 : 记 万 表示 当 n 很 大 时 , 链 处 于 状态 / 
的 时 刻 所 占 的 比例 . (利用 强大 数 定律 可 以 证 明 , 对 于 遍历 的 马尔 可 夫 链 , 这 个 比例 
的 极限 存在 , 并 且 是 一 常数 , ) 现在 设 链 处 于 状态 的 比例 为 天, 由 于 由 大 转向 7 
的 概率 为 Pe;. 这 样 , 这 个 链 中 , 由 大 转向 了 的 比例 为 Be. Pj, 对 所 有 状态 大 求 和 ， 
2 及 及 7 就 是 链 处 于 状态 7 的 比例 . 这 样 , 处 于 状态 了 的 时 刻 的 比例 应 满足 

P= > 及 Pu 
k 


同时 下 式 是 明显 成 立 的 


B=1 
了 


再 利用 定理 2.1, x; 是 方程 (2.2)(2.3) 的 唯一 解 . 可 推 知 PP = ,j= 0,1,… MT 
处 于 状态 7 的 时 刻 的 比例 的 解释 , 即使 是 非 遍历 的 马尔 可 夫 链 也 是 正确 的 

例 2f 现在 我 们 再 考虑 例 2c, 假设 我 们 感 兴趣 于 恰好 有 7 个 分 子 在 第 一 个 盒 
子 中 的 时 刻 的 比例 , j = 0, 1,… , M, 根据 刚才 的 讨论 , 恰好 有 7 个 分 子 在 第 -一 个 盒 
子 就 是 马尔 可 夫 链 处 于 状态 7 . 因此 , 所 问 的 问题 就 是 马尔 可 夫 链 处 于 状态 j 的 时 
刻 的 比例 问题 . 利用 定理 2.1, 可 化 为 求解 方程 组 


1 
TMXH 


Tj 三 Ti 一 1 xX 
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1 
TM = TM-1 xX 7 


M 
M 
DD 二 1 
7=0 


易 知 , 这 组 方程 组 的 解 为 
MY/1Y™ 
=O) -0 
这 些 就 是 马尔 可 夫 链 保持 在 状态 7 的 时 刻 所 占 的 比例 . (习题 11 给 出 了 一 个 如 何 
佑 算 前 面 问题 的 解 的 方法 . ) 


9.3 ”惊奇 、 不 确定 性 及 炳 


考虑 在 试验 中 事件 EE 发 生 以 后 的 情况 ， 当 你 知道 一 个 事件 发 生 以 后 , 一 定 
会 有 某 种 惊奇 的 感觉 , 不 过 惊奇 的 程度 可 大 可 小 . 这 种 惊奇 是 由 于 事件 妃 发 生 所 带 
来 的 信息 所 引起 的 , 而 这 些 信 息 又 与 事件 BE 的 概率 有 关 . 我 们 还 是 用 例子 来 说 明 . 
设 某 人 掷 侦 子 , 当 人 们 听 到 两 个 骨 子 的 总 和 是 一 个 偶数 时 , 并 不 感到 十 分 惊奇 (该 事 
件 的 概率 为 1/2). 但 是 当 他 掷 出 总 和 为 12 时 , 就 感到 惊奇 了 , 原因 是 “和 为 12” 这 
个 事件 出 现 的 概率 为 1/36. 

本 节 中 , 我 们 要 将 惊奇 量化 , 首先 我 们 必须 有 这 样 一 个 共识 , 当知 道 某 事件 发 生 
以 后 , 感到 惊奇 的 程度 只 跟 这 个 事件 的 概率 有 关 . 我 们 用 5S(p) 表示 由 概率 为 p 的 
事件 发 生 以 后 所 产生 的 惊奇 感觉 的 程度 . 为 了 确定 S(p) 的 具体 形式 , 我 们 需要 给 
出 S(p) 应 该 满足 的 条 件 , 根据 这 些 条 件 确 定 5(p) 的 形式 . 首先 我 们 假定 5(p) 对 一 
切 0<pg1 有 定义 , 但 对 于 概率 为 0 的 事件 没有 定义 . 

关于 惊奇 的 第 一 个 条 件 是 : 当 听 到 一 个 必然 事件 发 生 时 不 会 产生 任何 惊奇 . 因 
此 


公理 1 5S(1) = 0. 


第 二 个 条 件 是 越 不 容易 发 生 的 事件 发 生 后 , 造成 的 惊奇 感觉 就 越 大 . 
公理 2 5(p) 是 p 的 严格 递减 函数 , 若 p < 0 则 5(p) > S(gq). 
第 三 个 条 件 是 数学 上 的 条 件 , p 的 微小 变动 也 会 导致 5(p) 的 微小 变动 . 


公理 3 5(p) 是 一 个 2 的 连续 函数 ， 


现在 考虑 两 个 独立 事件 ,下 ,假定 P(E) = p, P(F) = 0 P(EBF) = pq. 因此 , 当 
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听 到 瓦 , 忆 发 生 时 , 相应 的 惊奇 为 5S(pq). 现在 假定 首先 发 生 , 然后 F 发 生 ,而 
S(p) 表示 听 到 已 发 生 后 的 惊奇 , 由 此 可 知 5(pq) - S(p) 表示 听 到 FF 发生 以 后 的 附 
加 的 惊奇 . 由 于 EB,F 相互 独立 , 已 的 发 生 并 不 影响 FF 的 概率 , 因此 , 这 部 分 附加 的 
惊奇 应 该 是 5(q). 这 样 , 我 们 有 


公理 4 
9(pq)=3D)+TS3 0<D 乏 1 0<9 乏 1 


现在 我 们 要 给 出 S(p) 的 表达 式 . 
定理 3.1 若 S() 满 足 公理 1~ 4, 则 5S(p)= 一 Clogsp, 其 中 CC 为 任意 正 数 . 
证 明 : 由 公理 4, 知 

S(p?) = S(p) + S(p) = 25(p) 


由 此 , 利用 归纳 法 得 


S(p™) = mS(p) (3.1) 
同时 , 对 任何 正 整 数 n, S(p) = S(p*.…p*) = nS(p*), 由 此 推 得 
S(p#) = LS(p) (3.2) 


由 式 (3.1), (3.2) 知 


或 者 
S(p”) = 25(p) (3.3) 

其 中 z 为 正 有 理 数 , 但 由 于 8 为 p 的 连续 函数 (公理 3), (3.3) 式 对 于 非 负 实 数 都 成 
立 . (证 明 此 结论 !). 

现在 , 对 任意 p,(0 <p <1), 令 z= -logzp, 或 p=(1/2)* ,由 (3.3) 式 得 

so)=5((3) ) =25(3) = -Clomp 

其 中 C=5(1) > 5(1)=0. 

当 C = 1 时, S(p) = 一 loga(p), 其 单位 为 比特 (S(3)). 

现在 考虑 一 个 随机 变量 , 它 的 可 能 取 值 为 z1,… , zn, 相应 概率 为 p1,… ,pn. 
当 观察 到 z; 以 后 , 引起 的 惊奇 为 -loga(pi), 由 此 可 知 , 当 观察 到 随机 变量 X 所 引 
起 的 平均 的 惊奇 为 


H(X) = 一 》 pilogz p: 
i=1 
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在 信息 论 中 五 (X) 称 为 随机 变量 X 的 炳 ( 当 p; = 0 时 , 0logs(0) = 0). 可 以 证 明 ， 
当 pi 相同 时 , H(X) 达到 其 最 大 值 . 

玖 (和 ) 表示 得 知 XX 值 以 后 所 引起 的 平均 惊奇 程度 , 但 也 可 以 认为 六 的 不 确定 
程度 , 事实 上 , 在 信息 理论 中 , 五 (XX) 就 是 观测 到 X 的 值 以 后 所 接收 的 平均 信息 量 ， 
因此 , 惊奇 程度 , 不 确定 性 和 信息 基 是 从 不 同 角 度 来 看 待 X 的 同一 个 特性 . 

现在 考虑 两 个 随机 变量 X 和 YY , 它们 分 别 取 值 于 x1,… ,zn 和 妈 ,… ,yn ,其 
联合 分 布 列 为 


p(xi, Yi) 一 P{X = Zi 了 = y;} 
随机 向 量 (X,Y) 所 含 的 不 确定 性 五 (X,Y) 为 
H(X,Y) = — YY P(ri,Y)logs P(ri,Y;) 
i 了 


设 Y = yj 已 观测 到 , 此 时 XX 在 Y= yj 的 条 件 下 的 不 确定 性 为 
Hy-y,(X)=— 2 plily;) logz p(xily;) 


2 


其 中 
plzily;) = P{X = zilY = yy} 
因此 , 当 Y 被 观测 到 以 后 , X 的 平均 不 确定 性 为 
Hy(X)= 》 Hy-y,(X)py (y;) 474 
7 
其 中 py(yj) = P{Y = yj}. 
命题 3.1 说 明了 (X,Y) 与 H(Y), Hy(X) 之 间 的 关系 . X,Y 的 不 确定 性 等 
于 了 的 不 确定 性 加 上 YY 被 观测 到 以 后 X 的 平均 剩余 不 确定 性 . 


命题 3.1 
H(X,Y) = H(Y) + Hy(X). 
证 明 : 利用 恒等式 p(xi,y;) = py (yj;)p(zxi]y;)， 
H(X,Y)=-— 2 2 p(y) loga p(xi, yy) 
= 一 2 2 pr (yi)p(rily logs py (yj;) + logz p(xily;)] 


= Dpv(y,) logz py (y;) 2 P(rily;) 
_ Dpr(w) 2 P(rily;) log, p(xi|y;) 
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=H(Y)+ Hy(X) 


当 工 被 观测 到 以 后 , XX 的 不 确定 性 应 该 减少 , 这 是 信息 论 的 一 个 基本 结果 . 为 
证 明 这 个 结论 , 我 们 需要 下 面 的 引 理 (证 明 作为 习题 ): 


引 理 3.1 


等 号 只 有 z 二 1 处 成 立 ， 


定理 3.2 


Hy(X) < H(X) 
上 述 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 X,Y 相互 独立 . 
证 明 : 
Hy(X)— H(X)=— 2 YPp(rily;) log2lp(zilyy)lp(y;) + 》、 Y p(xi,yi) loga p(zi) 
了 了 全 


一 -2 2 PC 区) ) log2 [起 2 | 


Shwe Dew) )|; 2 - | 利用 引 理 3.1 
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a (zi)p(Y;) 22 ea 


=logsell ~1]=0 
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设 一 离散 随机 变量 X 在 A 地 被 观测 到 , 然后 通过 一 个 通讯 网 络 送 到 B 处 , 而 
通讯 网 络 信号 由 0 和 1 组 成 . 为 了 实现 通讯 的 目的 , 我 们 必须 把 X 的 可 能 值 编 成 
一 个 一 个 的 0 -工序 列 , 为 了 避免 混乱 , 要 求 编 码 后 的 序列 , 不 能 出 现 一 个 序列 是 另 
一 个 序列 的 延长 ， 

例如 , XX 可 取 z1, zz, za,z4， 则 一 个 可 能 的 编码 方式 是 

Z1t00 Zoo0l1 zol0 zoll (4.1) 
若 羡 =z1, 则 将 00 送 到 B 处 , 若 和 = zz, 则 将 01 送 到 B 处 , 等 等 , 这 就 形成 一 个 
编码 系统 . 另 一 种 可 能 的 编码 方式 是 


476 T7190 Tl10 zol1l0 rolll (4.2) 
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但 是 下 面 的 编码 是 不 容许 的 : 
T7190 Xol X300 rzam0l 
这 是 因为 00 是 0 的 延长 , 01 也 是 0 的 延长 . 
编码 理论 中 的 一 个 任务 是 设计 一 个 编码 系统 , 使 得 在 传送 过 程 中 具有 最 小 的 期 
望 码 长 . 例如 , 若 
1 1 


PIX=m}=3 PIX=0)=3 P(X=2)=8 PIX=2)=} 


若 利用 (4.2) 传递 则 平均 码 长 为 了.1+ 了 .2 十 .3 二 三.3 = 1.75, 若 用 (4.1) 传递 
则 平均 码 长 为 2 因此 , 对 于 上 面 一 组 概率 (4.2) 比 (4.1) 更 有 效 ， 

现在 提出 这 样 的 问题 , 对 于 给 定 的 随机 变量 , 什么 样 的 编码 系统 是 最 有 效 ? 其 
结果 是 这 样 的 , 对 于 任何 编码 系统 , 其 平均 码 长 大 于 或 等 于 X 的 灶 , 这 个 结果 就 是 
信息 论 中 的 无 噪声 编码 定理 .为 证 明 此 结果 , 我 们 需要 下 面 引 理 4.1. 


引 理 4.1 设 X 取 值 范 围 为 z1,… ,zw .为 了 把 它们 编 成 长 度 为 n1,… ,nw 
的 0--1 序列 (不 能 让 其 中 一 个 序列 为 另 一 个 序列 的 延长 ) 其 充 要 条 件 为 


ol 
3) < 


证 明 : 对 于 正 整 数 1,… ,nw, 记 w; 表示 m 中 等 于 了 的 个 数 ,了 = 1,2,.…. 为 
了 使 得 它们 形成 编码 系统 , 显然 , w1 < 2, 又 由 于 不 容许 一 个 码 为 另 一 个 码 的 延长 ， 
对 于 wa ,必须 满足 wa < 22 - 2wl ,其 中 22 是 码 长 为 2 的 所 有 二 进 序列 个 数 , 而 
2wi 就 是 将 码 长 为 1 的 序列 延长 成 2 位 序列 的 个 数 . 一 般 情 况 下 据 相 同 的 理由 , un 
应 满足 


Wn S27 — W120 wn n= 1,2,... (4.3) 


事实 上 , 仔细 一 想 , 车 有 一 组 ni,1i = 1,2,… ,NN, 满足 上 述 条 件 , 就 可 能 找到 相应 的 
二 进 序列 将 zx; 进行 编码 , 并 且 x; 相应 的 码 长 为 ni, 因此 ， (4.3) 是 将 xz1,… ,zw 编 
成 码 长 为 n1,… ,nw 的 编码 系统 的 充 要 条 件 ， 
将 (4.3) 改写 成 
wn 二 Wn_12 十 … 二 wi2"-1 < 27 n= 1,2,.…. 
两 边 除 以 2", 充 要 条 件 变 成 
D3) <1 ”对 一 切 n 成 立 (4.4) 
j=1 


由 于 n 为 任意 的 , 容易 看 出 , 这 个 充 要 条 件 变 成 
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~ (1 "<1 
Dw(3) < 
j=1 


由 于 wj 是 n1,… ,mw 中 等 于 了 的 个 数 


Fw) =)" 


7=1 i=1 


由 此 得 到 引 理 的 结论 . 


定理 4.1 (无 噪声 编码 定理 ) 设 X 取 值 于 {zx1,… ,zw}, 其 相应 的 概率 为 
pz ,Pp(ZN). 设 有 一 个 编码 系统 , 将 zi 编 成 ni 位 的 二 进 序列 , 则 


N N 
2_ mip(zs) > H(X)=— 》 plzi) log, p(2i) 


《一 1 


证 明 : 记 =p(zi),q:=2-"/ 总 12-",i=1,… ,NN. 关于 这 两 组 数 , 我 们 有 
N 已 N Pp N g; 
-2 Plog, (=) = “og2e DP ln (=) = logae 2 Piln (号 ) 
< bee DR (去 - 1) 利用 引 理 3.1 
=0 由 于 局 一 yw 一 1 
4 一 | i=1 
由 此 可 得 
一 > log, 已 < -2 log» qi = Dn + log» (32) 
N 
< 》_miP， ”利用 引 理 4.1 
i=1 
这 个 不 等 式 即 定理 之 结论 . 
例 4a 考虑 随机 变量 XX, 其 分 布 列 为 
Pl) = 了 p22) =3 plzs)=plzg = 
由 于 


1 1 1 1 1 1 1 2 3 
H(X)=—|~log, 二 十 log 二 十 二 了 |=5 “2 1. 
(X) [510g2 3 + 1 1082 7 + 71082 3 2+7+7 1.75 


现在 考虑 编码 
T7100 zol0 zm1l0 zo1l1l (4.5) 
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对 于 这 组 编码 , 平均 码 长 为 Zn map(zi) = 1.75 = 吾 (X). 由 定理 4.1 知 , 不 会 再 有 比 
这 一 组 编码 更 有 效 的 编码 了 . m 
对 于 大 部 分 随机 变量 来 说 , 不 会 存在 一 组 编码 系统 , 使 得 平均 码 长 达到 下 界 
豆 (X)， 但 是 可 以 存在 一 个 编码 系统 ,使 得 平均 码 长 与 H(X) 之 间 的 误差 小 于 1. 
为 此 , 记 ni 为 满足 下 列 条 件 的 整数 
—log2 p(Xi) < ni < —log2 p(Ti) + 1 
由 于 


N 六 ~ 
2 < D7) = pri) =1 
i=1 i=1 = 


利用 引 理 4.1, 我 们 能 够 构造 一 组 编码 (0 一 1 序列 ), 使 得 其 长 度 为 ni(i = 1,…… ,NN)， 
mi 对 应 于 zi 此 时 , 这 组 编码 的 平均 长 度 为 工 = 并 ?1maip(zi). 显然 上 满足 


N N 
— Dp(zi)loga p(xi) < L < 一》 p(zilogzp(zi)+1 


H(X) < L<H(X)+1 
例 4b 现 独立 抛掷 10 次 硬币 , 每 次 正面 朝 上 的 概率 为 pm 现在 要 把 这 个 信息 由 
A 端 送 B 端 . 试验 的 结果 为 X = (X1, X2,… ,X10), 其 中 
-{ 第 ; 次 抛掷 正面 朝 上 
0 第 ;次 抛掷 反面 朝 上 
根据 刚才 得 到 的 结果 , 必定 存在 至 少 一 个 编码 系统 , 具 平均 码 长 上 满足 
H(X) < L< H(X)+1. 
由 于 Xi 为 相互 独立 的 随机 变量 , 依 命题 3.1 和 定理 3.2, 得 
N 


H(X)= H(X1,... ,Xn) = 2 HC) = -10lplog2p + (1— 7p)log2(1 — Pp)] 


设 p=1/2, 则 五 (X) = 10, 此 时 , 利用 XX =z 作为 编码 系统 , 具 平 均码 长 为 10. 
因此 , 不 会 存在 比 X =z 本 身 这 个 编码 系统 更 有 效 的 编码 系统 , 例如 , 前 5 次 掷 硬 
币 , 得 到 正面 朝 上 , 后 5 次 反面 朝 上 , 可 将 1111100000 直接 进行 传送 . 

然而 , 当 p 冯 1/2, 我 们 可 以 找到 一 组 编码 , 使 得 平均 码 长 比 10 小 . 例如 p= 1/4， 
此 时 1 3, 3 
H(X) = -10(3 loga 4 + 7 log 了 ) = 8.11 
我 们 可 以 找到 一 组 编码 , 其 平均 码 长 小 于 9.11. 

一 个 简单 做 法 如 下 , 将 (Xi,… ,X10) 分 成 5 对 , 2 个 随机 变量 形成 一 对 , 编码 
方法 如 下 ， 
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Ai 三 工 ， 发 计 1 =T 全 0 Ai 一 工 ， Xir1 =H © 10 
Xi=H,Xi1=T 0» 110 X=HX4r=H ~ 111 
此 处 , i = 1,3, 5,7,9, H 表示 正面 朝 上 , T 表示 反面 朝 上 . 这 样 可 把 10 次 撕 硬 币 结 


采 通 过 一 对 一 对 的 编码 将 信号 传送 出 去 . 
例如 , 试验 结果 为 TTTHHTTTTH, 此 时 编码 为 010110010, 其 平均 码 长 为 


2 1 1\2] 135 
h(a) +2(3) (0D) +130 (0) +3(0) ]= 8 . 
到 此 为 止 , 我 们 讨论 的 传送 都 是 无 噪声 传送 , 在 A 端 送出 一 个 信号 , 在 B 端 接 
收 到 的 是 与 A 端 完全 相同 的 信号 . 由 于 随机 干扰 , 在 实际 通讯 中 , 往往 产生 误差 , 例 
如 发 送 端 发 送 的 消息 为 00101101, 而 接收 收 端 变 成 01101101. 
现在 设 在 发 送 端 发 出 一 位 (0 或 1), 在 接收 端 将 以 概率 p 收 到 正确 的 信号 , 并 且 
各 位 之 间 的 传送 是 相互 独立 的 , 这 样 的 通讯 系统 称 为 二 进 对 称 通道 . 现在 设 通道 的 
参数 p = 0.8, 并 假设 传送 的 信和 号 由 很 多 位 组 成 . 由 于 每 位 有 0.2 的 概率 误 传 , 若 不 
经 过 技术 处 理 而 直接 传送 , 这 种 错误 是 很 严重 的 . 一 种 减少 误 传 信号 的 方法 是 将 信 
号 重复 3 次 , 然后 在 译 码 过 程 中 按 多 数 原则 , 即 按照 下 表 中 方法 进行 编码 和 译 码 . 
这 种 编码 的 方法 , 如 果 传 输 过 程 中 最 多 只 有 一 个 错误 . 那么 , 通过 译 码 , 还 能 得 
到 正确 的 信号 , 因此, 传送 一 位 错误 的 概率 变 成 
(0.2)3 + 3(0.2)2(0.8) = 0.104 


编码 解码 编码 解码 
000 111 
001 1 
0 一 000 0 一 0 1—111 10 —1 
010 101 
100 011 


这 是 一 个 很 大 的 改善 , 事实 上 , 只 要 在 编码 时 , 重复 足够 多 次 , 就 可 以 将 误 传 概 
率 变 成 任意 小 . 例如 下 面 的 系统 ， 
网 


0 二 17 个 0 多 数 原则 


可 将 传送 一 位 的 误差 概率 缩 成 小 于 0.01. 

上 述 编码 方法 的 问题 是 , 虽然 把 传送 误差 减少 了 , 但 是 在 通讯 过 程 中 , 每 一 位 传 
送 的 信和 号 也 相应 减少 了 ( 见 表 9.1). 

看 起 来 , 想 要 减少 误差 概率 , 不 可 避免 地 也 需 降 低 传送 的 效率 . 然而 , 这 个 结论 
是 不 正确 的 , 在 信息 论 中 有 香农 建立 的 噪声 编码 定理 (noisy coding theorem), 其 结果 
是 惊人 的 , 现在 我 们 叙述 这 个 定理 . 
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表 9.1 重复 传输 的 编码 系统 


每 一 位 的 误差 概率 传送 中 每 一 位 实际 传送 的 信号 
0.20 1 
0.10 0.33(= 1/3) 
0.01 0.06(= 1/17) 


定理 4.2 (噪声 编码 定理 ) 存在 一 个 数 C, 使 得 对 于 任何 R<C, 以 及 任何 
e >0, 存在 一 个 编码 译 码 系统 , 使 得 传送 一 位 的 误差 概率 小 于 。, 而 每 一 位 
实际 传送 的 信号 为 最 大 的 C 的 值 C* 称 为 通道 容量 , 对 于 二 进 对 称 系 


统 ， 
C*=1+plogap+ (1—p)logs(l— 7) 


具有 速率 和 的 泊 松 过 程 是 一 族 随机 变量 {NN(t),t > 0}, 它 涉 及 时 间 轴 上 的 随机 
点 上 发 生 的 事件 , 例如 , N(t) 表示 在 时 间 区 间 (0, 4] 上 发 生 事 件 的 个 数 . 泊 松 过 程 由 
下 面 几 个 条 件 所 界定 . 
(i) 在 不 相 重 的 时 间 区 间 上 发 生 的 事件 数 是 相互 独立 的 . 
(过 在 一 个 区 间 内 发 生 事 件 的 个 数 的 分 布 只 依赖 于 这 个 区 间 的 长 度 . 
(iii) 在 一 个 时 刻 只 发 生 一 个 事件 . 
(iv) 事件 发 生 的 速率 为 入 . 
可 以 证 明 N(t) 是 泊 松 随机 变量 , 其 期 望 值 为 愉 , 此 外 , 两 个 相 邻 的 事件 之 间 的 时 间 
间隔 (i > 1) 是 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 , 参数 为 入 . 
取 值 于 {0,1,.… , M] 的 随机 变量 序列 {X。,n > 0} 称 为 具有 转移 概率 忆 ; 的 
马尔 可 夫 链 , 如 果 对 于 一 切 ,io,… , in 
P{Xn+1 = j Xn =i Xn 1 = in1 ,Xo = io} = Py 


如 果 我 们 将 X。 解释 为 时 刻 n 的 状态 , 然后 马尔 可 夫 链 可 以 解释 为 一 串 顺序 的 状态 
序列 , 如 果 某 一 时 刻 在 状态 i, 下 一 时 刻 在 状态 7 的 概率 为 Pi, 它 与 以 前 的 历史 相 
互 独立 . 有 许多 马尔 可 夫 链 , 处 于 状态 j 的 概率 当 n 一 oo 时 有 一 个 极限 概率 , 它 不 
依赖 于 初始 状态 , 若 用 7ij, j=0,…, M 表示 这 些 概率 , 它们 是 下 列 方程 组 的 唯一 解 : 


M 
n= miPy j=0,1,..,M 
i=0 


M 
pL 一 上 
7=1 
进一步 , mj; 也 是 马尔 可 夫 链 当 n 充分 大 时 , 处 于 状态 j 的 时 刻 的 比例 . 
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设 X 是 取 值 于 {z1,… ,zn} 的 随机 变量 , 其 相应 的 概率 为 {Pp1,… ,pn}, 基 


H(X) = — 2 pilogs(pi) 


i=1 


称 为 随机 变量 X 的 炉 , 它 可 以 解释 为 X 具有 不 确定 性 的 大 小 , 也 可 以 解释 为 当 观 
测 到 X 以 后 所 接受 的 平均 信息 量 . 炳 在 二 进 制 编码 理论 中 有 很 重要 的 应 用 . 


pr 


kt 


a 


= 本 


理论 习题 


. 顾客 按照 速率 为 和 的 泊 松 过 程 的 方式 到 达 一 个 银行 , 设 在 前 一 个 小 时 内 有 两 位 顾客 到 


达 , 求 下 列 事件 的 概率 ， 
(a) 都 在 前 20 分 钟 内 到 达 . ”(b) 在 前 20 分 钟 内 至 少 有 一 个 顾客 已 经 到 达 . 


， 假设 在 高 速 公 路 某 一 处 每 分 钟 通过 的 汽车 数 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 其 速率 入 = 3 辆 / 


分 . 现在 设 某 人 不 顾 一 切 地 要 冲 过 该 公路 , 他 走 过 公 路 的 时 间 为 。 秒 ，( 假 定 他 在 公路 
上 时 , 车 刚好 有 一 辆 车 通过 这 一 路 口 , 则 这 个 人 一 定 会 受伤 . ) 求 他 不 会 受伤 的 概率 . 考 
永 s == 2,5, 10, 20 的 情况 , 求 出 其 概率 . 


.假定 在 习题 2 中 这 个 人 比较 机 警 , 在 穿越 公路 这 段 时 间 内 (时 间 为 s 秒 ), 若 只 有 一 辆 


汽车 通过 , 他 不 会 受伤 . 但 是 , 当 这 有 段 时 间 内 有 2 辆 以 上 的 车 经 过 时 , 他 一 定 会 受伤 . 求 


- 他 穿越 公路 时 不 会 受伤 的 概率 , 并 计算 s = 5, 10, 20, 30( 秒 ) 时 的 概率 值 . 
“ 设 一 共有 3 个 白 球 和 3 个 黑 球 , 将 它们 放 在 2 个 坛子 里 , 每 个 坛子 里 放 3 个 球 . 若 第 一 


个 坛子 里 含 i 个 白 球 , 则 这 个 系统 处 于 状态 i,i = 0,1,2,3. 每 一 步 从 两 个 坛子 中 各 随机 
地 拿 出 一 个 球 , 将 第 一 个 坛子 中 的 球 放 回 到 第 二 个 坛子 , 将 第 二 个 坛子 中 的 球 放 回 到 第 
一 个 坛子 . 记 X 为 n 步 以 后 的 状态 , 计算 马尔 可 夫 链 {Xa,n > 0} 的 转移 概率 . 


. 在 例 2a 中 , 假定 今天 下 雨 的 概率 为 0.5, 计算 第 4 天 下 雨 的 概率 (a = 0.7, 6 = 0.3). 
计算 理论 习题 4 中 的 极限 概率 . 
， 称 一 个 转移 阵 为 双重 随机 的 , 如 果 它 还 满足 


M 
2 Py=1 j=0,1,2,..,M 
i=0 


如 果 这 个 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 , 证 明 IN = 二 一,j = 0,1… ,MM. 


1 
M+1 


. 某 人 的 精神 可 能 处 于 3 种 状态 , 兴奋 (c), 平静 (s), 郁闷 (g), 下 面 是 精神 状态 的 转移 概 


率 . 
C S g 
¢ 0.7 0.2 0.1 
s 0.4 0.3 0.3 
g 02 0.4 0.4 


这 个 矩阵 是 这 样 解释 的 : 以 行为 例 , 这 一 行 表示 若 今天 他 比较 平静 , 那么 他 明天 处 于 
兴奋 平静 和 郁闷 的 概率 分 别 为 0.4, 0.3, 0.3. 其 余 各 行 的 解释 是 类 似 的 . 求 这 个 人 处 于 
兴奋 天 数 所 占 的 比例 . 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 


17. 
18. 
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. 假定 明天 是 否 下 雨 只 依赖 于 过 去 两 天 的 气候 状况 , 特别 地 , 若 昨天 和 今天 都 下 两 , 那么 


明天 下 雨 的 概率 是 0.8; 若 昨天 下 雨 , 今天 不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 0.3; 如 果 昨天 

不 下 雨 , 今天 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 概率 为 0.4; 如 果 昨 天 和 今天 都 不 下 雨 , 则 明天 下 雨 的 

概率 为 0.2. 求 下 南天 的 比例 . 

一 个 人 每 天 出 去 跑步 , 他 出 去 的 时 候 可 从 前 门 出 去 , 也 可 从 后 门 出 去 , 前 门 出 或 后 门 出 

是 等 可 能 的 . 他 回 家 的 时 候 也 是 等 可 能 地 从 前 门 或 后 门 回来 . 他 一 共有 5 双 运 动土 , 放 

在 两 个 门 的 门 边 , 出 去 的 时 候 随便 从 门 边 穿 一 双 出 去 回来 的 时 候 就 把 鞋 脱 在 门 边 . 他 

出 去 的 时 候 如 果 门 边 没有 鞋 , 就 只 好 光 脚 跑步. 

(a) 建立 一 个 马尔 可 夫 链 , 给 出 状态 空间 和 转移 概率 阵 . 

(b) 求 他 光 脚 跑步 次 数 所 占 的 比例 . 

在 例 3f 中 ， 

(a) 验证 I 满足 方程 组 . 

(b) 对 于 给 定 的 分 子 , 求 出 它 在 第 一 个 盒子 里 的 (极限 ) 概率 . 

(c) 你 是 否认 为 当时 间 很 长 以 后 , 事件 “第 ; 个 分 子 落 在 第 一 个 盒子 中 ”, j > 1, 是 独 
立 的 ? 

(d) 解释 为 什么 (b) 中 极限 概率 是 这 样 的 . 

设 某 和 人 毛 两 枚 均匀 山子 , 并 计算 所 得 点 数 之 和 , 求 这 个 和 数 的 炳 . 

设 X 取 n 个 值 ,其 相应 的 概率 为 忆 ,… , Ps 证 明 当 PB = 1/m,i 二 1,2,.… ,nn 时 ,HH(X) 

达到 极 大 值 , 计算 此 时 万 (X) 的 值 

某 人 连续 挪 两 枚 均匀 散 子 , 令 


/1 若 其 点 数 之 和 等 于 6 
0， 其 他 


令 了 为 第 一 次 掷 人 股子 所 得 到 的 点 数 , 计算 

(a) H(Y). (bj Hy(X). (c) H(X,Y). 

一 枚 硬币 , 挑 搓 时 正面 朝 上 的 概率 为 p = 2/3, 现 连 续 抛 掷 6 次 , 计算 试验 结果 的 粹 . 

一 个 随机 变量 可 取 n 个 值 z1,… ,zw 相应 的 概率 值 为 p(zi),i = 1,2,.… ,mn . 我 们 希望 
问 一 系列 问题 , 每 次 只 回答 “是 ”或 “ 否 ”, 例如 “是 否 久 = z1?” 或 “是 否 义 取 x1 zz 
或 zs 之 一 个 ?”, 等 等 , 为 了 得 到 X 的 值 , 你 对 平均 问 问题 的 次 数 有 什么 结论 ? 

对 任何 离散 随机 变量 X 和 函数 f, 推出 H(fF(X)) < H(X). 

设 六 是 在 A 端 发送 的 0 -1 信号 ,Y 为 B 端 接收 的 信号 , 五 (X)-Hy(X) 称 为 传输 率 . 作 
为 P{X=1}=1-P{X =0) 的 函数 , 当 传输 率 达到 最 大 时 , 这 个 值 称 为 传输 通道 的 容 
昌 . 现 设 通道 是 一 个 二 进 对 称 通道 , 即 通道 满足 P{Y = 1|X =1} = P{Y =0|X =0}= 
2. 证 明 , 当 P{X = 1} = 1/2 时 , 传输 率 达到 最 大 值 1+ plogsp+ (1 一 p)1log2(1 一 p)( 这 
个 最 大 值 就 是 通道 的 容量 ). 


自 检 习题 


:一 个 泊 松 过 程 , 平均 每 小 时 发 生 3 个 事件 . 
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(a) 在 早晨 8:00~10:00 之 间 没 有 事件 发 生 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 在 早晨 8:00~10:00 之 间 发 生 的 事件 数 的 期 望 值 是 多 少 ? 
(c) 在 下 午 2:00 以 后 , 第 5 个 事件 发 生 的 期 望 时 间 是 多 少 ? 


， 某 一 个 零售 店 的 客流 情况 是 这 样 的 : 顾客 按 泊 松 过 程 规律 到 达 商 店 , 速率 为 X 人 / 每 


小 时 ). 已 知 在 开门 的 第 一 个 小 时 内 有 两 个 顾客 到 达 , 求 下 列 事件 的 概率 ， 


(a) 两 个 人 都 在 前 20 分 钟 内 到 达 . 
(b) 至 少 有 一 个 人 在 30 分 钟 以 前 到 达 . 


， 在 路 上 , 每 5 辆 卡车 中 有 4 辆 后 面 跟 一 辆 小 汽车 , 每 6 辆 小 汽车 后 面 跟 一 辆 卡车 . 问 在 


路 上 卡车 所 占 比 例 有 多 大 ? 


， 某 镇 的 天 气 分 成 晴 、 雨 、 阴 . 如 有 果 当 天 下 雨 , 那么 第 二 天 要 么 是 晴天 , 要 么 是 阴 天 , 两 者 


具有 相同 的 可 能 性 . 如 果 当 天 不 下 雨 , 那么 以 1/3 的 概率 在 下 一 天 会 维持 原状 . 如 果 第 
二 天 气候 改变 的 话 , 它 会 等 可 能 地 变 到 另外 两 种 状态 之 一 . 从 长 期 来 看 , 晴天 的 比例 有 
多 大 ? 南天 的 比例 有 多 大 ? 


. 设 XX 可 取 5 个 值 , 其 相应 概率 为 0.35, 0.2, 0.2, 0.2, 0.05. Y 也 可 取 5 个 值 , 其 概率 分 别 


为 0.05,0.35,0.1,0.15,0.35. 


(a) 指出 H(X) > H(Y). 
(b) 利用 理论 习题 13, 给 出 万 (X) > H(Y) 的 直观 解释 . 
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怎样 确定 单 人 纸牌 游戏 的 胜出 概率 ? 所 谓 单 人 纸牌 游戏 就 是 用 某 种 固定 的 方 
法 玩 52 张 牌 , 一 副 牌 的 顺序 确定 以 后 , 玩 牌 人 的 胜 负 就 完全 确定 . 一 种 合理 的 假设 
是 一 副 牌 的 (52)! 种 可 能 的 顺序 是 等 可 能 的 , 然后 数 一 数 有 多 少 种 顺序 会 胜出 , 最 
后 计算 胜出 的 概率 . 然而 这 种 方法 显然 不 现实 , 因为 (52)! 种 顺序 是 相当 大 的 数量 . 
而 且 即 使 一 副 牌 的 顺序 已 知 , 也 只 有 按 规 则 玩 牌 以 后 才能 知道 玩 牌 人 是 否 胜出 . 

看 起 来 , 确定 一 副 纸牌 的 胜出 的 概率 是 数学 的 难题 . 然而 , 在 应 用 科学 中 , 试验 
是 非常 有 价值 的 技术 , 对 十 单 人 纸牌 游戏 , 试验 就 是 玩 一 次 牌 , 或 者 可 以 编制 一 个 计 
算计 程序 , 让 机 器 去 玩 牌 . 经 过 几 次 玩 牌 以 后 , 比如 n 次 , 令 

> /1 以 玩 牌 胜出 

”0 其 他 
此 时 Xi,i = 1,2,… ,n 是 独立 的 伯 努 利 随机 变量 ， 
E[Xi] = P{ 第 ;次 玩 牌 胜出 } 

由 强大 数 定律 

条 Xi 。 赢 的 次 数 
以 概率 为 1 地 收敛 到 P{ 单 人 纸牌 游戏 中 玩家 赢 } 玩 大 量 次 数 的 纸牌 游戏 以 后 ， 
赢 牌 的 频率 的 就 作为 赢 的 概率 的 估计 值 . 用 试验 的 方法 来 确定 概率 值 的 方法 称 为 
模拟 . 

为 了 使 计算 机 实现 模拟 , 我 们 必须 产生 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 值 , 这 
些 值 称 为 随机 数 , 大 部 分 计算 机 有 一 内 置 程序 , 称 为 随机 数 发 生 器 , 它 产生 一 个 伪 
随机 数 序列 . 这 个 伪 随 机 数 序列 无 法 与 (0,1) 均匀 随机 数 序 列 区 别 开 来 . 大 部 分 随 
机 数 是 这 样 产生 的 , 它 有 一 个 初始 值 Xo, 称 为 种 子 , 以 及 正 数 a,c,m, 然后 令 


Xn+1 = (aXn+e) modulo m n 宛 0 
十 述 记 号 表示 将 aX + c 除 以 m, 取 其 余数 , 得 到 下 一 个 数 Xn41. 这 样 , 每 个 XX， 
是 0,1,… ;mm 一 1 之 一 , Xn/m 近似 地 在 (0,1) 上 均匀 分 布 . 可 以 指出 , 适当 地 选择 
a,c,m, 可 以 产生 一 个 序列 , 它 就 好 像 (0,1) 区 间 上 的 均匀 随机 变量 序列 . 
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开始 模拟 时 , 我 们 假定 能 够 模拟 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 并 用 随机 数 序 
列 这 一 术语 表示 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 一 组 样本 . 

在 单 人 纸牌 游戏 的 例子 中 , 我 们 先 给 出 一 个 52 张 牌 的 一 个 顺序 , 然后 让 计算 机 
去 玩 牌 , 然而 顺序 的 抽取 必须 是 (52)! 种 顺序 中 等 可 能 地 取出 . 因此 , 我 们 必须 产 
生 一 个 随机 的 排列 . 下 面 的 程序 指出 怎样 利用 随机 数 产 生 一 个 随机 排列 , 其 方法 如 
下 , 先 从 到 个 对 象 中 随机 地 选 定 一 个 对 象 ， 将 这 个 选 定 的 对 象 放 在 n 这 个 位 置 上 ， 
再 在 剩 下 ? - 1 个 对 象 中 随机 选 出 一 个 对 象 放 在 (n - 1) 这 个 位 置 上 , 最 后 所 有 的 
对 象 都 放 在 相应 的 位 置 上 , 一 个 随机 排列 就 产生 了 . 怎样 从 若干 个 对 象 中 随机 地 选 
定 一 个 对 象 ? 其 方法 是 将 这 些 对 象 排 成 一 个 任意 的 顺序 , 再 利用 随机 数 确定 这 个 顺 
序 中 的 一 个 位 置 , 在 这 个 位 置 上 的 对 象 就 是 随机 地 确定 的 对 和 象 . 

例 1a (产生 一 随机 排列 ) 假设 我 们 要 将 对 象 1,2,… ,n 做 成 一 个 排列 , 使 得 所 
有 n! 种 排列 都 是 等 可 能 地 成 为 选中 的 排列 . 从 任 一 初始 排列 开始 , 经 过 n 一 1 步 ， 
可 产生 一 个 随机 排列 , 而 每 一 步 将 其 中 两 个 对 象 交换 一 下 位 置 , 在 整个 过 程 中 , 我 们 
用 X(G) 表示 在 位 置 i 上 的 对 象 . 其 算法 如 下 : 

1. 考虑 一 个 初始 排列 , X(i) 表示 在 位 置 i 上 的 对 象 . [例如 , 令 XX(i) = ii = 
1 ] 

2. 产生 一 个 随机 变量 N,N 是 数 集 {1,2,… ,n} 上 的 均匀 随机 变量 ， 

3. 将 和 (Na) 与 X(n) 交换 位 置 , 交换 以 后 , 和 X(n) 就 是 原来 的 六 (Nn), 并 且 将 
这 个 对 象 固定 在 位 置 n. [例如 , n = 4, 初始 状态 XX(i) = i = 1,2,3,4, 若 Ns4 = 3,， 
此 时 , 新 的 排列 成 为 (1) = 1, X(2) = 2,X(3) = 4 X(4) = 3. 而 3 这 个 对 象 此 后 不 
改 位 置 , 永远 放 在 位 置 4 上 . ] 

4. 产生 随机 数 Ni 它 均匀 地 分 布 在 整数 集 {1,2,.… ,n 一 1} 上 ， 

5. 交换 X(N_1) 与 X(n 一 1) 的 位 置 . 浇 Ns = 1, 新 的 排列 变 成 X(1) 二 
4,X(2) = 2,X(3) = 1,X(4) =3.1] 

6. 产生 Nn-2 , 它 是 取 值 于 {1,2,… ,n 一 2} 的 均匀 随机 变量 . 

7， 交 换 X(Nn_2) 和 Xn = 2). [车 Na = 1, 此 时 新 的 排列 成 为 X(1) = 
2, X (2) = 4,X(3) = 1, X(4) = 3.] 

8. 产生 Nn-_s,…，, 直到 No 产生, 然后 将 针 (N2) 与 六 (2) 交换 位 置 , 得 到 最 后 
的 排列 . 

执行 这 个 算法 ， 必须 产生 {1,2,… ,k} 上 等 可 能 地 取 值 的 随机 变量 , 其 方法 如 
下 , 取 一 个 随机 数 U, 即 UV 的 分 布 为 (0,1) 上 均匀 分 布 . 注意 kU 为 (0,k) 上 均匀 分 
布 . 因此 

P{i-1<kU <}=- i= 1 k 


取 Nx = [kU] +1, 其 中 记号 [z] 表示 z 的 整数 部 分 , 即 不 超过 z 的 最 大 整数 , 则 Ni 
就 会 在 {1,… ,上 } 上 均匀 分 布 . 最 后 , 我 们 可 把 算法 简明 地 写成 下 列 几 条 : 
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第 1 步 令 久 (1),…,X(n) 为 1,2,…,n 的 任意 排列 [例如 , X(i) = i = 
1,... ,n.] 

第 2 步 邻 I=n. 

第 3 步 产生 一 个 随机 数 U, 令 N = [ID] 二 1 

第 4 步 交 换 X(N) 与 X(D) 的 位 置 

第 5 步 将 工 的 值 减 去 1, 如果 了 > 1, 则 转向 第 3 步 . 

第 6 步 X(1),… , 针 (n) 就 是 随机 排列 . 

上 述 产 生 的 随机 排列 是 十 分 有 用 的 . 例如 , 一 个 统计 工作 者 希望 比较 mm 种 不 
同 的 处 理 的 效应 , 试验 对 象 共 n 个 , 他 决定 将 n 个 对 象 分 成 m 个 不 同 的 组 , 每 一 个 
组 含 ni 个 对 象 , 显然 并 1 nn = n. 对 于 第 i 个 组 施 以 处 理 i, 为 了 清除 任何 偏向 ， 
(例如 , 若 把 最 好 的 个 体 放 在 同一 组 ,就 会 将 处 理 的 效果 和 个 体 的 “好 坏 ” 作 用 相 混 
淆 , 造成 偏差 . ) 我 们 必须 将 各 个 个 体 随 机 地 分 入 各 组 . 怎样 做 才能 完成 这 个 任务 ?! [489 

一 个 简单 而 有 效 的 方法 是 将 对 象 编号 ,由 1 号 到 号 ,同时 ,产生 一 个 1,2,…,n 
的 随机 排列 立 (1),… ,X(n), 将 编号 为 六 (1),… ,XX(mi) 的 对 象 归 入 第 一 组 , 将 编号 
Xoa+1l ,; 半 (ni 十 n2) 编 为 第 二 组 , 一 般 地 , 将 编号 为 (ni 十 … 十 nn;_1 十), 二 
1,.… ,mn; 的 对 象 编 成 第 7 组 , 然后 对 于 第 ; 组 施行 第 ; 种 处 理 . m 


10.2 ”具有 连续 分 布 函 数 的 随机 变量 的 模拟 技术 
本 节 中 , 我 们 提供 两 种 模拟 随机 变量 的 一 般 方 法 , 而 这 些 随机 变量 具有 连续 分 
布 函数 ， 


10.2.1 反 变 换 方法 
基于 下 列 命题 , 我 们 可 用 反 变 换 方法 模拟 具有 连续 分 布 函数 的 随机 变量 . 


命题 2.1 设 5 为 (0, 1) 上 均匀 随机 变量 , 玉 为 任意 一 个 连续 分 布 函数 ; 定 
义 随 机 变量 y pit) 

则 Y 具有 分 布 函数 [PF-!(z) 是 方程 F(y) =z 的 解 . ] 

证 明 ， 


Fy(a)= P{Y ga}= P{F (UV) & a} (2.1) 
由 于 F(z) 是 一 个 单调 函数 , F (VC) < a 成 立 的 充 要 条 件 是 UV < F(a). 因此 ， 


1. 对 于 m = 2, 第 6 章 例 2g 提供 了 另 一 种 随机 分 组 方法 . 本 处 介绍 的 方法 比较 快 , 但 需要 更 多 的 存储 
空间 . 
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由 (2.1) 式 可 得 
Fy(a) = P{U < F(a)} = F(a) 口 


由 命题 2.1 我 们 首先 产生 一 个 随机 数 U, 然后 令 X = FL(D), 可 知 六 具有 连 
续 分 布 函数 F(zx). 

例 2a (模拟 一 个 指数 随机 变量 ) 设 f(z) = 1-e-?, 则 -1(w) 是 下 列 方程 的 
解 : 1 一 e-? 了 = 或 z= 一 ln(l1 一 人 
因此 , 若 U 为 (0,1) 均匀 随机 变量 , 则 

FU)= -In(l—U) 

的 分 布 为 指数 分 布 , 期 望 为 1. 由 于 (1 - Z) 也 是 (0,1) 均匀 随机 变量 , -InU 也 是 
指数 随机 变量 , 其 期 望 为 1. 车 X 具有 指数 分 布 , 其 期 望 为 1, 则 cX 具有 指数 分 布 ， 
其 期 望 为 c. 利用 指数 分 布 的 这 个 特点 知 -clnU 具有 指数 分 布 , 期 望 为 c. a 

例 2a 的 结果 也 可 以 用 来 模拟 T 随机 变量 . 

例 2b (模拟 一 个 F(n, 入) 随机 变量 ) 

当 n 为 整数 时 , 我 们 可 利用 [ 随机 变量 与 指数 随机 变量 的 关系 模拟 Flw, 入 ) 随 
机 变量 ,T(n, 入 ) 随机 变 基 是 ”个 相互 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 的 和 , 每 个 和 项 具 
有 期 望 1/ 和 . 因此 , 设 下,，… ,Un 为 随机 数 (独立 同 分 布 的 (0, 1) 均匀 随机 变量 ), 则 


于 = OU = -x (ro 
具有 T(n, 和 ) 分 布 . 时 


10.2.2” 爹 取 法 
假定 我 们 有 办 法 模拟 一 个 随机 变量 , 其 密度 函数 为 g, 我 们 可 以 以 这 个 随机 变 


” 基 为 基础 , 模拟 一 个 密度 为 的 随机 变 基 . 其 方法 是 ; 先 模拟 一 个 随机 变量 了 , 了 


的 分 布 密度 为 g, 然后 以 正比 于 f(Y)/g(Y) 的 概率 采用 Y 的 值 . 具体 说 来 , 令 c 为 
一 常数 , 满足 
/9) Cc 对 一 切 y 成 立 . 
g(y 


| 


然后 采用 下 列 步骤 产生 具有 密度 f 的 随机 变量 . 
第 1 步 模拟 了 , 使 了 具有 密度 g, 同时 产生 一 随机 数 UU. 
第 2 步 阁 U < /(Y)/[cg(Y)] 则 天 = 了 ,否则 回 到 第 一 步 . 
使 取 法 模拟 流程 见 图 10.1. 
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图 10.1 利用 含 取 法 产生 具有 密度 函数 /的 随机 变量 X 
下 面 命 题 说 明 舍 取 法 的 原理 . 


命题 2.2 由 上 述 舍 取 法 产生 的 随机 变量 具有 密度 函数 /. 
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证 明 : 设 X 为 由 舍 取 法 产生 的 随机 变量 , 记 N 为 会 取 法 中 循环 的 次 数 , 则 


_ _ f(Y) 
P{X < z} = P{Yy < x} = P{7 <zlUg woe)} 


LO 
2 
kK 
其 中 到 = PIC < /(Y)/[eg(Y)). 由 于 六 与 U 相互 独立 ,Y 与 的 联合 密度 
由 下 式 给 出 ， 


f(yu)=9y) 0<v<1l 
这 样 ， 
P(X< 了 = 元 // gly) dudy 


YET 
ogug}o)/e coly) 


fly)/cg(y) 
-zx/ [ dug(y)d 上 - 雇 /7 f(y (2.2) 


由 于 f(y) 为 密度 函数 , 上 式 两 边 令 x 一 +eo, 得 


- 喜 /_/Ww= 去 


P{X < 7}= 三 f(y) dy 492 


这 样 ，(2.2) 式 变 成 


注 : 

(a) 前 面 提 到 以 概率 f(Y)/[cg(Y)] 接受 了 是 指 产生 一 个 随机 数 U, 车 UV < 
f(Y)/ lcg(Y)], 则 令 = 工 

(bp) 在 产生 随机 数 的 过 程 中 , 接收 Y 的 概率 为 P{Z < f(Y)/[cg(Y)]} = KE = 1/c 
由 此 可 知 , 循环 次 数 N 的 分 布 是 以 c 为 期 望 的 几何 分 布 . 1 加 

例 2c (模拟 一 个 正 态 随 机 变量 ) 
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设 Z 是 一 个 标准 正 态 随机 变量 (期 望 为 0, 方差 为 1). 注意 六 = |2| 具有 密度 
函数 2 2 

f(x) = J 2 

开始 时 , 我 们 先 用 舍 取 法 , 模拟 XX. 取 一 个 密度 函数 g(z) 


9g(Z) 一 e ” 0<7Z< oo 


/@) _ eof “| _ NE -2 1 3) 
= Vn{ -3 | < 2 (2.4) 


取 c= V2e/r, 由 (2.4) 式 知 


0<2Z<oo (2.3) 


注意 到 


TX —(zx—1) 
-oan 
现在 , 我 们 可 以 用 舍 取 法 模拟 六: 

(a) 产生 独立 随机 变量 Y 和 U, 其 中 了 具有 期 望 为 1 的 指数 分 布 , U 为 (0,1) 
于 均匀 分 布 . | 

(b) 若 U < exp{ 一 (Y 一 1)?/2} , 则 X=Y, 否则 转向 (a). 

当 关 得 到 以 后 [X 具有 密度 (2.3)], 可 令 Z = + 和 或 -X, 以 1/2 的 概率 取 正 
号 , 1/2 的 概率 取 负 号 . 

在 步骤 (b) 中 , 条 件 U < exp{ 一 (Y 一 1)?/2} 等 价 于 -nz > (Y -1)?/2 ,但 是 
在 例 2a 中 指出 , -lnU 是 指数 随机 变量 , 期 望 为 1, 因此 , 步 又 (a),(b) 等 价 于 : 

(a’) 产生 两 个 相互 独立 的 , 期 望 为 1 的 指数 随机 变量 如 和 去 . 

(b') 着 访 之 (7i 一 1)2/2, 令 闫 = 六 ,否则 转向 (a). 

当 六 被 接受 时 , 3 必 大 于 (7 一 1)?/2, 但 是 比 (Yi 一 1)2/2 大 多 少 ? 利用 指 
数 分 布 的 特性 知 , Y2 一 (Yi - 1)?/2 也 是 指数 分 布 随 机 变量 , 其 均值 为 1, 因此 , 当 得 
到 XX 的 同时 , 我 们 也 能 得 到 另 一 个 指数 随机 变量 页 = (Yi 一 1)?/2, 它 与 和 相互 独 
工 , 并 且 期 望 为 1. 这 样 , 在 模拟 标准 正 态 随机 变量 时 , 我 们 还 附加 地 产生 一 个 指数 
随机 变 其 . 

综合 起 来 , 我 们 可 以 利用 下 列 步骤 产生 一 个 指数 随机 变量 (期 望 为 1) 和 与 之 独 
立 的 标准 正 态 随 机 变量 . 

第 1 步 产生 六, 指数 随机 变量 , 期 望 为 1. 

第 2 步 产生 到 , 指数 随机 变量 , 期 望 为 1. 

第 3 步 若 玖 -( 遇 -1D2/2>0 令 了 = 兄 -( 歼 一 1 站 212, 转 向 第 4 步 ,否则 转 
回 第 一 步 . 
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第 4 步 产生 一 个 随机 数 U, 令 


1 

[ Ue 
了 2 
= 1 


一 信 U>3 


上 述 过 程 所 得 到 的 Y 与 2 相互 独立 , 2 为 标准 正 态 随机 变量 , Y 为 指数 随机 变量 
期 望 为 1( 若 要 求 得 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 几 方差 为 o? 只 需 取 p+o2.). 

注 : 

(a) 由 于 c = V2e/r = 1.32, 在 前 述 的 产生 随机 变量 过 程 中 , 第 3 步 中 要 求 有 
N 步 的 循环 , 其 中 NN 是 均值 c = 1.32 的 几何 随机 变量 . 

(b) 若 我 们 希望 产生 一 个 标准 正 态 的 随机 变量 序列 , 则 在 第 3 步 中 生产 的 Y 可 
供 产 生 下 一 个 止 态 随机 变 基 之 用 . 这 样 算 来 , 产生 一 个 正 态 随机 变量 需要 1.64(= 
2 x 1.32 一 1 个 指数 随机 变量 以 及 1.32 次 平方 运算 . 里 

例 2d (模拟 正 态 随机 变量 一 一 极 坐 标 法 ) 在 第 6 章 例 7b 中 指出 , 若 X,Y 为 
相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 则 它们 的 极 坐标 已 = VX2 十 Yz 和 日 = arctan(Y/XX) 
相互 独立 , R? 为 均值 2 的 指数 随机 变量 . 8 在 (0,27) 上 均匀 分 布 , 因此 , 车 取 三 ,三 [494 
为 随机 数 (利用 例 2a 的 方法 生成 ), 我 们 得 到 

R=(-2InU01) 2? 6= 2nxUs 


从 而 
X= ReosO=(-2InU)i cos(2nUs) Y= Rsin© = (-2InU1) sin(2nU2) (2.5) 
为 独立 的 标准 正 态 随机 变量 . a 


十 面 提供 的 产生 标准 正 态 随机 变量 的 
方法 称 为 Box - Muller 方法 , 由 于 需要 计算 
sin© 与 cos 昌 , 其 效率 受到 质疑 , 但 是 可 用 
下 面 方法 避免 费时 的 困难 , 由 于 U 为 (0,1) 
均匀 随机 变量 , 2U 为 (0, 2) 均匀 随机 变量 ， 
所 以 27 - 工 是 (-1,+1) 上 的 均匀 随机 变 
其 . 设 ,U2 为 两 个 随机 数 , 令 

Vi=20—1 b=2UV -1 
则 (到 区 ) 是 在 面积 为 4, 中 心 为 (0,0) 的 图 10.2 ” 极 坐标 法 模拟 正 态 随机 变量 
一 个 方块 上 均匀 分 布 的 随机 向 量 ， 

我 们 假定 连续 产生 (Vi, V2), 直到 产生 一 对 (Vi, Ww) 满足 条 件 72 十 好 入 二 即 
(WW, 和) 处 于 以 (0,0) 为 中 心 的 单位 圆 内 ( 见 图 10.2), 显然 这 样 得 到 的 ( 瑟 , 态 ) 是 在 
单位 圆 内 均匀 分 布 的 随机 向 基 , 取 (日 ) 为 ,WW 的 极 坐标 . 容易 验证 五 与 日 相 
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互 独立 , R2 为 (0,1) 均匀 随机 变量 , © 为 (0,2r) 上 均匀 随机 变量 (见习 题 13). 由 于 


sn6= 时 = 1 coos 
R V+ R /V+ VE 


由 (2.5) 式 知 , 标准 正 态 随机 变量 X,Y 可 从 下 式 得 到 ， 
X=(-2InU0) 2V/R Y=(-2InU0) 2W/R 


事实 上 , 由 于 (在 名 + 讼 <1 的 条 件 下 ) 民 为 (0,1) 均匀 随机 变量 , 与 日 独立 , 这 
样 , R? 可 代替 U 而 不 必 重 新 产生 新 的 随机 数 . 
" 吕 一 ev Y= (-2ne)2 = Te 
为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 其 中 
9 一 R? 一 VY 十 肥 


综合 起 来 , 利用 下 列 方法 可 以 产生 一 对 独立 的 标准 正 态 随机 变量 . 

第 1 步 产生 随机 数 Ui, U2; 

第 2 步 令 矶 =20m -1W=202-1,5S=V?+V?; 

第 3 步 若 9>1, 转 向 第 1 步 

第 4 步 得 到 独立 的 标准 正 态 随机 变量 

ey, 了 一 ne 

上 面 的 方法 称 为 极 坐 标 法 , 由 于 在 正方 形 中 随机 点 落 入 单位 圆 内 的 概率 为 x/4 
( 圆 面积 与 正方 形 面积 之 比 ), 平均 来 说 要 经 过 4/r s 1.273 次 循环 产生 2 个 相互 独 
立 的 标准 正 态 随机 变量 . 因此 , 平均 来 说 要 求 2.546 个 随机 数 , 一 次 求 对 数 , 一 次 求 
平方 根 , 一 次 除法 , 4.546 次 乘法 才能 求 得 两 个 相互 独立 的 正 态 随机 数 ， 

例 2e (模拟 一 个 x? 随机 变量 ) n 个 自由 度 的 x? 分 布 就 是 随机 变量 x? = 
21 十 … 十 22 的 分 布 , 其 中 五 ,2 是 独立 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 序列 , 在 第 
6 章 6.3 节 指 出 , 2? + 23 具有 指数 分 布 , 期 望 为 2, 因此 当 n 为 偶数 时 , 例如 n = 2 
则 x24 的 分 布 为 工分 布 , 参数 为 (k, 1/2). 

这 样 , -2In(TIs_10i) 具有 2k 个 自由 度 的 Xx? 分 布 , 当 n = 2 十 1 为 奇数 时 , 我 
们 只 需 先 求 出 一 个 标准 正 态 随机 变量 2, 再 将 22 加 到 x2, 可 得 到 2k 十 1 个 自由 度 
的 x? 随机 变量 , 即 


X= (-2In R2)/ 


对 一 


X2k41 = 条 一 2 (1) 
i=1 


其 中 Z,U1,... ,Un 相互 独立 ， U1, ,Un 为 随机 数 序 列 . 图 
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模拟 具有 连续 分 布 函数 的 随机 变量 所 使 用 的 方法 , 都 可 适用 于 离散 随机 变量 的 
模拟 . 例如, 我们 希望 模拟 具有 下 列 分 布 列 的 随机 变量 XX: 
P{X=z}=P j=0,L..,) P=!1 
了 


可 利用 下 面 的 方法 , 它 是 反 变 换 方法 的 离散 版 本 . 
设 7 为 随机 数 , 令 
zZ1 者 U<PD 
Z2 车 吕 <USsP+B 


了 


由 于 , 
了 一 了 
P{X=z} -人 < os] =P 
i=1 一 1 
我 们 可 以 看 出 , 所 产生 的 随机 变量 X 具有 离散 分 布 列 {Pj,j = 1,2,:…}. 
例 3a (几何 分 布 ) 设 有 一 独立 重复 试验 , 每 次 成 功 的 概率 为 p,0 < p < 1, 试验 
一 直到 出 现成 功 为 止 , 记 X 为 试验 的 次 数 , 则 497 
P{X=i}=(1-p)' lp i>1 
半 二 i 表示 前 i 一 1 次 试验 的 均 为 失败 , 而 第 ; 次 成 功 . 随机 变量 天 的 分 布 是 参数 
为 p 的 几何 分 布 . 由 于 
j—1 
SP{X=i}=1- P{X >j-1)} 


i=1 
二 1 一 P{ 前 ; 一 1 次 试验 均 为 失败 } = 1 一 (1 一 p)?! 7>1 
这 样 , X 可 以 由 下 列 方式 产生 : 取 5 为 随机 数 [ 即 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 下 同 ] ， 
当 
1—-(1-—-p lil<US1- (1 一 Do 
时 , XX 取 为 j, 上 式 与 
(I-pP <1-UV<(-p) 7 


是 等 价 的 , 又 由 于 忆 与 1-U 具有 相同 的 分 布 , 因此 , X 具有 下 面 的 表达 式 
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| . f[... lInU 
X=minfj: (1 -pi SU = minfj :jn -7) < U0} = min{j:7> F005} 


上 式 中 有 一 个 不 等 号 反 向 的 过 程 , 其 原因 是 , In(1 一 p) < In1=0, 用 这 个 数 去 除 不 等 
号 的 两 边 时 , 不 等 号 应 反 向 . 利用 记号 [x]([z] 为 不 超过 z 的 最 大 整数 ), X 可 以 写成 
InU | 


In(1 一切) " 


x=1+| 


和 连续 情形 类 似 , 对 于 某 些 离散 分 布 , 也 开发 出 某 些 模 拟 方法 . 现 举 出 其 中 2 
个 方法 . 

例 3b (模拟 一 个 二 项 随机 变量 ) 二 项 随机 变量 [参数 为 (n,p)] 可 以 表示 nn 个 
独立 的 伯 努 利 随机 变量 之 和 , 利用 这 一 点 , 很 容易 进行 模拟 , 设 万 ,…… , U5, 为 一 组 随 


机 数 , 令 
x = 1 若 Ui < p 
0 其 他 
易 知 X = 部 X; 是 二 项 随机 变量 , 其 参数 为 (n,p). 下 


例 3c (模拟 一 个 泊 松 随机 变量 ) 设 ,U2,… 为 一 串 随机 数 , 记 N = min{fn : 
II: Ui < e 人 }, 我 们 将 指出 随机 变量 和 = -1 具有 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 和 注意 
到 

X+1=minln: TTIU;<e* 


i= 


是 等 价 的 . 上 式 经 过 化 简 得 
六 = max {n : yn 之 -A} 一 max {n : 和 -nr < A} 
i=1l i=1 

注意 到 -InUi 具有 指数 分 布 , 其 期 望 值 为 1. 现在 考虑 一 个 泊 松 过 程 , 其 速率 为 1， 
易 知 , 这 个 过 程 在 (0, 和 ) 上 事件 的 个 数 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 X 而 (0, 和 ) 上 
每 两 个 相 邻 事件 之 间 的 时 间 间 隔 刚好 为 参数 为 1 的 指数 分 布 , 而 且 这 些 时 间 间 隔 又 
相互 独立 , 现在 再 看 一 看 X 的 表达 式 , 其 分 布 刚好 与 泊 松 过 程 在 (0,A] 上 事件 的 个 
数 的 分 布 相同 . 因此 , X 的 分 布 为 泊 松 分 布 , 其 期 望 为 入 . | 


10.4 方差 缩减 技术 
设 X1,… ,Xn 具有 一 已 知 的 联合 分 布 , 现在 我 们 希望 计算 
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0 三 Elg(Xi1, 0 ,Xn)] 
其 中 9 是 一 个 已 知 的 函数 , 有 时 候 要 解析 地 计算 这 个 值 是 十 分 困难 的 . 但 我 们 可 以 
利用 模拟 技术 去 估计 4 的 值 . 我 们 可 以 产生 一 组 XX(,…. , XA, 使 得 XX(Y,… ,XA 
与 关 ,… ,Xn 具有 相同 的 联合 分 布 , 令 

N= g(X(), “ ,X()) 
同时 , 我 们 还 可 以 模拟 一 组 X(2,… ,XX 四, 使 得 它 与 第 一 组 变量 相互 独立 并 且 具 有 
相同 的 联合 分 布 , 令 

Y2 = 9(X 人 2 机 ,2)) 
继续 模拟 下 去 , 得 到 六 ,72,…, 球 (为 事先 确定 ), 六 ,…, 相互 独立 , 且 与 9(X1,… 
X) 分 布 相同 , 记 了 了 为 五 ，… ,于 的 平均 数 , 即 


1 
Y= 2 
则 
ElY]=0 El(Y -0)?]= Var(Y) 
由 上 式 可 知 , 了 的 均 方 误差 等 于 了 的 方差 , 我 们 希望 Var(Y) 越 小 越 好 . [在 我 


们 所 讨论 的 情况 下 ,Var( 了 ) = 庆 Var( 六 ), 而 通常 这 个 量 是 不 知道 的 , 我 们 必须 设法 
从 五， ,YX 的 值 去 估计 它 . ] 现在 我 们 需要 介绍 几 个 方差 缩减 技术 ， 


10.4.1 利用 对 偶 变量 
前 面 我 们 介绍 估计 6 的 方法 时 , 假定 所 产生 的 页 与 总 相互 独立 且 同 分 布 . 现 
在 讨论 关于 方差 的 一 个 公 于 


Var (+ 十 各 


5 ) 一 [Var(¥) + Var(Y2) + 2Cov(Y1, Y2)] 


1 1 
一 3 Var(7) 十 3Cov(¥, Y2) 


由 上 式 可 以 看 出 , 若 久 与 访 具 有 人 负 相 关 , 则 从 缩减 方差 的 角度 看 , 可 将 1/2( 瑟 十 
玖 ) 的 方差 压缩 . 现在 看 一 看 如 何 实现 把 方差 缩减 . 先 假定 Xi,… , Xn 是 相互 独立 
的 , 此 外 , 每 一 个 变量 都 是 利用 反 变 换 方 法 产生 的 , 即 X; = 天 -1(Di), 其 中 Ui 是 随 
机 数 , F; 是 X 的 分 布 函数 , 六 可 表示 成 

Y= g(Fr (01), ,Py (Un)) 
由 于 1-UV 也 是 (0,1) 随机 数 , 1 -U 与 UV 具有 负 相 关 , 若 定义 
Y= g(F7 (1 0) , Pill — Un)) 

则 丈 与 五 同 分 布 . 因此 , 若 六 ,Yi 负 相关 , 那么 (路 十 丈 )/2 的 方差 就 会 比 计 Var(Y) 
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小 . (另外 , 从 计算 的 角度 , 也 节省 了 计算 量 , 在 产生 次 的 时 候 , 本 来 应 该 产生 nn 个 
新 的 随机 数 , 现在 可 用 1 一 Ui,i = 1,… ,n 代 之 . ) 在 一 般 情况 下 , 我 们 不 能 证 明 区 
和 了 3 为 负 相 关 , 但 通常 情况 下 , 它们 是 负 相关 的 , 特别 当 9 是 单调 函数 时 , 可 以 证 
明 它们 是 负 相 关 的 . 


10.4.2 ”利用 “条 件 ”缩减 方差 


首先 回忆 下 列 条 件 方差 公式 ( 见 7.5.4 节 ): 
Var(Y) = E[Var(Y|2)] + Var(E[Y|2]) 
现在 假定 我 们 要 估计 Elg(Xi,… ,X%)], 先 模拟 下 = (Xi1,… ,Xa), 再 计算 了 = 
9( 瑟 ), 但 是 , 若 存在 某 随机 变量 2, 并 且 能 够 计算 EIY|2], 由 于 Var(Y|2) > 0, 利用 
条 件 方差 公式 得 
Var(E[Y|Z]) < Var(Y) 
由 于 E[B[Y|2]] = E[Y] , 可知 B[Y|2] 比 Y 更 好 . 
指出 (Vi, 区 ) 在 面积 为 4 中 心 为 (0,0) 的 一 个 方块 内 均匀 分 布 , 随机 点 ( 访 , 仍 ) 落 
在 半径 为 1 的 以 (0,0) 为 圆心 的 圆 内 的 概率 为 x/4 ( 见 图 10.2, x/4 等 于 内 接 圆 与 正 
方形 面积 之 比 ). 现在 可 模拟 ( 友 , 剑 ) n 次 , 令 
;J 1 第 7 次 模拟 落 在 单位 图 内 
” lo 其 他 
故 五 ，… ,五 为 独立 同 分 布 , 刀 [ 万 ] = x/4, 利用 强大 数 定律 ， 
五 二 十 及 x 
na 7 
将 这 个 比例 乘 以 4, 可 得 x 的 估计 . 
利用 条 件 期 望 可 改善 这 个 估计 , 对 于 示 性 函数 7 考虑 条 件 概 率 
ELV = PIVY+V SIM}= PY < 1- WIV} 


多 一 OO 


由 于 
P{W2 <1 -V2 = vw} = P{V2 < 1— v2} 
=P{-Vi-ws< Ws Vi-w}= Vi 

即 UIW] = V1= 玛 , 因此 , 利用 Vi 一 评 的 平均 值 作为 /4 的 估计 是 原来 的 估 

计 的 改进 . 又 由 于 


B[Vi-m| = / SV [Viva [Vi 
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其 中 0 为 随机 数 , 即 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 因此 , 我 们 模拟 产生 n 个 随机 
数 , 利用 Vi 一 D3 的 平均 值 作为 x/4 的 估计 , 具有 更 高 的 精度 (习题 14 指出 , 利用 
Vi 一 V3 产生 的 估计 与 利用 V1 二 v2 产生 的 估计 具有 相同 的 精度 ). 

由 于 g(w) = VT 二 wz,0 < wu < 1 是 一 个 单调 递减 函数 , 我 们 可 以 利用 对 偶 变量 
法 , 进一步 减少 估计 的 误差 , 我 们 可 用 n/2 个 (VT 二 34+ Vi 一 (1 一 00)/2 的 平均 
值 来 估计 r/4 , 下 面 的 表 列 出 了 n = 10 000 时 , r 的 估计 值 . 


方 法 T 的 估计 

落 入 单位 圆 内 随机 点 的 比例 3.1612 

V1 一 U? 的 平均 值 3.128448 

3(V1 一 U2 + V1 一 (1 一 U3)) 的 平均 值 3.139578 
利用 最 后 一 个 方法 , 当 n = 64 000 时 , r 的 估 值 为 3.143 288. 


10.4.3 ”控制 变量 
假设 我 们 希望 模拟 Blg( 革 )] , 其 中 下 = (Xi1,… ,Xn). 但 是 我 们 已 知 某 f(X) 
的 期 望 , 例如 E[f( 义 )] = , 我们 可 利用 
W = g( 蔷 )+alf( 关 ) 一 证 


来 模拟 Elg(X)] ,但 


Var(W) = Varlg(X)] +a2Var[f(¥)] + 2aCov[lg(XX), f(X)] (4.1) 
上 式 中 令 
在 式 中 一 一 Cov[/( 瑟 ),9( 互 )] (4 2) 
Var[f(X)] | 
Cov[f(X), g(X)]? 
Var(W) = Varlg(X)] — a (4.3) 


但 是 通常 Var[f(X)] 和 Cov[f(X),g( 邓 )] 是 未 知 的 , 因此 , 我 们 得 不 到 所 需 的 
方差 缩减 . 实践 中 , 我 们 可 以 利用 模拟 数据 去 估计 这 个 值 . 理论 上 我 们 可 以 利用 这 
个 方法 对 所 有 的 模拟 结果 缩减 相应 的 方差 . 


小 结 


设 F 是 一 个 连续 的 分 布 函 数 , UV 是 (0,1) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 ( 称 为 随机 
数 ) 则 天“(Z) 具有 分 布 F, 其 中 F-1(w) 是 方程 F(z) = 的 解 , 这 种 由 随机 数 构造 
其 他 随机 变量 的 方法 称 为 反 变 换 方法 . 

另 一 个 产生 随机 变量 的 方法 称 为 会 取 法 . 假定 对 于 密度 g, 我 们 已 经 有 一 个 产 
生 随 机 变量 的 成 熟 的 方法 , 现在 希望 模拟 一 个 具有 密度 f 的 随机 变量 . 我 们 首先 确 
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定 一 个 常数 c, 它 满足 
max f (2) <e 
g(7) 
然后 经 过 下 列 步 又 ， 
第 1 步 产生 Y, 其 密度 为 9， 
第 2 步 产生 随机 数 U. 


第 3 步 若 U < fA(Y)/[cg(Y)], 则 令 关 =Y, 过 程 中 止 . 
第 4 步 回 到 第 1 步 . 
此 方法 循环 的 次 数 具有 几何 分 布 , 其 平均 值 为 c. 
标准 正 态 随机 变量 可 通过 合 取 法 产生 (9 为 指数 密度 , 期 望 为 1) 或 者 利用 极 坐 
标 方法 产生 . 
为 了 估计 某 一 个 参数 9, 首先 模拟 一 个 随机 变量 , 使 得 它 的 期 望 值 为 6, 然后 , 利 
用 统计 方法 缩减 其 相应 的 方差 . 本 文中 介绍 了 三 种 缩减 方差 的 方法 : 
1. 利用 对 偶 变 量 . 
2. 利用 条 件 期 望 . 
3. 利用 控制 变量 . 
习 题 
1.， 下面 的 方法 可 能 产生 {1,2,… ,nj} 的 一 个 随机 排列 . 这 个 方法 比例 1a 中 介绍 的 方法 
快 , 但 是 这 个 方法 一 直到 计算 结束 , 才 把 每 个 位 置 上 的 元 素 确定 下 来 . 此 处 P(i) 表示 
位 置 i 上 的 元 素 . 
第 1 步 令 k=1. 
第 2 步 令 P(1)=1. 


第 3 步 若 k=n, 则 停止 , 否则 令 天 一 天 十 1 
第 4 步 产生 一 随机 数 U, 令 


P(k) = P(kUJ+1) P(kUJ+1)=k 
回 到 第 3 步 . 


(a) 解释 为 什么 这 个 方法 行 得 通 . 
(b) 指出 在 k 步 , 即 P(k) 确定 以 后 ,， P(1),… , P(k) 是 1,2,.… ,的 一 个 随机 排列 . 


提示 : 利用 归纳 法 , 并 且 指 出 
Pe{i i 
= 地 利用 归纳 法 
2. 模拟 一 个 随机 变量 具有 下 列 密度 ; 


-全 —o00<Zz<0 
e 


-2 0<z<oo 


10. 
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. 模拟 一 个 随机 变量 具有 下 列 密度 : 


3(z —2) 2 乏 Z 扫 3 
一 II 外 
0 其 他 


找 出 一 个 模拟 具有 下 列 分 布 函数 的 随机 变量 的 方法 ， 


0 rT —3 

5+3 -3<z<0 
F(z) = 1 2 

二 十 工 <4 

3ta3 0<7< 

1 >4 


利用 反 变换 产生 一 个 威 布尔 分 布 的 随机 变量 , 威 布 尔 分 布 的 分 布 函数 由 下 式 给 出 : 


F(t)=1-e" {12>0 


， 给 出 一 个 模拟 具有 下 面 失 效率 函数 的 随机 变量 ， 


(a) Aé)=¢; (b) A =ct; (c) Mt) = et; (d) At) = es. 


， 设 古 是 一 个 分 布 函 数 


F(z)= 72” 0<z<l1 


(a) 只 利用 一 个 随机 数 , 给 出 一 个 模拟 此 分 布 的 方法 . 
(b) 记 于 ,om 为 独立 随机 数 , 指出 


P{max(Ui,... ,Un} < 7} = 2" 


(c) 利用 (b), 给 出 一 个 模拟 下 的 方法 . 


: 假定 模拟 玉 ,i = 1,… ,n 是 比较 容易 的 , 如 何 模拟 下 列 分 布 函数 ? 


(a) F(z) = I Pilz). (b) F(z)=1- Tll -F(z)]. 
假定 我 们 有 一 个 方法 模拟 瑟 和 忆 , 如 何 模拟 


FoO) 二 PP 二 (一念 玉 (0<p<1l 
给 出 一 个 模拟 下 列 分 布 的 方法 ; 


加 2 


1 

3(1 ee)+ 3 0<zgl1 
F(z)= 1 

二 _ na-—37 二 1 

atl e ) 十 了 2 > 


在 例 2c 中 , 利用 合 取 法 模拟 标准 正 态 随机 变量 时 利用 了 指数 分 布 (和 = 1, 期 望 为 
二 1 现在 的 问题 是 , 是 否 可 以 利用 其 他 的 指数 密度 , 达到 更 高 的 效率 , 例如 利用 密 
度 g(z) = Xe *”, zx > 0. 指出 平均 循环 次 数 当 入 = 1 时 达到 最 小 . 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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利用 使 取 法 , g(z) = 1,0 < z < 1 求 一 个 模拟 下 列 分 布 的 算法 : 
f(a) 6073(1—7z)? 0<z<1l 
TX)}= 
0 其 他 

怎样 利用 随机 数 去 允 近 万 k(z)dz , 其 中 k(x) 是 任 一 函数 ? 
提示 : 若 U0 是 随机 数 , EIk(D)] 是 什么 ? 
设 (X,Y) 为 以 (0,0) 为 圆心 , 半径 为 1 的 圆 上 均匀 分 布 , 它 的 密度 为 

f(x,Y) ! Ogz+y gl 


记 R= (2 十 妨 )' ?和 909= arctan(Y/X) 表示 它 的 极 坐标 . 指出 RR 与 9 相互 独立 , R? 
为 (0,1) 上 均匀 随机 变量 , 9 为 (0,2x) 上 均匀 随机 变量 . 
在 例 4a 中 , 我 们 已 指出 
Bl V2) = El ~ 0) = 了 
其 中 V 在 (-1,1) 上 均匀 分 布 , 而 U 在 (0,1) 上 均匀 分 布 , 指出 
Varl(1 ~ V2)23] = Var[(1 — U2)™/3] 
(a) 验证 ， 当 a 由 (4.2) 给 出 时 , (4.1) 达到 极 小 值 . 
(b) 验证 (4.1) 的 极 小 值 由 (4.3) 给 出 . 
设 X 取 值 于 (0,1), 其 密度 为 f(z). 指出 模拟 g(X)/f(X) 可 以 估计 及 g(z)dz. 这 个 
方法 称 为 重要 样本 法 , 其 要 点 是 选择 f 与 9 相似 , 使 得 g(X)/f(X) 具有 较 小 的 方差 . 


自 检 习题 


. 设 X 具有 概率 密度 


f(z) = Ce” 0O<z<l1 
(a) 找 出 常数 C. (b) 指出 模拟 X 的 方法 . 


: 找 出 一 个 模拟 随机 变量 的 方法 , 该 随机 变量 具有 密度 


flz)=30(z2 -2za+Tz) 0<z<1l 


， 找 出 一 个 模拟 离散 随机 变量 的 有 效 算 法 , 其 分 布 列 为 


p1 三 0.15 p2 二 0.2 23 一 0.35 p4 三 0.30 


，” 设 X 是 一 个 正 态 随机 变量 , 其 期 望 为 /, 方差 为 0?. 定义 一 随机 变量 Y, 使 它 与 六 具 


有 相同 的 分 布 , 但 是 负 相关 . 


: 设 式 具有 独立 指数 随机 变量 , 其 期 望 为 1. 


(a) 利用 模拟 方法 找 出 估计 至 [exY] 的 方法 . 
(b) 利用 一 个 控制 变量 将 (a) 中 得 到 的 估计 改进 . 
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近似 (as an approximation, 161, 164 ~165， 
454~456) 
计算 分 布 函数 (computing its distribution 
function, 173) 
模拟 (simulation of, 499) 
独立 和 (sums of independent, 287, 394) 

博克 斯 - 米 勒 (Box-Muller, 495) 

博 雷 尔 (Borel, 445) 

博弈 论 (game theory, 190) 

补 事件 (complementary events, 26) 

不 独立 事件 (dependent events, 87) 

不 独立 随机 变量 (dependent random vari- 
ables, 268) 

不 确定 性 (uncertainty, 474, 475) 

不 相关 随机 变量 (uncorrelated random vari- 
ables, 362) 

布尔 不 等 式 (Boole’s inequality, 53, 65, 331~ 
332) 

狂 丰 投 针 问 题 (Buffton's needle problem, 270， 
319) 


C 
查 普 螺 - 科 尔 莫 戈 罗 夫 方程 (Chapman- 


(Poisson process, 170~172, 
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Kolmogorov equations, 468) 


超 几 何 随机 变量 (hypergeometric random 


variable, 178 ) 


二 项 式 (relation to binomial，180，182， 


320) 
传 辅 通 道 的 容量 (channel capacity, 485) 
次 序 统计 量 (order statistics, 296~298) 


D 


de Méré 柄 士 (de Méré, Chevalier, 94) 

DNA 匹配 (DNA match, 85~87) 

大 数 定律 (laws of large numbers, 430) 

单 循 环 赛 (round robin tournament, 127) 

德 莫 根 律 (DeMorgan’s laws, 27~29) 

棣 莫 弗 (DeMoivre, 218, 228, 229) 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 极限 定理 (DeMoivre-Laplace 
limit theorem, 225, 436) 


点 数 问题 (problem of the points，94~95， 


126, 176) 

独立 (independent, 267) 

独立 事件 (independent events, 87~90, 124 ) 
两 两 之 间 (pair-wise, 125) 


独立 随机 变量 (independent random vari- 


ables, 267~268, 272, 274, 278~281, 320) 
独立 增 量 (independent increment 463) 


赌 徒 破产 问题 (gamblers min problem， 


95~99, 126) 
对 偶 变量 (antithetic variables, 500~ 501) 


对 数 正 态 分 布 lognormal distribution，254， 


285~286) 


多 项 分 布 (multinomial distribution, 266, 364 


421) 
多 项 式 定理 (multinomial theorem, 12, 14) 
多 项 式 系 数 (multinomial coefficients, 10) 


多 元 正 态 分 布 (multivariate normal distribu- 


tion, 399~400) 
E 
二 次 预测 (quadratic prediction, 432) 


二 进 对 称 通道 (binary symmetric channel 


481) 


二 项 分 布 的 正 态 近 似 (normal approxima- 


ton to the binomial distribution, 255) 


二 项 式 定 理 (binomial theorem, 8~9) 

二 项 随机 变量 (binomial random variable， 
150-151, 156, 198, 202, 365) 
超 几 何 近似 (approximation to hyper- 
geometric, 180) 
计算 分 布 函数 (computing its distribution 
function, 158) 
随机 选择 的 成 功 概率 (randomly chosen 
success probability, 378~379, 397) 
模拟 (simulation of 498) 
独立 和 (sums of independent, 287~ 288&， 
394) 

二 项 式 系数 (binomial coefficients, 8) 

二 元 正 态 分 布 (bivariate normal distribution， 
294, 423) 

二 元 指数 分 布 (bivariate exponential distri- 
bution, 324) 

F 


方差 (variance, 148~149, 216) 
惯性 矩 (as a moment of inertia, 150) 
界 (bounds, 252) 
分布 的 随机 变量 (of a beta random 
variable, 241) 
二 项 随机 变量 (of a binomial random 
variable, 155~156, 359) 
指数 随机 变量 (of an exponential random 
variable, 230~231) 
7 分 布 的 随机 变量 (of a gamma random 
variable, 238~239) 
儿 何 随机 变量 (of a geometric random 
variable, 175, 374~375) 
超 几 何 随机 变量 (of a hypergeometric 
random variable, 180~182) 
负 二 项 随机 变量 (of a negative binomial 
random variable, 177~178) 
正 态 随机 变量 (of a normal random vari- 
abie, 220~221) 
泊 松 随机 变量 (of a Poisson random 
variable, 162~163) 
随机 个 数 随机 变量 的 和 (of a sum of a 


random number of random variables, 382) 


随机 变量 的 积 (of sums of random vari- 
ables, 357) 
均匀 分 布 的 随机 变量 (of a uniform ran- 
dom variable, 215~216) 
表 (tables for, 392, 393) 

方程 的 整数 解 个 数 (number of integer solu- 
tions of equations, 12) 

费 马 (Fermat, 94~95, 98) 

费 马 组 合 恒等式 (Fermats combinatorial 
identity, 20) 

分 布 函 数 (distribution function，138，see 
cumulative distribution function ) 

分 布 列 (probability mass function, 138) 
分 布 函数 (relation to cumulative distribu- 
tion function, 140) 

分 割 (Partition, 62, 65) 

分 枝 过 程 (branching process, 424) 

负 二 项 随机 变量 (negative binomial random 
variable, 175) 
二 项 式 (relation to binomial, 200) 
几何 (relation to geometric, 175, 178, 319) 


G 


分布 (gamma distribution，237~238，253， 
281, 304~305, 319) 
好 分 布 (relation to chi-squared distribu- 
tion, 238, 282, 320) 
指数 分 布 的 随机 变量 (relation to expo- 
nential random variables, 281~ 282) 
泊 松 过 程 (relation to Poisson process， 
238) 
模拟 (simulation of , 491) 

工 函 数 (gamma function, 237, 253, 282 ) 
D 函 数 (relation to beta function, 241) 

概率 的 乘法 规则 (multiplication rule of 
probability, 70~71) 

概率 的 连续 性 (continuity property of prob- 
ability, 49~50, 91) 

概率 的 频率 定义 (relative frequency defini- 
tion of probability, 29) 

概率 的 频率 解释 (frequency interpretation of 
probability, 29, 141) 
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概率 方法 (probabilistic method, 101, 342) 

概率 公理 (axioms of probability, 29~30) 

概率 密度 函数 (probability density function, 
205) 
随机 变量 的 函数 (of a function of a ran- 
dom variable, 243~244) 
分 布 函 数 (relation to cumulative distribu- 
tion function, 208) 

概率 确信 程度 的 度量 (probability as a 
measure of belief, 53) 

高 斯 (Gauss, 228~229) 

高 斯 分 布 (Gaussian distribution，229，see 
normal distribution) 

估计 事件 可 能 性 (evaluating evidence， 
76~77) 

关于 最 大 数 与 最 小 数 的 恒等式 (maximum- 
minimums identity, 344~346) 

H 


哈密 顿 路 径 (Hamiltonian path, 343) 

互 不 相 容 的 事件 (mutually exclusive events， 
26) 

惠 更 斯 (Huygens, 94, 98) 


J 


极限 定理 (DeMoivre-Laplace limit theorem， 
225, 436) 

几何 概率 (geometrical probability, 217~218) 

几何 随机 变量 (geometric random variable， 
173, 200, 204 
模拟 (simulation of, 497~498) 

计数 基本 法 则 (basic principle of counting， 
2 
推广 的 (generalized, 2~3) 

记录 值 (record values, 279, 420) 

奖品 问题 (prize problem, 377~378) 

惊奇 (surprise, 472~473) 

惊奇 公理 (axioms of surprise, 472~473) 

和 矩 母 函 数 (moment generating function, 387) 
二 项 随机 变量 (of a binomial random 
Variable, 388~389) 

卡 方 随机 变量 (of a chi-squared random 
variable, 395) 
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正 态 随机 变量 (of a normal random vari- 
able, 390~391) 
泊 松 随机 变量 (of a Poisson random 
variable, 389) 
独立 随机 变量 和 (of a sum of independent 
random variables, 391, 394~396) 
随机 个 数 随机 变量 之 和 (of a sum of a 
random number of random variables, 
395~396) 
表 (tables for, 392, 393) 

卷 积 (convolution, 280) 

均匀 分 布 的 随机 变量 (uniform random 
variable, 214, 253, 314, 375~376) 

卡 平方 分 布 (chi-squared distribution，282， 
395) 
相关 工分 布 (relation to gamma distribu- 
tion, 283) 
模拟 (simulation of , 497) 


K 


k-n 系统 (k-of-n system, 120) 

凯 诺 , (Keno, 196) 

柯 西 分 布 (Cauchy distribution, 239~240) 
标准 的 (standard, 257). 

柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 (Cauchy-Schwarz ine- 
quality, 421) 

科 尔 莫 戌 罗 夫 (Kolmogorov, 445) 

可 交换 的 (exchangeable, 308) 

可 交换 随机 变量 (exchangeable random 
variables, 308~309) 

空 集 (null set, 10) 

控制 变量 (control variates, 503) 

快速 排序 算法 (quick-sort algorithm， 
337~339) | 

L 


拉 普 拉 斯 (Laplace, 218, 436, 442) 

拉 普 拉 斯 分 布 (Laplace distribution， 
233~234) 

拉 普 拉 斯 继承 准则 (Laplace, rule of succes- 
sion, 108~110, 128) 

勒 让 德 定理 (Legendre theorem, 254) 

黑 积 分 布 冰 数 (cumulative distribution func- 


tion, 138) 
性 质 (properties of, 183) 

离 差 (deviations, 358~359, 363) 

离散 型 均匀 分 布 的 随机 变量 (discrete uni- 
form random variable, 255) 

离散 型 随机 变量 (discrete random variables， 
138) 

黎 曼 函数 (Riemann zeta function, 182) 

黎 曼 假设 (Riemann hypothesis, 188) 

李 雅 普 洛 夫 (Liapounoff, 436) 

连续 随机 变量 (continuous random variables， 
205) 

连续 性 修正 (continuity correction, 226) 

联合 分 布 函数 (joint cumulative probability 
distribution function, 258, 266, 311) 

联合 分 布 列 (joint probability mass function, 
259, 311) 

联合 矩 母 函数 (joint moment generating 
function, 397) 

联合 连续 随机 变量 (jointly continuous ran- 
dom variables, 261, 266, 312) 

联合 密度 函数 (joint probability density 
function, 261~262, 266, 312) 

零 事 件 (null event 26) 


M 


马尔 可 夫 不 等 式 (Markov's inequality, 
430-432) 

马尔 可 夫 链 (Markov chains, 466~471) 

画 德 尔 (Mendel, 153) 

模拟 (simulation, 488) 

模拟 的 反 变 换 方法 (inverse transform 
method of simulation, 490) 

模拟 的 舍 取 法 (rejection method of simula- 
tion, 491~493) 

N 


尼古拉斯 * 伯 努 利 (Bernoulli, Nicholas, 159， 
433) 
牛顿 (Newton, Isaac, 229) 


了 
x (pi, 501~502) 


帕斯卡 (Pascal, 94) 

帕斯卡 随机 变量 (Pascal random variable， 
See negative) 

排列 (Permutation, 3~5) 

配对 问题 (matching problem，44~46，62, 
106~108, 164) 

皮尔 森 , 卡尔 (Pearson, Karl, 299) 

票 券 收集 问题 (coupon collecting problems, 
135~138, 334) 
不 等 概率 (with unequal probabilities， 
346~347) 

平稳 增 量 (stationary increment, 463) 

扑克 牌 (poker 40) 


Q 
期 望 (expected value, 140, see expectation) 
期 望 (expectation，140，209，251，327， 
404~405) 
重心 (as a center of gravity, 143) 
分 布 的 随机 变量 (of a beta random 
variable, 241) 
二 项 随机 变量 (of a binomial random 
variable, 156, 332) 
连续 型 随机 变量 (of a continuous random 
variable, 209) 
指数 随机 变量 (of an exponential random 
variable, 230~231) 
随机 变量 的 函数 (of a function of a ran- 
dom variable, 144~145, 210~212, 328) 
I 分 布 随 机 变量 (of a gamma random 
variable, 238~239) 
几何 随机 变量 (of a geometric random 
variable, 174) 
超 几 何 随机 变量 (of a hypergeometric 
random variable, 180, 333) 
负 二 项 随机 变量 (of a negative binomial 
random variable, 177, 332) 
非 负 随机 变量 (of a nonnegative random 
variable, 197, 211, 252) 
正 态 随机 变量 (of a normal random vari- 
able, 220~221) 
配对 数 (of number of matches, 333~334) 
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游程 数 (of number of runs, 335~336) 
泊 松 随机 变量 (of a Poisson random 
variable, 162) 
独立 随机 变量 乘积 (of products of inde- 
pendent random variables, 355) 
随机 个 数 随 机 变量 之 和 (of a sum of a 
random number of random variables, 369) 
随机 变量 的 和 (of sums of random vari- 
ables, 328, 340~341) 
均匀 分 布 的 随机 变量 (of a uniform ran- 
dom variable, 215) 
表 (tables of, 392, 393) 
强大 数 律 (strong law of large numbers, 433) 
证 明 (proof of , 443~445) 
弱 定 律 (relation to weak law, 445) 
桥牌 (bridge, 40~41) 
切 比 雪夫 不 等 式 (Chebyshev's inequality, 
430~433) 
单 边 型 (one-sided version, 446~449) 
切 尔 诺 夫 界 (Chernoff bounds, 450~453) 


R 


容 斥 恒等式 (inclusion-exclusion identity, 
34) 

瑞 利 密度 函数 (Rayleigh density function, 
235, 303) 

弱 大 数 律 (weak law of large numbers, 433) 

S 

三 角 分 布 (triangular distribution, 281) 

炉 (entropy 474~476, 485) 
相关 编码 定理 (relation to coding theory, 
476~480) 

生日 问题 
164~165) 

失效 率 (failure rate, 234) 

失效 率 函 数 (failure rate function, see hazard 
rate function) 

时 间 间 隔 (interarrival times, 464) 

事件 (event, 24, 25) 

事件 的 分 配 率 (distributive laws for events， 
26) 

事件 的 交 (intersection of events, 25， 26) 


(birthday problem, 41~42, 
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事件 的 结合 律 (associative laws for events， 
26) 

事件 和 (union of events, 25, 26) 
概率 公式 (probability formula for, 32, 34， 
62, 340) 

事件 交换 律 (commutative laws for events, 
26) 

事件 序列 的 极限 (limit of events, 49) 

双 般 子 赌博 (craps, 58, 279, 370~371) 

双 指 数 型 随机 变量 ,， 见 拉 葡 拉 斯 分 布 (dou- 
ble exponential distribution, see Laplacian 
distribution, 233) 

双重 随机 的 转移 概率 矩阵 (doubly stochas- 
tic transition probability matrix, 484) 

斯 带 尔 切 斯 积分 (Stieltjes integral, 404) 

斯 特 林 公式 (Stirling's approximation，43， 
158) 

随机 变量 (random variables, 132) 

随机 变量 的 函数 (of functions of random 
variables, 300~301, 305) 

随机 变量 的 均值 (mean of a random variable， 
148) 

随机 变量 的 中 位 数 (median of a random 
variable, 252) 

随机 变量 的 众 数 (mode of a random variable, 
253) 

随机 变量 函数 的 分 布 (distribution of a func- 
tion of a random variable, 242) 

随机 地 大 于 (stochastically larger, 419) 

随机 徘徊 (random walk, 336~337, 468) 

随机 排列 (random permutation，488~490， 
504) 

随机 数 (random number, 427, 488) 

随机 样本 的 极 差 (range of a random sample， 
299~300) 

随机 子 集 (random subset, 274~276) 

般 子 (poker dice, 57) 


T 


条 件 独 立 (conditional independence, 108) 
条 件 独立 事件 (conditionally independent 
events, 108) 


条 件 方差 (conditional variance, 380) 

条 件 方差 公式 (conditional variance formula, 
381) 

条 件 分 布 (conditional distribution, 288, 291) 

条 件 概率 (conditional probability，66~67, 
123, 130, 376~377) 
相对 频率 (as a long run relative frequency, 
72) 
概率 函数 (as a probability function, 101~ 
103) 

条 件 概率 分 布 函数 (conditional probability 
distribution function, 288, 293 ) 

条 件 概率 分 布 列 (conditional probability 
mass function, 288) 

条 件 概率 密度 函数 (conditional probability 
density function, 291~292) 

条 件 期 望 (conditional expectation, 365~368， 
421, 422) 
用 于 预测 (use in prediction，382-383， 
387) | 
用 于 模拟 (use in simulation, 501) 

条 件 协 方差 公式 (conditional covariance 
formula, 421) 
票 问题 (ballot problem, 127) 

凸 函数 (convex function, 453) 

推测 术 (hrs Conjectandi, 159, 433) 


WwW 


完全 图 (complete graph, 100) 

危险 率 (hazard rate, 234) 

危险 率 函 数 (hazard rate function, 234~236) 

威 布尔 分 布 (Weibull distribution, 239) 
指数 (relation to exponential, 253) 

维 恩 图 (Venn diagrams, 26~28) 

魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (Weierstrass theorem, 
460) 

无 记性 随机 变量 (memoryless random vari- 
able, 231~233) 

无 噪声 编码 定理 (noiseless coding theorem， 
477, 478) 

误差 频率 定律 (law of frequency of errors， 
442) 
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X 

线性 预测 (linear prediction，386~387，423， 
424) 

相关 (correlation, 361~362) 

相关 系数 ， 见 “相关 ” (correlation coefficient, 
See Correlation) 

香 浓 (Shannon, 482) 

效用 (utility, 147~148) 

协 方差 (covariance, 355~357) 

协 方差 的 性 质 (properties of covariance, 
356) 

辛 钦 (Khintchine, 433) 

信息 (information, 474~475) 

信 噪 比 (signal to noise ratio, 459) 


Y 


雅克 “。 伯 努 利 (Bernoulli, Jacques, 159) 

样本 方差 (sample variance, 358) 

样本 均值 (sample mean, 330~331, 363) 

样本 空间 (sample space, 24) 

样本 中 位 数 (sample median, 298) 

约翰 。 汉 诺 伊 曼 (von Neumann, John, 190) 

一 阶 和 矩 (first moment see mean, 148) 

遗传 理论 (inheritance, theory of, 153) 

遗传 学 (genetics, 118~121, 153) 

优势 (odds, 79~80) 

游程 (runs, 47~48, 63, 104~106) 

游程 理论 (theory of runs, 104) 

有 放 回 抽样 (sampling with replacement, 58) 

有 限 总 体 的 抽样 (sampling from a finite 
population, 227, 359~361) 


Z 
《分 布 (zeta distribution, 182) 


Zipf 分 布 (Zipf distribution, see zeta distri- 


bution) 
噪声 编码 定理 (noisy coding theorem, 482) 
詹姆斯 ， 伯 努 利 (Bernoulli, James, 98, 151, 
160, 433) 
詹 生 不 等 式 (Jensen's inequality, 453) 
占 优 势 基因 (dominant gene, 119) 
正 态 随 机 变量 (normal random variables， 


218, 252, 326, 398) 
二 项 式 的 近似 (approximation to binomial, 
225 
特征 (characterization of, 271~271, 302) 
样本 均值 和 样本 方差 的 联合 分 布 (joint 
distribution of sample mean and sample 
variance, 402~403) 
矩 (moments of , 425) 
模拟 (simulation of 303) 
极 坐 标 法 (by polar method, 494~496) 
舍 取 法 (by rejection method,493~494, 506) 
独立 和 (sums of independent，283~284， 
394) 
表 (table for 222) 

指示 随机 变量 (indicator random variable， 
141) 

指数 随机 变量 (exponential random variable， 
230~233, 253, 465) 
率 (rate of, 235) 
半衰期 ( relation to half-life, 276) 
模拟 (simulation of , 490~491) 
和 (sums of, 282, 306~308) 

秩 和 (sum of ranks, 413) 

中 程 (midrange, 322) 

中 心 极 限定 理 (central limit theorem，225， 
434~436) 
相互 独立 随机 变量 (for independent ran- 
dom variables, 442) 

重要 抽样 (importance sampling, 506) 

主观 概率 (personal probability，53~54， 
75~76) 

主观 概率 (personal view of probability, 53) 

主观 概率 (subjective probability，see per- 
sonal probability, ) 

主观 概率 (subjective view of probability, 53) 

组 合 (combinations, 6) 

组 合 分 析 (combinatorial analysis, 1) 

组 合 恒等式 (combinatorial identities，8，19~ 
21, 23) 

最 大 似 然 估计 (maximum likelihood esti- 
mates, 179) 

最 大 游程 (longest run, 166) 

最 优 奖 问题 (best prize problem, 377~378) 


